
MÉTODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA PROBLEMASPARABÓLICOSF. VADILLOResumen. En esta leión se explia los métodos en diferenias �nitas paraproblemas parabólios. Después de de�nir los oneptos básios de onsisten-ia, estabilidad y onvergenia, se demuestra el teorema de equivalenia deLax.En la segunda parte se obtiene la ondiión de Von Neumann para la estabil-idad, se explia el funionamiento del omando pdepe deMatlab y �nalmentese aplian los métodos omentados a problemas on varias variables espaiales.Índie1. La euaión del alor 12. Semi-disretizaión espaial 33. Los métodos de Euler y Crank-Niolson 54. El teorema de Equivalenia de Lax 75. La ondiión de Von Neumann para la estabilidad 106. Otros métodos en diferenias 147. El omando pdepe de MATLAB 168. Problemas multi-dimensionales 178.1. Métodos A.D.I 188.2. Métodos de paso fraionario 19Referenias 201. La euaión del alorLa euaión del alor es la euaión parabólia que aparee en todos los modelosmatemátios relaionados on problemas de difusión y Meánia de Fluidos.Se onsidera el problema de Cauhy:(1.1) {
ut − ∆u = 0, en RN × (0,∞)
u(x, 0) = ϕ(x), en RN .uya soluión exata es:(1.2) u(x, t) = (4πt)−N/2

∫

RN

exp

(
−|x − y|2

4t

)
ϕ(y)dy,Reeived by the editors 10 de febrero de 2009.Disponible en: www.ehu.es/~mepvaarf. 1
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2 F. VADILLOdonde ya se apreia que tiene una veloidad de propagaión in�nita porque losvalores de la ondiión iniial ϕ(y) en ualquier punto y ∈ RN intervienen en lasoluión u en todos los puntos (x, t).En la siguiente lista se reogen las propiedades básias de la euaión del alor(ver [4℄ ):1. Veloidad in�nita de propagaión.2. Efeto regularizante que implia también irreversibilidad temporal.3. Prinipio del máximo: si ϕ ≥ 0 entones u ≥ 0. En realidad u es positivosalvo que ϕ ≡ 0.4. Conservaión de la masa:∫

RN

u(x, t)dx =

∫

RN

ϕ(x)dx, ∀t > 0.5. Deaimiento de la soluión:
‖u(x, t)‖L∞(RN ) ≤ Ct−N/2‖ϕ(x)‖L1(RN ), ∀t > 0.Los detalles y omprobaiones de estas propiedades se pueden onsulta en lasreferenias [4℄ y [10℄.Para omenzar se onsiderará la euaión del alor uni-dimensional en el siguienteproblema:(1.3) 




ut − uxx = 0, 0 < x < π t > 0
u(0, t) = u(π, t) = 0, t > 0
u(x, 0) = ϕ(x), 0 < x < π.Esta euaión modela la distribuión de la temperatura en un alambre de longitud

π aislado, on los extremos a ero grados y partiendo de la distribuión iniial detemperaturas ϕ(x).El método de separaión de variables alula la soluión en forma de serie deFourier:(1.4) u(x, t) =

∞∑

j=1

ϕ̂je
−j2tωj(x),donde las ωj(x) =

√
2
π sin(jx) son las autofuniones y ϕ̂j son los oe�ientes deFourier de ϕǫL2(0, π), es deir:(1.5) ϕ̂j =

∫ π

0

ϕ(x)ωj(x)dx.De la expresión (1.4) se dedue entones que:(1.6) ‖u(t)‖2
L2(0,π) =

∞∑

j=1

|ϕ̂j(x)|2e−2j2t ≤ e−2t
∞∑

j=1

|ϕ̂j(x)|2 = e−2t‖ϕ‖2
L2(0,π),que demuestra omo la soluión deree exponenialmente uando t → ∞ enontra del dereimiento potenial en el deaimiento de la soluión omentado enlas propiedades anteriores.Este mismo resultado se alanza estudiando la evoluión de la energía del sistema:(1.7) E(t) =

∫ π

0

u2(x, t)dx,



MÉTODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA PROBLEMAS PARABÓLICOS 3porque se omprueba que:(1.8) d

dt
E(t) ≤ −2E(t)de donde se dedue la misma desigualdad (1.6).Como la soluión es la serie in�nita (1.4), un posible primer intento de aprox-imaión sería trunar la serie, es deir, para ada número natural M estimar lassumas pariales:(1.9) uM (x, t) =

M∑

j=1

ϕ̂je
−j2tωj(x).on una evidente ota de error:(1.10) ‖u(x, t) − uM (x, t)‖L2(0,π) ≤ e−M2t/2‖ϕ(x)‖L2(0,π), ∀t > 0lo que demuestra la onvergenia en norma L2 uando M → ∞. El problema parautilizar este método de las series de Fourier trunadas es que se neesitan onoerlas autofuniones del laplaiano on las ondiiones fronteras y en el dominio delproblema que se estudia, y aunque la teoría espetral garantiza la existenia de lasuesión de autofuniones que forman una base ortogonal, el problema es que estasautofuniones sólo se pueden alular en asos muy partiulares.2. Semi-disretizaión espaialDisretizando la variable x on un paso h = π

M+1 y utilizamos la lásia aproxi-maión de tres puntos para la segunda derivada se llega a un sistema de M eua-iones difereniales ordinarias lineales aopladas:




u′j(t) − uj+1(t)−2uj(t)+uj−1(t)
h2 = 0, j = 1, ..., M t > 0

u0(t) = uM+1(t) = 0, t > 0
uj(0) = ϕ(jh), j = 1, ..., M ,

(2.1)que de manera vetorial puede esribirse de la forma siguiente:
{

d
dt~u(t) + Ah~u(t) = ~0,
~u(0) = ~ϕ.

(2.2)
~u =




u1(t)......
uM (t)




, Ah =
1

h2




2 −1

−1
. . . . . .. . . . . . −1

−1 2




.(2.3)uya soluión exata es:
~u(t) = e−tAh ~ϕ.(2.4)El sistema (2.1) también veri�a un prinipio del máximo según el ual si el datoiniial es no negativo, la soluión también lo es para todo x y todo t.También se puede haer un análisis de Fourier del sistema (2.1). Si se onsiderael problema de autovalores:

Ah ~w = λ~w,(2.5)



4 F. VADILLOlos autovalores son:
λl(h) =

4

h2
sin2

(
l
h

2

)
, l = 1, ..., M,(2.6)y los autovetores asoiados:

~wl(h) =

√
2

π




sin(lx1)...
sin(lxM )


 , l = 1, ..., M,(2.7)donde se re�eja que uando h → 0 los autovalores y autovetores del problemasemi-disreto onvergen a los autovalores y autovetores del problema ontinuo.Este análisis de Fourier onstruiría una soluión del tipo:

~uh(t) =

M∑

l=1

ϕ̂le
−λl(h)t ~wl(h),(2.8)porque los autovetores ahora son ortogonales respeto de una versión disreta dela norma L2 y después se demostraría la onvergenia, es deir, se omprobaría quelos errores ~uh(t)− ~u(t) tienden a ero uando t → 0, donde ~u(t) es la restriión dela soluión exata de (1.3) en los nodos de la red.Otra ténia para demostrar la onvergenia de la soluión del sistema semi-disreto (2.1) a la soluión de la euaión del alor (1.3) es el denominado métodode la energía que onsiste en estudiar omo evoluiona una versión disreta de laenergía:

Eh(t) =
h

2

M∑

j=1

|uj |2.(2.9)Los dos lemas siguientes son neesarios para demostrar la onvergenia:Lema 2.1.
d

dt
Eh(t) = −h

M∑

j=0

∣∣∣∣
uj+1 − uj

h

∣∣∣∣
2

.(2.10)Lema 2.2 (Versión disreta de la desigualdad de Poinaré.). Para todo δ > 0existe un h0 > 0 tal que para todo 0 < h < h0 y para toda suesión
a0, a1, ..., aM+1 on a0 = aM+1 = 0 se tiene:

h

M∑

j=0

∣∣∣∣
aj+1 − aj

h

∣∣∣∣
2

≥ (1 − δ)h

M∑

j=1

|aj |2.(2.11)Para demostrar la onvergenia de la soluión de la euaión semi-disreta uja la soluión exata, se onsidere ahora la soluión exata sobre la malla uj , y seestudia el vetor de errores:
~e = {ej}j=1,...,M , ej = uj − uj .(2.12)



MÉTODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA PROBLEMAS PARABÓLICOS 5Resulta evidente que las ej satisfaen:




e′j − ej+1−2ej+ej−1

h2 = εj, j = 1, ..., M t > 0
e0 = eM+1 = 0, t > 0
ej(0) = 0, j = 1, ..., M ,

(2.13)donde εj son los errores de trunatura loales:
εj = uxx(xj , t) −

uj+1 − 2uj + uj−1

h2
(2.14)que omo son aproximaiones de orden dos veri�an que:

|εj(t)|2 ≤ Ch4‖u(t)‖2
C4([0,π]),(2.15)para 1 ≤ j ≤ M, 0 ≤ h ≤ h0 0 ≤ t ≤ T .Repitiendo las operaiones del lema primero, se obtiene ahora que:

d

dt


h

2

M∑

j=1

|ej |2

 = −h

M∑

j=0

∣∣∣∣
ej+1 − ej

h

∣∣∣∣
2

+ h
M∑

j=1

εjej ,(2.16)y utilizando la desigualdad de Poinaré on δ = 1/2 se tiene:
d

dt


h

2

M∑

j=1

|ej|2

 ≤ −h

2

M∑

j=1

|ej|2 + h

M∑

j=1

εjej ≤ h

2

M∑

j=1

|εj |2,(2.17)de donde se llega a:
h

M∑

j=1

|ej(t)|2 ≤ h

M∑

j=1

∫ T

0

|εj(t)|2dt, 0 < h < h0, 0 ≤ t ≤ T.(2.18)Usando ahora desigualdad (2.15) se llega �nalmente a:
‖~e‖2

h = h

M∑

j=1

|ej(t)|2 ≤ Ch4

∫ T

0

‖u(t)‖2
C4([0,π])dt,(2.19)que demuestra la onvergenia de orden dos siempre que la integral sea �nita.3. Los métodos de Euler y Crank-NiolsonEl método de las diferenias �nitas onsiste en disretizar las variables y sustituiren la euaión diferenial las derivadas por oientes en diferenias, y de esta forma,el problema que se pueda aproximar por algún proedimiento �nito, habitualmentese llegará a sistemas de euaiones lineales.Sean entones h y k los pasos en x y t que de�nen una red de puntos (xj , t

n)on xj = jh y tn = nk. Los métodos en diferenias alulan aproximaiones a losvalores de u(x, t) en los puntos de la malla: Un
j ≈ u(xj , t

n).Las fórmulas en diferenias más senillas para aproximar las derivadas ut(x, t) y
uxx(x, t) son respetivamente:(3.1) ut(x, t) =

u(x, t + k) − u(x, t)

k
+ O(k),(3.2) uxx(x, t) =

u(x − h, t) − 2u(x, t) + u(x + h, t)

h2
+ O(h2).



6 F. VADILLOApliadas estas aproximaiones en los puntos de la red y despreiando los términos
O(k) y O(h2) resulta el esquema en diferenias llamado método de Euler:(3.3) Un+1

j − Un
j

k
=

Un
j−1 − 2Un

j + Un
j+1

h2
,que es una aproximaión a la euaión diferenial del problema (1.3). Por omo-didad, se toma r = k

h2 y se reordenan los términos para obtener el esquema endiferenias explíito:(3.4) Un+1
j = (1 − 2r)Un

j + r(Un
j+1 + Un

j−1).El programa forwdif de [5℄ implementa este método en MATLAB. En el ejemplorepresentado en la �gura 1 se onsidera la ondiión iniial ϕ(x) = x(π − x) on
h = π/5 en 0 ≤ t ≤ 3 y dos diferentes pasos en el tiempo, a la izquierda k = 3/20y a la dereha k = 3/10. La diferenia entre las soluiones es evidente, en la partedereha se apreian osilaiones que ensuian la soluión exata, se trata de un laroejemplo de inestabilidad que mas tarde se estudiara. La ondiión de estabilidad delmétodo será r ≤ 1/2 y mientras que en primer aso r = 0,38 en segundo r ≈ 0,75.

estable  
inestable Figura 1. Efeto de la inestabilidadLa ondiión de estabilidad puede llegar a ser una problema grave porque si sepreisara utilizar un k de orden de una déima, entones el h debiera ser del ordende entésimas y ello enareería muho el oste omputaional. Por tanto, pareeneesario onoer otros esquemas que no tengan este inonveniente y uno de losmás onoidos es el método de Crank-Niolson.



MÉTODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA PROBLEMAS PARABÓLICOS 7La idea del este método es aproximar la euaión del alor en un punto intermediode la red: (x, t + k
2 ) de la forma siguiente:

ut(x, t +
k

2
) =

u(x, t + k) − u(x, t)

k
+ O(k2),(3.5)

uxx(x, t +
k

2
) =

1

2h2
[u(x − h, t + k) − 2u(x, t + k)

+u(x + h, t + k) + u(x − h, t) − 2u(x, t)

+u(x + h, t)] + O(h2),(3.6)que apliadas en los puntos de la red y despreiando los términos O(k2) y O(h2)resulta el esquema implíito:(3.7) − rUn+1
j−1 + (2 + 2r)Un+1

j − rUn+1
j+1 = rUn

j−1 + (2 − 2r)Un
j + rUn

j+1,donde nuevamente r = k
h2 , y el índie j = 1, ..., N − 1 suponiendo que h = π

N .Este onjunto de N − 1 euaiones deben resolverse de manera onjunta porque laseuaiones no se desaoplan omo en el método explíito (3.4). Para alular lasaproximaiones en el nivel de tiempo n + 1 on los datos del nivel n se tiene queresolver un sistema de euaiones lineales:(3.8) AU
n+1 = b,donde:(3.9) A =




2 + 2r −r
−r 2 + 2r −r. . . . . . . . .

−r 2 + 2r


 ,

(3.10) U
n+1 =




Un+1
2

Un+1
3...

Un+1
N−1


 , b =




Un
3 + (2 − 2r)Un

2

Un
2 + (2 − 2r)Un

3 + Un
4...

Un
N−2 + (2 − 2r)Un

N−1


 .El método de Crank-Niholson (3.7) tiene entones el inonveniente del sistemaque se debe resolver en ada nivel de tiempo, pero no neesita ondiión de esta-bilidad que ondiione los tamaños de los pasos, es inondiionalmente estable, ylos errores nuna aumentan independientemente de uales sean la relaión entrelos pasos h y k. La referenia [11℄ en el apítulo 9 implementa y ompara ambosalgoritmos. 4. El teorema de Equivalenia de LaxEl problema de una manera abstrata tiene el siguiente planteamiento: dadoun espaio de Banah B, se trata de hallar una familia u(t) ∈ B, donde t es unparámetro real, tal que(4.1) {

ut(t) = Au(t) 0 ≤ t ≤ T,

u(0) = u0,



8 F. VADILLOdonde A : B → B es un operador lineal y u0 ∈ B representa el estado iniialdel sistema. De heho bastaría on que el operador A estuviera de�nido en unsubonjunto denso del espaio B (ver [7℄).Se supone que el problema (4.1) está bien de�nido en el sentido de que existeuna únia soluión para ada u0 ∈ B que depende ontinuamente del dato iniial.Por ejemplo, para la euaión del alor B = L2 y el operador A = ∂2
x.El siguiente paso onsiste en de�nir un esquema en diferenias también en sentidoabstrato, esto signi�a que se tiene una familia de operador lineales:(4.2) Sk : B → B,donde el subíndie k es el parámetro del que depende la disretizaión (paso en eltiempo t), y para aproximar la soluión del problema (4.1) en suesivos niveles detiempo:(4.3) Un+1 = SkUn ⇒ Un = Sn

k U0,donde Sn
k = (Sk)n, es deir, el número n india una potenia y no un superíndie.Por simpliidad se supone que los operadores A y Sk no dependen explíitamentedel tiempo, aunque la teoría se puede extender a estos asos. Tampoo apareeexplíitamente la dependenia del paso h aunque se supone h = h(k), si hubieravarias variables espaiales se supones que para ada una de ellas hj = hj(k).De�niion 4.1. Se die que {Sk} tiene orden de exatitud p si(4.4) ‖u(t + k) − Sku(t)‖ = O(kp+1), uando k → 0,para todo t ∈ [0, T ] y suponiendo u(t) su�ientemente regular. Se die que elesquema es onsistente on el problema si p > 0.El término que aparee en el interior de la norma de la de�niión 4.1 que es elerror que omete la soluión exata en el esquema en diferenias, se denomina errordel trunatura loal de {Sk}.Los errores globales son la diferenia entre las soluiones exata y aproximada:

en = u(nk) − (Sk)nu0. Evidentemente para que un método sea útil estos erroresdeben haerse tan pequeños omo se quiera siempre que se tome el parámetro kadeuado (su�ientemente pequeño). Se tiene entones la de�niión de onvergenia:De�niion 4.2. Se die que {Sk} es onvergente si(4.5) ĺım
k→0,nk=t

‖Sn
k u(0) − u(t)‖ = 0,para todo t ∈ [0, T ].Según esta de�niión, para demostrar que un esquema es onvergente habría quealular los errores globales para lo que sería preiso onoer la soluión exata,pero si se onoiera la soluión exata poo interés puede tener alular soluionesaproximadas. Para evitar manipular errores globales se introdue el onepto deestabilidad:



MÉTODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA PROBLEMAS PARABÓLICOS 9De�niion 4.3. Se die que {Sk} es estable, si existe alguna onstante C > 0tal que:(4.6) ‖Sn
k ‖ ≤ C,para todo n y k tal que 0 ≤ nk ≤ T .Es importante destaar que las de�niiones de onsistenia y onvergenia haenreferenia a la soluión de la euaión diferenia, pero la de�niión de estabilidadno. Uno puede deidir si su esquema es estable o no sin mirar la euaión que estátratando de aproximar.Ejemplo 4.4. Para el método de Euler (3.4) los autovalores de la matriz que de�neel operador Sk son

λj = 1 − 4r cos2
jπ

2(N + 1)
, j = 1, ..., Ny su ondiión de estabilidad r = k

h2 ≤ 1
2 .En realidad la ondiión de estabilidad se puede debilitar porque si existe unnúmero α ≥ 0 tal que:(4.7) ‖Sk‖ ≤ 1 + αk,entones:(4.8) ‖Sn

k ‖ ≤ ‖Sk‖n ≤ (1 + αk)n ≤ eαhk ≤ eαT = C,que implia la estabilidad. De heho, uando se estudie la estabilidad de ualquieraesquema se busarán ondiiones del tipo (4.7).El �nal de esta teoría es el siguiente famoso teorema:Teorema 4.5 (Teorema de equivalenia de Lax.). Sea {Sk} una aproximaiónonsistente al problema de valores iniiales (4.1). Entones {Sk} es onvergentesi y sólo es estable.Demostraión. La demostraión de que la onsistenia y estabilidad implian laonvergenia es senilla, si se esribe la expresión:(4.9) u((n + 1)k) = Sku(nk) + Thkdonde Thk es el error de trunatura loal. Restando (4.3) se tiene la euaión de loserrores:(4.10) en+1 = Sken + Thky tomando normas:(4.11) ‖en+1‖ ≤ ‖Sk‖ ‖en‖ + ‖Thk‖ ≤ ‖Sk‖n ‖e0‖ + ‖Thk‖ .De los dos términos de la de la ota de error, el primero está aotado por la esta-bilidad y tiende a ero si e0 → 0, mientras que la onvergenia del segundo términoes justamente la de�niión de onsistenia.Los otros detalle de la demostraión se pueden onsultar en [7℄ �



10 F. VADILLOAlgunos omentarios sobre el ontexto donde se puede apliar el teorema deequivalenia de Lax:Problemas lineales de oe�ientes variables: La teoría es apliable sinninguna di�ultad. Se utiliza el método en ondiiones de estabilidad parala familia de problemas que resulte de mantener onstantes los oe�ientes.Sistemas de euaiones: Aunque la teoría se ha expuesto para el aso es-alar, evidentemente es extensible para sistemas de euaiones.Esquema implíitos: A pesar de que el esquema (4.3) se presente de man-era explíita, el aso de implíito no está exluido porque debe existir eloperador inverso para llevarlo a la formulaión general.Esquemas multipaso: Si bien el esquema (4.3) es de un paso, el aso deesquemas multipaso se puede llevar a la formulaión general aumentandola dimensión.Condiiones fronteras: Si el problema tuviera ondiiones frontera se de-bieran inluirse en la de�niión del espaio funional.Problemas no lineales: La teoría no es apliable a este aso, lo habitualen los problemas no lineales es investigar las ondiiones de estabilidad delproblema linealizado y utilizarlas para resolver el problema no lineal. Conmuha freuenia los resultados son bastante buenos, pero ello no quita quepuedan apareer inestabilidades de tipo no lineal.5. La ondiión de Von Neumann para la estabilidadVon Neumann realiza un análisis de Fourier del método en diferenias, la ideabásia onsiste en expresar el dato iniial en el espaio de Fourier y después analizarla propagaión de los errores en diho espaio para todas las freuenias ξ.Se onsiderará en primer lugar el aso de una fórmula explíita de una paso:(5.1) Un+1
j = (SUn)j =

r∑

µ=−l

αµUn
j+µ,donde los {αµ} son onstantes y S es el operador para pasar del nivel n al n + 1de�nido de ℓ2

h en si mismo espaio porque se trata de una suma �nita.También se esribir omo una onvoluión disreta(5.2) SU = a ∗ U, on aµ =
1

h
(α−µ),porque(5.3) (a ∗ U)j = h

∑

k

aj−kUk = h
∑

k

1

h
αk−jUk =

∑

p

αpUj+p,y por tanto(5.4) ŜU(ξ) = â ∗ U(ξ) = â(ξ)Û(ξ),lo que india que â(ξ) es el fator de ampli�aión que multiplia a la omponentede U para el número de freuenia ξ uando se aplia el operador S. Habitualmenteeste fator de ampli�aión se denota por g(ξ).Debido a la linealidad del problema, para determinar el fator de ampli�aión essu�iente insertar la soluión Un
j = gneiξjh en el esquema en diferenias y enontrarla expresión g = g(ξ) que resulta.



MÉTODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA PROBLEMAS PARABÓLICOS 11Utilizando la igualdad de Parseval(5.5) ‖SU‖ =
∥∥∥ŜU

∥∥∥ =
∥∥∥gÛ

∥∥∥ ≤ ‖g‖
∞

∥∥∥Û
∥∥∥ ,lo que implia que ‖S‖ ≤ ‖g‖

∞
, sin embargo, omo la ota se alanza (bastaríatomar toda la masa en una freuenia onreta) se tiene que:(5.6) ‖S‖ = sup

U∈ℓ2
h

‖SU‖
‖U‖ = ‖g‖

∞
.Apliando la iteraión desde el nivel ero hasta el n es evidente que: Un = SnU0y entones Ûn(ξ) = (g(ξ))nÛ0(ξ). Cuando g(ξ) es una funión esalar:(5.7) ‖(g(ξ))n‖

∞
= máx

ξ
(|g(ξ)|n) = máx

ξ
(|g(ξ)|)n = (‖g‖

∞
)n,y repitiendo argumentos anteriores(5.8) ‖Sn‖ = (‖g‖

∞
)n = ‖S‖n ,on lo que se onluye el siguiente teoremaTeorema 5.1. Si la fórmula en diferenias �nitas (5.1) de�ne un operadorlineal aotado S : ℓ2

h → ℓ2
h, entones:(5.9) ‖Sn‖ = (‖g‖

∞
)n, ∀n > 0.Este teorema interpretado para la estabilidad die lo siguienteCorolario 5.2. Una fórmula en diferenias lineal explíita, esalar y de unpaso es estable si y solo si:(5.10) |g(ξ)| = 1 + O(k),uando k → 0 y uniformemente en ξ ∈ [−π/h, π/h].La ondiión (5.10) se la denomina ondiión de Von Neuman de la fórmula endiferenias, y el resultado establee que para un esquema lineal explíito esalar y deun paso, la ondiión de Von Neumann es neesaria y su�iente para la estabilidad.Ejemplo 5.3. En el método de Euler (3.4) para la euaión del alor (1.3), es fáilomprobar que g(ξ) = 1 − 4r sin2 ξh

2 . Entones es estable si y sólo si:(5.11) − 1 ≤ 1 − 4r sin2 ξh

2
≤ 1 ⇒ r ≤ 1

2
.Una fórmula en diferenias lineal de un paso es de la forma:(5.12) r∑

µ=−l

βµUn+1
j+µ =

r∑

µ=−l

αµUn
j+µ,para algunas onstantes {αµ} y {βµ} on β0 6= 0. Si βµ = 0 para µ 6= 0 la fórmulaes explíita, mientras que si βµ 6= 0 para algún µ 6= 0 es implíita.



12 F. VADILLOPara de�nir ahora el operador S : Un → Un+1 se debe ser mas uidadosoporque dada una suesión Un la nueva suesión Un+1 de obtiene de un sistema deeuaiones lineales que se pueden expresar omo:(5.13) BUn+1 = AUn,donde A y B son matries tipo Toeplitz (ver por ejemplo [3℄).La euaión (5.12) se puede esribir usando la onvoluión omo:(5.14) b ∗ Un+1 = a ∗ Un,donde aµ = 1
hα−µ y bµ = 1

hβ−µ, y la uestión que se plantea es si dada una suesión
Un existe una únia la suesión Un+1 que resuelve el sistema de euaiones lineales.La respuesta es no.Ejemplo 5.4. El método de Crank-Niolson (3.7) para la euaión del alor(5.15) − rUn+1

j−1 + (2 + 2r)Un+1
j − rUn+1

j+1 = rUn
j−1 + (2 − 2r)Un

j + rUn
j+1,se supone que Un

j = 0, ∀j, el sistema que resulta es(5.16) − rUn+1
j−1 + (2 + 2r)Un+1

j − rUn+1
j+1 = 0,que tiene la soluión trivial Un+1

j = 0, ∀j. Por otra parte, se trata de una euaiónen diferenial lineal para la que se pueden busar soluiones del tipo exponenial
Un+1

j = κj , donde κ es una raíz del polinomio araterístio:(5.17) − rκ2 + (2 + 2r)κ − r = 0,y por lo tanto existen también soluiones no triviales. La ondiión para evitar estáambigüedad se vera a ontinuaión.Sean Un y Un+1 dos suesiones de ℓ2
h que satisfaen (5.14), pasando al espaiode Fourier se tiene:(5.18) b̂(ξ)Ûn+1(ξ) = â(ξ)Ûn(ξ),para ξ ∈ [−π/h, π/h]. Suponiendo ahora que es ierta la hipótesis de resolubilidadque die que b̂(ξ) 6= 0, ∀ξ ∈ [−π/h, π/h], se puede esribir(5.19) Ûn+1(ξ) = g(ξ)Ûn(ξ) =

â(ξ)

b̂(ξ)
Ûn(ξ),donde nuevamente g(ξ) es el fator de ampli�aión. Si g(ξ) es una funión ontinuaen el ompato [−π/h, π/h] entones:(5.20) ‖g‖

∞
= máx

ξ∈[−π/h,π/h]

â(ξ)

b̂(ξ)
< ∞,y se puede onluir que para un esquema lineal, esalar y de un paso, la ondiión deVon Neumann (5.10) es también neesaria y su�iente para la estabilidad numéria.Ejemplo 5.5. Si se insertando la soluión Un

j = gneiξjh en el método de Crank-Niolson (3.7) para la euaión del alor unidimensional se obtiene que:(5.21) g(ξ) =
â(ξ)

b̂(ξ)
=

1 − 2r sin2 ξh
2

1 + 2r sin2 ξh
2

< 1,por lo que se trata de un método inondiionalmente estable.



MÉTODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA PROBLEMAS PARABÓLICOS 13Las extensión del análisis de Fourier a fórmulas vetoriales o multipaso no pre-senta demasiadas novedades. En el aso del multipaso primero se reduirá a otrafórmula vetorial de un paso a osta de aumentar la dimensión.Sea entones una fórmula lineal de un paso (5.12) on la novedad de que ahoralos Un
j son vetores de dimensión N lo mismo que los αµ y βµ son matries N ×N .Los operadores A y B son tensores.Usando nuevamente la onvoluión y pasando al espaio de Fourier se tendráuna matriz de ampli�aión de N × N :(5.22) G(ξ) = [b̂(ξ)]−1[â(ξ)].La estabilidad del método pedirá que exista una onstante C tal que(5.23) ‖G(ξ)n‖ ≤ C,para todo ξ ∈ [−π/h, π/h] y todo n, k on 0 ≤ nk ≤ T .Para estimar estas normas se dispone ahora de dos desigualdades:(5.24) ρ(G(ξ)n) ≤ ‖G(ξ)n‖ ≤ ‖G(ξ)‖n

,donde el ρ(G) india el radio espetral de la matriz G. El resultado de estabilidadentones será el siguiente teorema:Teorema 5.6. Para una fórmula en diferenias �nitas lineal de oe�ientesonstante on matriz de ampli�aión G(ξ) se tiene lo dos resultados siguientes:(a) ρ(G(ξ)) ≤ 1 + O(k) es una ondiión neesaria para la estabilidad .(b) ‖G(ξ)‖ ≤ 1 + O(k) es una ondiión su�iente para la estabilidad.La dos ondiiones se entiende que son para uando k → 0 y uniformemente en
ξ ∈ [−π/h, π/h]. La ondiión sobre el espetro de la matriz de ampli�aión sedenomina ondiión de Von Neuman.Ejemplo 5.7. El método leap frog para aproximar la euaión del alor unidimen-sional es la fórmula de dos pasos:(5.25) Un+1

j = Un−1
j + 2r(Un

j+1 − 2Un
j + Un

j−1).on r=k/h2. Para esribirlo omo una fórmula de un paso se introdue una nuevavariable:(5.26) Wn
j =

(
Un

j

Un−1
j

)
,on lo que resulta el esquema de un paso:(5.27) Wn+1

j =

(
2r 0
0 0

)
Wn

j−1 +

(
−4r 1
1 0

)
Wn

j +

(
2r 0
0 0

)
Wn

j+1,que se puede esribir de la forma:(5.28) Wn+1
j = α−1W

n
j−1 + α0W

n
j + α1W

n
j+1,on las matries:(5.29) α−1 =

(
2r 0
0 0

)
, α0 =

(
−4r 1
1 0

)
, α1 =

(
2r 0
0 0

)
.



14 F. VADILLOLa matriz de ampli�aión que resulta es:(5.30) G(ξ) =

(
−8r sin2 ξh

2 1
1 0

)
,y su polinomio araterístios es:(5.31) λ2 + 8rλ sin2 ξh

2
− 1 = 0,llamando γ = 8r sin2 ξh

2 , sus raíes son:(5.32) λ =
−γ ±

√
γ2 + 4

2
,y para su raíz negativa se veri�a que:(5.33) λ <

−γ −
√

4

2
< −1,de donde se onluye que es un esquema inestable.Otra forma más rápida de llega al mismo resultado onsiste en insertar en (5.25)la soluión Un

j = gneiξjh, la euaión que queda para la inógnita g es:(5.34) g2 = 1 + 2rg(eiξh − 2 + e−iξh) = 1 − 8rg sin2 ξh

2
,que es el polinomio araterístio anterior.La onlusión importante es que la ondiión de Von Neumann es neesaria perono su�iente para la estabilidad, aunque en la prátia los esquemas en diferenias seutilizan en dihas ondiiones, ello es debido a que las poas ondiiones neesariasy su�ientes que se onoen son demasiado ompliadas de omprobar (ver porejemplo [7℄). 6. Otros métodos en difereniasHasta ahora se ha onsiderado tres métodos en diferenias para aproximar laeuaión del alor uni-dimensional on las siguientes propiedades:Método Orden de exatitud EstabilidadEuler 1 r ≤ 1

2Crank-Niolson 2 inondiionalmente estableLeap frog 2 inestable.Para onstruir otros métodos on propiedades distintas, lo más ómodo es utilizarlos operadores en diferenias. Para una funión de�nida sobre los puntos de la red
vn

j = v(xj , t
n) se de�nen en primer lugar el operador elevador: Kvn

j = vn
j+1 y lossiguientes operadores en diferenias espaiales



MÉTODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA PROBLEMAS PARABÓLICOS 15Promedio progresivo: µ+vn
j = 1

2 (vn
j+1 + vn

j )Promedio regresivo: µ−vn
j = 1

2 (vn
j + vn

j−1)Promedio entral: µ0v
n
j = 1

2 (vn
j+1 + vn

j−1)Diferenia progresiva: D+vn
j = 1

h (vn
j+1 − vn

j )Diferenia regresiva: D−vn
j = 1

h (vn
j − vn

j−1)Diferenia entral: δvn
j = 1

h (vn
j+1/2 − vn

j−1/2)Diferenia entral de segundo orden: δ2vn
j = 1

h2 (vn
j+1 − 2vn

j + vn
j−1)Es evidente que las diferenias progresivas y regresivas son aproximaiones deprimer orden a la primera derivada en x, mientras que la diferenia entral aproximatambién la primera derivadas pero on orden dos. En uando a al diferenia entralde segundo orden es una estimaión de la segunda derivada de orden dos.Para la disretizaión en tiempo se utilizara exatamente la misma notaión peroen lugar de los sub-índies se esribirán super-índies:Promedio progresivo: µ+vn

j = 1
2 (vn+1

j + vn
j )Promedio regresivo: µ−vn

j = 1
2 (vn

j + vn−1
j )Promedio entral: µ0vn

j = 1
2 (vn+1

j + vn−1
j )Diferenia progresivo: D+vn

j = 1
k (vn+1

j − vn
j )Diferenia regresiva: D−vn

j = 1
k (vn

j − vn−1
j )Diferenia entral: δtvn

j = 1
k (v

n+1/2
j − v

n−1/2
j )Diferenia entral de segundo orden: (δt)2vn

j = 1
k2 (vn+1

j − 2vn
j + vn−1

j )En realidad unos operadores se pueden esribir en funión de otros, por ejemplo
δt = 1

k2 (Z − 2I + Z−1) donde Z sería el elevador en t e I el operador identidad.En esta notaión los tres métodos anteriores se esriben de la siguiente manera:Euler D+v = δ2v,Crank-Niolson D+v = µ+δ2v,Leap-Frog δ0(2k)v = δ2v.En la siguiente tabla se reogen otros métodos habituales en la bibliografía:



16 F. VADILLOBOX (5
6I + 1

6µ0)δ
+v = µ+δv,Crank-Niolson de orden uatro δ+v = µ+[43δ(h) − 1

3δ(2h)]v,Dufort-Frankel δ+v = 1
h2 (K − 2µ0 + K−1)v.7. El omando pdepe de MATLABEl omando pdepe de MATLAB resuelve sistemas de P.D.E. parabólias y elíp-tias del tipo:(7.1) c

(
x, t, u,

δu

δx

)
δu

δt
= x−m δ

δx

(
xmf

(
x, t, u,

δu

δx

))
+ s

(
x, t, u,

δu

δx

)
,donde a ≤ x ≤ b y t0 ≤ t ≤ tf y el entero m = 0, 1, 2 que orresponden al tipo deoordenadas. La funión c es una matriz diagonal y las funiones vetoriales f y sson los �ujos y las fuentes.La ondiión iniial es: u(x, t0) = u0(x) y las ondiiones frontera en x = a es(7.2) pa(x, t, u) + qa(x, t)f

(
x, t, u,

δu

δx

)
= 0y en x = b(7.3) pb(x, t, u) + qb(x, t)f

(
x, t, u,

δu

δx

)
= 0La llamada a pdepe tiene el formato general:sol=pdepe(m,�pdefun,�pdei,�pdeb,xmesh,tspan,options,p1,p2,..)donde las funiones tiene la forma:funtion [,f,s℄ = pdefun(m,x,t,u,DuDx,p1,p2,..)funtion u0= pdei(x,p1,p2,..)funtion [pa,qa,pb,qb℄ = pdeb(xa,ua,xb,ub,t,p1,p2,..)xmesh es la red de punto del intervalo [a, b], tspan es el intervalo de tiempo, yp1,p2,.. son posible parámetros del problema.El argumento del salida sol(j,k,i) es la aproximaión de la omponente i dela soluión en (tj , xk). Además pdeval permite estimar la soluión en otros puntosque no son de la red.El �hero adjuntado bs.m resuelve la euaión de Blak-Sholes famosa por susapliaiones en matemátia �naniera:(7.4) δu

δt
=

δ2u

δx2
+ (k − 1)

δu

δx
− ku,donde k = r/(σ2/2), r = 0,065, σ = 0,8, a = log(2/5), b = log(7/5), t0 = 0 y

tf = 5. Las ondiiones iniiales y frontera son:
u(x, 0) = máx(ex − 1, 0)(7.5)
u(a, t) = 0(7.6)
u(b, t) =

7 − 5e−kt

5
.(7.7)



MÉTODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA PROBLEMAS PARABÓLICOS 178. Problemas multi-dimensionalesLa extensión a más dimensiones espaiales de las ténias y oneptos apliadosa la euaión del alor uni-dimensional, no presenta demasiadas di�ultades salvalas propias de tener más variables y geometrías más ompliadas, sin duda lasmejores referenias son [9℄ y [8℄. Más onretamente se onsiderará el problemabidimensional porque para más dimensiones las situaiones son muy pareidas.La euaión del alor en dos variables espaiales es:(8.1) 



ut = uxx + uyy, (x, y, t) ∈ Ω,

u(x, y, 0) = u0(x, y), (x, y) ∈ ∂Ω ∪ Ω,

u(x, y, t) = 0, (x, y, t) ∈ ∂Ω,donde Ω = (a, b) × (a, b) × (0, T ) y ∂Ω su frontera.Disretizando las variables x, y on un paso h = b−a
N+1 y aproximando las segundasderivadas por diferenias entrales de segundo orden :

uxx(x, y, t) ≈ δxu(x, y, t) =
u(x + h, y, t) − 2u(x, y, t) + u(x − h, y, t)

h2
,

uyy(x, y, t) ≈ δyu(x, y, t) =
u(x, y + h, t) − 2u(x, y, t) + u(x, y − h, t)

h2
,el sistema lineal que resulta es N2-dimensional y tiene la siguiente expresión:(8.2) d

dt
U(t) = AU(t),donde

U = (U1,1, . . . , UN,1, U1,2, . . . , UN,2, . . . . . . U1,N , . . . , UN,N)T ,(8.3)
A = B + C(8.4)on(8.5) B =

1

h2




B1

B1 . . .
B1


 , B1 =




2 −1

−1
. . . . . .. . . . . . −1

−1 2




,y(8.6) C =
1

h2




−2I I

I −2I
. . .. . . . . . I
I −2I




.La matriz B está relaionada on la diferenia �nita en x mientras de C lo estaráon la y.Los autovalores de la matriz A son reales y negativos:(8.7) λi,j =
−4

h2

(
sin2 iπ

2(N + 1)
+ sin2 jπ

2(N + 1)

)
, i, j = 1, . . . , N.La soluión exata del sistema semi-disreto (8.2) es:(8.8) U(t) = et(B+C)

U(0),



18 F. VADILLOque para un paso en el tiempo de longitud k satisfae la reurrenia:(8.9) U(t + k) = ek(B+C)
U(t).Para onstruir los sistemas totalmente disretos se puede reemplazar la funiónexponenial por sus aproximaiones de Padé (ver [9℄ página 134). Por ejemplo,la aproximaión de Padé (0,1): ek(B+C) ≈ I + k(B + C) y el método disreto esexplíito on la expresión(8.10) U

n+1 = (I + k(B + C))Un,Los autovalores de la matriz del método I + k(B + C) son 1 + kλi,j por lo quees evidente que la ondiión de Von Neumann es(8.11) k

h2
≤ 1

4
.Considerando las expresiones de las matries B y C, también se puede esribirla euaión del método punto a punto(8.12) Un+1

i,j = Un
i,j +

k

h2
(Un

i+1,j − 2Un
i,j + Un

i−1,j) +
k

h2
(Un

i,j+1 − 2Un
i,j + Un

i,j−1).De donde se puede hallar el error de trunatura loal que es O(k + h2) y si sequisiera haer el análisis de Von Neumann bastaría insertar en ella la expresión delmétodo en diferenias Un
i,j = gneiξ1xieiξ2yj .El método de Crank-Niolson se obtiene usando la aproximaión de Padé (1,1)resultando método implíito(8.13) (

I − k

2
(B + C)

)Un+1 =

(
I +

k

2
(B + C)

)Un,que también se puede esribir omo:(8.14)(
I − k

2
B

) (
I − k

2
C

)Un+1 =

(
I +

k

2
B

) (
I +

k

2
C

)Un +
k2

4
BC(Un+1 −Un).La expresión punto a punto se puede ver en la página 226 de [9℄. Este métodoevidentemente sigue siendo inondiionalmente estable.8.1. Métodos A.D.I. Un problema muy importante es resolver e�azmente lossistemas lineales muy grandes que apareen en este tipo de métodos, en general, sonsistemas on matries on bandas muy anhas. Una de las opiones habituales sonlos llamados métodos A.D.I. (Alternating Diretion Impliit), uya idea prinipalonsiste en resolver dos sistemas lineales de la misma dimensión en lugar de uno,pero ada uno de ellos on matries mas senillas, en un sistema sólo apareerá lamatriz B y en el otro la matriz C.En el método de Crank-Nikolson (8.14), onsiderando que U
n+1 − U

n = O(k)se presinde del último término de orden tres, queda:(8.15) (
I − k

2
B

) (
I − k

2
C

)Un+1 =

(
I +

k

2
B

) (
I +

k

2
C

)Un.



MÉTODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA PROBLEMAS PARABÓLICOS 19Para resolver este sistema implíito el algoritmo de Peaeman-Rahford utiliza:
(

I − k

2
B

)
V

n+1 =

(
I +

k

2
C

)
U

n,(8.16)
(

I − k

2
C

)
U

n+1 =

(
I +

k

2
B

)
V

n+1.(8.17)El algoritmo de D'Yakonov es otro método A.D.I. habitual en la literatura:
(

I − k

2
B

)
V

n+1 =

(
I +

k

2
C

) (
I +

k

2
B

)
U

n,(8.18)
(

I − k

2
C

)
U

n+1 = V
n+1.(8.19)El la referenia [9℄ se pueden onsulta más métodos de este tipo.8.2. Métodos de paso fraionario. Un método de paso fraionario tambiéndenominado splitting, es un algoritmo que sustituye proesos simultáneos por unasuesión de pasos para aumentar la e�aia. Los pasos pueden estar relaionadoson las dimensiones espaiales del problema o on la naturaleza físia de las diversaspartes del problema.En general, si una PDE ontiene parte on distintas araterístias, por ejemplo,los lásios problemas de adveión on difusión que ombinan términos parabóliose hiperbólios, o también uando las variables espaiales tienes esalas muy difer-entes; utilizando esta ténia se pueden apliar diferentes disretizaión a ada unade sus partes.Quizá el ejemplo más senillo de estos métodos es de las PDEs de evoluión ondos variables espaiales x e y. Para la euaión del alor en dos dimensiones (8.1),si Λ1 y Λ2 son que las matries que disretizan las derivadas en x e y, la soluiónexata es(8.20) u(t + k) = ek(Λ1+Λ2)u(t).Suponiendo que la soluión primero se difunde en la variable x y después en lavariable y se tiene dos euaiones de difusión en una sola variable

vt = vxx, on v(0) = u(0),(8.21)
wt = wyy, on w(0) = v(t),(8.22)uya soluión es(8.23) w(t + k) = ekΛ1ekΛ2u(t).La diferenia ahora es que(8.24) etΛ1etΛ2 − et(Λ1+Λ2) =

1

2
k2(Λ2Λ1 − Λ1Λ2) + O(k3),es deir, salvo que las matries Λ1 y Λ2 onmuten, las soluiones u y w son difer-entes, la diferenia es de orden k2..Para mejorar la aproximaión, Strang propuso reemplazar la aproximaión (8.24)por una de mayor orden que es(8.25) ek(Λ1+Λ2) = e

k
2
Λ1ekΛ2e

k
2
Λ1 + O(k3).



20 F. VADILLOEl método que resulta es
u
∗(t + k) = e

k
2
Λ1u(t),(8.26)

u
∗∗(t + k) = ekΛ2u

∗(t + k),(8.27)
u(t + k) = e

k
2
Λ1u

∗∗(t + k),(8.28)que son tres difusiones.La referenia [6℄ es el tratamiento más ompletos para estas ténias, aunquesólo onsidera ODE. En [1℄ y [2℄ las presentaiones son más breve pero apliadas aPDE. Referenias1. Uri M. Asher, Numerial Methods for Evolutionary Di�erential Equations, SIAM, 2008.2. J.P. Boyd, Chebyshev and Fourier Spetral Methods, Dover, 2001.3. D.J. Higham and N.J. Higham, MATLAB Guide, SIAM, 2000.4. F. John, Partial Di�erential Equations, Springer, 1982.5. J.F. Mathews and K.D. Fink, Métodos Numérios on MATLAB. Terera ediión, PrentieHall, 1999.6. R.I. MLahlan and G.R.W. Quispel, Splitting methos, Ata Numeria (2002), 341�434.7. R.D. Rihtmeyer and K.W.Morton, Di�erene Methods for Initial Value Problems (SeondEdition), John Wiley, 1967.8. J.C. Strikwerda, Finite Di�erene Squemes for P.D.E., Wadswork, 1989.9. E.H. Twizell, Computational Methods for P.D.E., Ellis Horwood, 1984.10. H.F. Weinberger, Euaiones difereniales en derivadas pariales, Reverte, 1970.11. W.Y.Yang, W.Cao, T.S.Chung, and J.Morris, Applied Numerial Methods Using MATLAB,Wiley Intersiene, 2005.Dep. Matemátia Apliada y Estadístia e I.O. de la UPV/EHU.E-mail address: fernando.vadillo�ehu.es
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