
MÉTODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA PROBLEMASPARABÓLICOSF. VADILLOResumen. En esta le

ión se expli
a los métodos en diferen
ias �nitas paraproblemas parabóli
os. Después de de�nir los 
on
eptos bási
os de 
onsisten-
ia, estabilidad y 
onvergen
ia, se demuestra el teorema de equivalen
ia deLax.En la segunda parte se obtiene la 
ondi
ión de Von Neumann para la estabil-idad, se expli
a el fun
ionamiento del 
omando pdepe deMatlab y �nalmentese apli
an los métodos 
omentados a problemas 
on varias variables espa
iales.Índi
e1. La e
ua
ión del 
alor 12. Semi-dis
retiza
ión espa
ial 33. Los métodos de Euler y Crank-Ni
olson 54. El teorema de Equivalen
ia de Lax 75. La 
ondi
ión de Von Neumann para la estabilidad 106. Otros métodos en diferen
ias 147. El 
omando pdepe de MATLAB 168. Problemas multi-dimensionales 178.1. Métodos A.D.I 188.2. Métodos de paso fra

ionario 19Referen
ias 201. La e
ua
ión del 
alorLa e
ua
ión del 
alor es la e
ua
ión parabóli
a que apare
e en todos los modelosmatemáti
os rela
ionados 
on problemas de difusión y Me
áni
a de Fluidos.Se 
onsidera el problema de Cau
hy:(1.1) {
ut − ∆u = 0, en RN × (0,∞)
u(x, 0) = ϕ(x), en RN .
uya solu
ión exa
ta es:(1.2) u(x, t) = (4πt)−N/2

∫

RN

exp

(
−|x − y|2

4t

)
ϕ(y)dy,Re
eived by the editors 10 de febrero de 2009.Disponible en: www.ehu.es/~mepvaarf. 1
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2 F. VADILLOdonde ya se apre
ia que tiene una velo
idad de propaga
ión in�nita porque losvalores de la 
ondi
ión ini
ial ϕ(y) en 
ualquier punto y ∈ RN intervienen en lasolu
ión u en todos los puntos (x, t).En la siguiente lista se re
ogen las propiedades bási
as de la e
ua
ión del 
alor(ver [4℄ ):1. Velo
idad in�nita de propaga
ión.2. Efe
to regularizante que impli
a también irreversibilidad temporal.3. Prin
ipio del máximo: si ϕ ≥ 0 enton
es u ≥ 0. En realidad u es positivosalvo que ϕ ≡ 0.4. Conserva
ión de la masa:∫

RN

u(x, t)dx =

∫

RN

ϕ(x)dx, ∀t > 0.5. De
aimiento de la solu
ión:
‖u(x, t)‖L∞(RN ) ≤ Ct−N/2‖ϕ(x)‖L1(RN ), ∀t > 0.Los detalles y 
omproba
iones de estas propiedades se pueden 
onsulta en lasreferen
ias [4℄ y [10℄.Para 
omenzar se 
onsiderará la e
ua
ión del 
alor uni-dimensional en el siguienteproblema:(1.3) 




ut − uxx = 0, 0 < x < π t > 0
u(0, t) = u(π, t) = 0, t > 0
u(x, 0) = ϕ(x), 0 < x < π.Esta e
ua
ión modela la distribu
ión de la temperatura en un alambre de longitud

π aislado, 
on los extremos a 
ero grados y partiendo de la distribu
ión ini
ial detemperaturas ϕ(x).El método de separa
ión de variables 
al
ula la solu
ión en forma de serie deFourier:(1.4) u(x, t) =

∞∑

j=1

ϕ̂je
−j2tωj(x),donde las ωj(x) =

√
2
π sin(jx) son las autofun
iones y ϕ̂j son los 
oe�
ientes deFourier de ϕǫL2(0, π), es de
ir:(1.5) ϕ̂j =

∫ π

0

ϕ(x)ωj(x)dx.De la expresión (1.4) se dedu
e enton
es que:(1.6) ‖u(t)‖2
L2(0,π) =

∞∑

j=1

|ϕ̂j(x)|2e−2j2t ≤ e−2t
∞∑

j=1

|ϕ̂j(x)|2 = e−2t‖ϕ‖2
L2(0,π),que demuestra 
omo la solu
ión de
re
e exponen
ialmente 
uando t → ∞ en
ontra del de
re
imiento poten
ial en el de
aimiento de la solu
ión 
omentado enlas propiedades anteriores.Este mismo resultado se al
anza estudiando la evolu
ión de la energía del sistema:(1.7) E(t) =

∫ π

0

u2(x, t)dx,



MÉTODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA PROBLEMAS PARABÓLICOS 3porque se 
omprueba que:(1.8) d

dt
E(t) ≤ −2E(t)de donde se dedu
e la misma desigualdad (1.6).Como la solu
ión es la serie in�nita (1.4), un posible primer intento de aprox-ima
ión sería trun
ar la serie, es de
ir, para 
ada número natural M estimar lassumas par
iales:(1.9) uM (x, t) =

M∑

j=1

ϕ̂je
−j2tωj(x).
on una evidente 
ota de error:(1.10) ‖u(x, t) − uM (x, t)‖L2(0,π) ≤ e−M2t/2‖ϕ(x)‖L2(0,π), ∀t > 0lo que demuestra la 
onvergen
ia en norma L2 
uando M → ∞. El problema parautilizar este método de las series de Fourier trun
adas es que se ne
esitan 
ono
erlas autofun
iones del lapla
iano 
on las 
ondi
iones fronteras y en el dominio delproblema que se estudia, y aunque la teoría espe
tral garantiza la existen
ia de lasu
esión de autofun
iones que forman una base ortogonal, el problema es que estasautofun
iones sólo se pueden 
al
ular en 
asos muy parti
ulares.2. Semi-dis
retiza
ión espa
ialDis
retizando la variable x 
on un paso h = π

M+1 y utilizamos la 
lási
a aproxi-ma
ión de tres puntos para la segunda derivada se llega a un sistema de M e
ua-
iones diferen
iales ordinarias lineales a
opladas:




u′j(t) − uj+1(t)−2uj(t)+uj−1(t)
h2 = 0, j = 1, ..., M t > 0

u0(t) = uM+1(t) = 0, t > 0
uj(0) = ϕ(jh), j = 1, ..., M ,

(2.1)que de manera ve
torial puede es
ribirse de la forma siguiente:
{

d
dt~u(t) + Ah~u(t) = ~0,
~u(0) = ~ϕ.

(2.2)
~u =




u1(t)......
uM (t)




, Ah =
1

h2




2 −1

−1
. . . . . .. . . . . . −1

−1 2




.(2.3)
uya solu
ión exa
ta es:
~u(t) = e−tAh ~ϕ.(2.4)El sistema (2.1) también veri�
a un prin
ipio del máximo según el 
ual si el datoini
ial es no negativo, la solu
ión también lo es para todo x y todo t.También se puede ha
er un análisis de Fourier del sistema (2.1). Si se 
onsiderael problema de autovalores:

Ah ~w = λ~w,(2.5)



4 F. VADILLOlos autovalores son:
λl(h) =

4

h2
sin2

(
l
h

2

)
, l = 1, ..., M,(2.6)y los autove
tores aso
iados:

~wl(h) =

√
2

π




sin(lx1)...
sin(lxM )


 , l = 1, ..., M,(2.7)donde se re�eja que 
uando h → 0 los autovalores y autove
tores del problemasemi-dis
reto 
onvergen a los autovalores y autove
tores del problema 
ontinuo.Este análisis de Fourier 
onstruiría una solu
ión del tipo:

~uh(t) =

M∑

l=1

ϕ̂le
−λl(h)t ~wl(h),(2.8)porque los autove
tores ahora son ortogonales respe
to de una versión dis
reta dela norma L2 y después se demostraría la 
onvergen
ia, es de
ir, se 
omprobaría quelos errores ~uh(t)− ~u(t) tienden a 
ero 
uando t → 0, donde ~u(t) es la restri

ión dela solu
ión exa
ta de (1.3) en los nodos de la red.Otra té
ni
a para demostrar la 
onvergen
ia de la solu
ión del sistema semi-dis
reto (2.1) a la solu
ión de la e
ua
ión del 
alor (1.3) es el denominado métodode la energía que 
onsiste en estudiar 
omo evolu
iona una versión dis
reta de laenergía:

Eh(t) =
h

2

M∑

j=1

|uj |2.(2.9)Los dos lemas siguientes son ne
esarios para demostrar la 
onvergen
ia:Lema 2.1.
d

dt
Eh(t) = −h

M∑

j=0

∣∣∣∣
uj+1 − uj

h

∣∣∣∣
2

.(2.10)Lema 2.2 (Versión dis
reta de la desigualdad de Poin
aré.). Para todo δ > 0existe un h0 > 0 tal que para todo 0 < h < h0 y para toda su
esión
a0, a1, ..., aM+1 
on a0 = aM+1 = 0 se tiene:

h

M∑

j=0

∣∣∣∣
aj+1 − aj

h

∣∣∣∣
2

≥ (1 − δ)h

M∑

j=1

|aj |2.(2.11)Para demostrar la 
onvergen
ia de la solu
ión de la e
ua
ión semi-dis
reta uja la solu
ión exa
ta, se 
onsidere ahora la solu
ión exa
ta sobre la malla uj , y seestudia el ve
tor de errores:
~e = {ej}j=1,...,M , ej = uj − uj .(2.12)



MÉTODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA PROBLEMAS PARABÓLICOS 5Resulta evidente que las ej satisfa
en:




e′j − ej+1−2ej+ej−1

h2 = εj, j = 1, ..., M t > 0
e0 = eM+1 = 0, t > 0
ej(0) = 0, j = 1, ..., M ,

(2.13)donde εj son los errores de trun
atura lo
ales:
εj = uxx(xj , t) −

uj+1 − 2uj + uj−1

h2
(2.14)que 
omo son aproxima
iones de orden dos veri�
an que:

|εj(t)|2 ≤ Ch4‖u(t)‖2
C4([0,π]),(2.15)para 1 ≤ j ≤ M, 0 ≤ h ≤ h0 0 ≤ t ≤ T .Repitiendo las opera
iones del lema primero, se obtiene ahora que:

d

dt


h

2

M∑

j=1

|ej |2

 = −h

M∑

j=0

∣∣∣∣
ej+1 − ej

h

∣∣∣∣
2

+ h
M∑

j=1

εjej ,(2.16)y utilizando la desigualdad de Poin
aré 
on δ = 1/2 se tiene:
d

dt


h

2

M∑

j=1

|ej|2

 ≤ −h

2

M∑

j=1

|ej|2 + h

M∑

j=1

εjej ≤ h

2

M∑

j=1

|εj |2,(2.17)de donde se llega a:
h

M∑

j=1

|ej(t)|2 ≤ h

M∑

j=1

∫ T

0

|εj(t)|2dt, 0 < h < h0, 0 ≤ t ≤ T.(2.18)Usando ahora desigualdad (2.15) se llega �nalmente a:
‖~e‖2

h = h

M∑

j=1

|ej(t)|2 ≤ Ch4

∫ T

0

‖u(t)‖2
C4([0,π])dt,(2.19)que demuestra la 
onvergen
ia de orden dos siempre que la integral sea �nita.3. Los métodos de Euler y Crank-Ni
olsonEl método de las diferen
ias �nitas 
onsiste en dis
retizar las variables y sustituiren la e
ua
ión diferen
ial las derivadas por 
o
ientes en diferen
ias, y de esta forma,el problema que se pueda aproximar por algún pro
edimiento �nito, habitualmentese llegará a sistemas de e
ua
iones lineales.Sean enton
es h y k los pasos en x y t que de�nen una red de puntos (xj , t

n)
on xj = jh y tn = nk. Los métodos en diferen
ias 
al
ulan aproxima
iones a losvalores de u(x, t) en los puntos de la malla: Un
j ≈ u(xj , t

n).Las fórmulas en diferen
ias más sen
illas para aproximar las derivadas ut(x, t) y
uxx(x, t) son respe
tivamente:(3.1) ut(x, t) =

u(x, t + k) − u(x, t)

k
+ O(k),(3.2) uxx(x, t) =

u(x − h, t) − 2u(x, t) + u(x + h, t)

h2
+ O(h2).



6 F. VADILLOApli
adas estas aproxima
iones en los puntos de la red y despre
iando los términos
O(k) y O(h2) resulta el esquema en diferen
ias llamado método de Euler:(3.3) Un+1

j − Un
j

k
=

Un
j−1 − 2Un

j + Un
j+1

h2
,que es una aproxima
ión a la e
ua
ión diferen
ial del problema (1.3). Por 
omo-didad, se toma r = k

h2 y se reordenan los términos para obtener el esquema endiferen
ias explí
ito:(3.4) Un+1
j = (1 − 2r)Un

j + r(Un
j+1 + Un

j−1).El programa forwdif de [5℄ implementa este método en MATLAB. En el ejemplorepresentado en la �gura 1 se 
onsidera la 
ondi
ión ini
ial ϕ(x) = x(π − x) 
on
h = π/5 en 0 ≤ t ≤ 3 y dos diferentes pasos en el tiempo, a la izquierda k = 3/20y a la dere
ha k = 3/10. La diferen
ia entre las solu
iones es evidente, en la partedere
ha se apre
ian os
ila
iones que ensu
ian la solu
ión exa
ta, se trata de un 
laroejemplo de inestabilidad que mas tarde se estudiara. La 
ondi
ión de estabilidad delmétodo será r ≤ 1/2 y mientras que en primer 
aso r = 0,38 en segundo r ≈ 0,75.

estable  
inestable Figura 1. Efe
to de la inestabilidadLa 
ondi
ión de estabilidad puede llegar a ser una problema grave porque si sepre
isara utilizar un k de orden de una dé
ima, enton
es el h debiera ser del ordende 
entésimas y ello en
are
ería mu
ho el 
oste 
omputa
ional. Por tanto, pare
ene
esario 
ono
er otros esquemas que no tengan este in
onveniente y uno de losmás 
ono
idos es el método de Crank-Ni
olson.



MÉTODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA PROBLEMAS PARABÓLICOS 7La idea del este método es aproximar la e
ua
ión del 
alor en un punto intermediode la red: (x, t + k
2 ) de la forma siguiente:

ut(x, t +
k

2
) =

u(x, t + k) − u(x, t)

k
+ O(k2),(3.5)

uxx(x, t +
k

2
) =

1

2h2
[u(x − h, t + k) − 2u(x, t + k)

+u(x + h, t + k) + u(x − h, t) − 2u(x, t)

+u(x + h, t)] + O(h2),(3.6)que apli
adas en los puntos de la red y despre
iando los términos O(k2) y O(h2)resulta el esquema implí
ito:(3.7) − rUn+1
j−1 + (2 + 2r)Un+1

j − rUn+1
j+1 = rUn

j−1 + (2 − 2r)Un
j + rUn

j+1,donde nuevamente r = k
h2 , y el índi
e j = 1, ..., N − 1 suponiendo que h = π

N .Este 
onjunto de N − 1 e
ua
iones deben resolverse de manera 
onjunta porque lase
ua
iones no se desa
oplan 
omo en el método explí
ito (3.4). Para 
al
ular lasaproxima
iones en el nivel de tiempo n + 1 
on los datos del nivel n se tiene queresolver un sistema de e
ua
iones lineales:(3.8) AU
n+1 = b,donde:(3.9) A =




2 + 2r −r
−r 2 + 2r −r. . . . . . . . .

−r 2 + 2r


 ,

(3.10) U
n+1 =




Un+1
2

Un+1
3...

Un+1
N−1


 , b =




Un
3 + (2 − 2r)Un

2

Un
2 + (2 − 2r)Un

3 + Un
4...

Un
N−2 + (2 − 2r)Un

N−1


 .El método de Crank-Ni
holson (3.7) tiene enton
es el in
onveniente del sistemaque se debe resolver en 
ada nivel de tiempo, pero no ne
esita 
ondi
ión de esta-bilidad que 
ondi
ione los tamaños de los pasos, es in
ondi
ionalmente estable, ylos errores nun
a aumentan independientemente de 
uales sean la rela
ión entrelos pasos h y k. La referen
ia [11℄ en el 
apítulo 9 implementa y 
ompara ambosalgoritmos. 4. El teorema de Equivalen
ia de LaxEl problema de una manera abstra
ta tiene el siguiente planteamiento: dadoun espa
io de Bana
h B, se trata de hallar una familia u(t) ∈ B, donde t es unparámetro real, tal que(4.1) {

ut(t) = Au(t) 0 ≤ t ≤ T,

u(0) = u0,



8 F. VADILLOdonde A : B → B es un operador lineal y u0 ∈ B representa el estado ini
ialdel sistema. De he
ho bastaría 
on que el operador A estuviera de�nido en unsub
onjunto denso del espa
io B (ver [7℄).Se supone que el problema (4.1) está bien de�nido en el sentido de que existeuna úni
a solu
ión para 
ada u0 ∈ B que depende 
ontinuamente del dato ini
ial.Por ejemplo, para la e
ua
ión del 
alor B = L2 y el operador A = ∂2
x.El siguiente paso 
onsiste en de�nir un esquema en diferen
ias también en sentidoabstra
to, esto signi�
a que se tiene una familia de operador lineales:(4.2) Sk : B → B,donde el subíndi
e k es el parámetro del que depende la dis
retiza
ión (paso en eltiempo t), y para aproximar la solu
ión del problema (4.1) en su
esivos niveles detiempo:(4.3) Un+1 = SkUn ⇒ Un = Sn

k U0,donde Sn
k = (Sk)n, es de
ir, el número n indi
a una poten
ia y no un superíndi
e.Por simpli
idad se supone que los operadores A y Sk no dependen explí
itamentedel tiempo, aunque la teoría se puede extender a estos 
asos. Tampo
o apare
eexplí
itamente la dependen
ia del paso h aunque se supone h = h(k), si hubieravarias variables espa
iales se supones que para 
ada una de ellas hj = hj(k).De�ni
ion 4.1. Se di
e que {Sk} tiene orden de exa
titud p si(4.4) ‖u(t + k) − Sku(t)‖ = O(kp+1), 
uando k → 0,para todo t ∈ [0, T ] y suponiendo u(t) su�
ientemente regular. Se di
e que elesquema es 
onsistente 
on el problema si p > 0.El término que apare
e en el interior de la norma de la de�ni
ión 4.1 que es elerror que 
omete la solu
ión exa
ta en el esquema en diferen
ias, se denomina errordel trun
atura lo
al de {Sk}.Los errores globales son la diferen
ia entre las solu
iones exa
ta y aproximada:

en = u(nk) − (Sk)nu0. Evidentemente para que un método sea útil estos erroresdeben ha
erse tan pequeños 
omo se quiera siempre que se tome el parámetro kade
uado (su�
ientemente pequeño). Se tiene enton
es la de�ni
ión de 
onvergen
ia:De�ni
ion 4.2. Se di
e que {Sk} es 
onvergente si(4.5) ĺım
k→0,nk=t

‖Sn
k u(0) − u(t)‖ = 0,para todo t ∈ [0, T ].Según esta de�ni
ión, para demostrar que un esquema es 
onvergente habría que
al
ular los errores globales para lo que sería pre
iso 
ono
er la solu
ión exa
ta,pero si se 
ono
iera la solu
ión exa
ta po
o interés puede tener 
al
ular solu
ionesaproximadas. Para evitar manipular errores globales se introdu
e el 
on
epto deestabilidad:



MÉTODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA PROBLEMAS PARABÓLICOS 9De�ni
ion 4.3. Se di
e que {Sk} es estable, si existe alguna 
onstante C > 0tal que:(4.6) ‖Sn
k ‖ ≤ C,para todo n y k tal que 0 ≤ nk ≤ T .Es importante desta
ar que las de�ni
iones de 
onsisten
ia y 
onvergen
ia ha
enreferen
ia a la solu
ión de la e
ua
ión diferen
ia, pero la de�ni
ión de estabilidadno. Uno puede de
idir si su esquema es estable o no sin mirar la e
ua
ión que estátratando de aproximar.Ejemplo 4.4. Para el método de Euler (3.4) los autovalores de la matriz que de�neel operador Sk son

λj = 1 − 4r cos2
jπ

2(N + 1)
, j = 1, ..., Ny su 
ondi
ión de estabilidad r = k

h2 ≤ 1
2 .En realidad la 
ondi
ión de estabilidad se puede debilitar porque si existe unnúmero α ≥ 0 tal que:(4.7) ‖Sk‖ ≤ 1 + αk,enton
es:(4.8) ‖Sn

k ‖ ≤ ‖Sk‖n ≤ (1 + αk)n ≤ eαhk ≤ eαT = C,que impli
a la estabilidad. De he
ho, 
uando se estudie la estabilidad de 
ualquieraesquema se bus
arán 
ondi
iones del tipo (4.7).El �nal de esta teoría es el siguiente famoso teorema:Teorema 4.5 (Teorema de equivalen
ia de Lax.). Sea {Sk} una aproxima
ión
onsistente al problema de valores ini
iales (4.1). Enton
es {Sk} es 
onvergentesi y sólo es estable.Demostra
ión. La demostra
ión de que la 
onsisten
ia y estabilidad impli
an la
onvergen
ia es sen
illa, si se es
ribe la expresión:(4.9) u((n + 1)k) = Sku(nk) + Thkdonde Thk es el error de trun
atura lo
al. Restando (4.3) se tiene la e
ua
ión de loserrores:(4.10) en+1 = Sken + Thky tomando normas:(4.11) ‖en+1‖ ≤ ‖Sk‖ ‖en‖ + ‖Thk‖ ≤ ‖Sk‖n ‖e0‖ + ‖Thk‖ .De los dos términos de la de la 
ota de error, el primero está a
otado por la esta-bilidad y tiende a 
ero si e0 → 0, mientras que la 
onvergen
ia del segundo términoes justamente la de�ni
ión de 
onsisten
ia.Los otros detalle de la demostra
ión se pueden 
onsultar en [7℄ �



10 F. VADILLOAlgunos 
omentarios sobre el 
ontexto donde se puede apli
ar el teorema deequivalen
ia de Lax:Problemas lineales de 
oe�
ientes variables: La teoría es apli
able sinninguna di�
ultad. Se utiliza el método en 
ondi
iones de estabilidad parala familia de problemas que resulte de mantener 
onstantes los 
oe�
ientes.Sistemas de e
ua
iones: Aunque la teoría se ha expuesto para el 
aso es-
alar, evidentemente es extensible para sistemas de e
ua
iones.Esquema implí
itos: A pesar de que el esquema (4.3) se presente de man-era explí
ita, el 
aso de implí
ito no está ex
luido porque debe existir eloperador inverso para llevarlo a la formula
ión general.Esquemas multipaso: Si bien el esquema (4.3) es de un paso, el 
aso deesquemas multipaso se puede llevar a la formula
ión general aumentandola dimensión.Condi
iones fronteras: Si el problema tuviera 
ondi
iones frontera se de-bieran in
luirse en la de�ni
ión del espa
io fun
ional.Problemas no lineales: La teoría no es apli
able a este 
aso, lo habitualen los problemas no lineales es investigar las 
ondi
iones de estabilidad delproblema linealizado y utilizarlas para resolver el problema no lineal. Conmu
ha fre
uen
ia los resultados son bastante buenos, pero ello no quita quepuedan apare
er inestabilidades de tipo no lineal.5. La 
ondi
ión de Von Neumann para la estabilidadVon Neumann realiza un análisis de Fourier del método en diferen
ias, la ideabási
a 
onsiste en expresar el dato ini
ial en el espa
io de Fourier y después analizarla propaga
ión de los errores en di
ho espa
io para todas las fre
uen
ias ξ.Se 
onsiderará en primer lugar el 
aso de una fórmula explí
ita de una paso:(5.1) Un+1
j = (SUn)j =

r∑

µ=−l

αµUn
j+µ,donde los {αµ} son 
onstantes y S es el operador para pasar del nivel n al n + 1de�nido de ℓ2

h en si mismo espa
io porque se trata de una suma �nita.También se es
ribir 
omo una 
onvolu
ión dis
reta(5.2) SU = a ∗ U, 
on aµ =
1

h
(α−µ),porque(5.3) (a ∗ U)j = h

∑

k

aj−kUk = h
∑

k

1

h
αk−jUk =

∑

p

αpUj+p,y por tanto(5.4) ŜU(ξ) = â ∗ U(ξ) = â(ξ)Û(ξ),lo que indi
a que â(ξ) es el fa
tor de ampli�
a
ión que multipli
a a la 
omponentede U para el número de fre
uen
ia ξ 
uando se apli
a el operador S. Habitualmenteeste fa
tor de ampli�
a
ión se denota por g(ξ).Debido a la linealidad del problema, para determinar el fa
tor de ampli�
a
ión essu�
iente insertar la solu
ión Un
j = gneiξjh en el esquema en diferen
ias y en
ontrarla expresión g = g(ξ) que resulta.



MÉTODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA PROBLEMAS PARABÓLICOS 11Utilizando la igualdad de Parseval(5.5) ‖SU‖ =
∥∥∥ŜU

∥∥∥ =
∥∥∥gÛ

∥∥∥ ≤ ‖g‖
∞

∥∥∥Û
∥∥∥ ,lo que impli
a que ‖S‖ ≤ ‖g‖

∞
, sin embargo, 
omo la 
ota se al
anza (bastaríatomar toda la masa en una fre
uen
ia 
on
reta) se tiene que:(5.6) ‖S‖ = sup

U∈ℓ2
h

‖SU‖
‖U‖ = ‖g‖

∞
.Apli
ando la itera
ión desde el nivel 
ero hasta el n es evidente que: Un = SnU0y enton
es Ûn(ξ) = (g(ξ))nÛ0(ξ). Cuando g(ξ) es una fun
ión es
alar:(5.7) ‖(g(ξ))n‖

∞
= máx

ξ
(|g(ξ)|n) = máx

ξ
(|g(ξ)|)n = (‖g‖

∞
)n,y repitiendo argumentos anteriores(5.8) ‖Sn‖ = (‖g‖

∞
)n = ‖S‖n ,
on lo que se 
on
luye el siguiente teoremaTeorema 5.1. Si la fórmula en diferen
ias �nitas (5.1) de�ne un operadorlineal a
otado S : ℓ2

h → ℓ2
h, enton
es:(5.9) ‖Sn‖ = (‖g‖

∞
)n, ∀n > 0.Este teorema interpretado para la estabilidad di
e lo siguienteCorolario 5.2. Una fórmula en diferen
ias lineal explí
ita, es
alar y de unpaso es estable si y solo si:(5.10) |g(ξ)| = 1 + O(k),
uando k → 0 y uniformemente en ξ ∈ [−π/h, π/h].La 
ondi
ión (5.10) se la denomina 
ondi
ión de Von Neuman de la fórmula endiferen
ias, y el resultado estable
e que para un esquema lineal explí
ito es
alar y deun paso, la 
ondi
ión de Von Neumann es ne
esaria y su�
iente para la estabilidad.Ejemplo 5.3. En el método de Euler (3.4) para la e
ua
ión del 
alor (1.3), es fá
il
omprobar que g(ξ) = 1 − 4r sin2 ξh

2 . Enton
es es estable si y sólo si:(5.11) − 1 ≤ 1 − 4r sin2 ξh

2
≤ 1 ⇒ r ≤ 1

2
.Una fórmula en diferen
ias lineal de un paso es de la forma:(5.12) r∑

µ=−l

βµUn+1
j+µ =

r∑

µ=−l

αµUn
j+µ,para algunas 
onstantes {αµ} y {βµ} 
on β0 6= 0. Si βµ = 0 para µ 6= 0 la fórmulaes explí
ita, mientras que si βµ 6= 0 para algún µ 6= 0 es implí
ita.



12 F. VADILLOPara de�nir ahora el operador S : Un → Un+1 se debe ser mas 
uidadosoporque dada una su
esión Un la nueva su
esión Un+1 de obtiene de un sistema dee
ua
iones lineales que se pueden expresar 
omo:(5.13) BUn+1 = AUn,donde A y B son matri
es tipo Toeplitz (ver por ejemplo [3℄).La e
ua
ión (5.12) se puede es
ribir usando la 
onvolu
ión 
omo:(5.14) b ∗ Un+1 = a ∗ Un,donde aµ = 1
hα−µ y bµ = 1

hβ−µ, y la 
uestión que se plantea es si dada una su
esión
Un existe una úni
a la su
esión Un+1 que resuelve el sistema de e
ua
iones lineales.La respuesta es no.Ejemplo 5.4. El método de Crank-Ni
olson (3.7) para la e
ua
ión del 
alor(5.15) − rUn+1

j−1 + (2 + 2r)Un+1
j − rUn+1

j+1 = rUn
j−1 + (2 − 2r)Un

j + rUn
j+1,se supone que Un

j = 0, ∀j, el sistema que resulta es(5.16) − rUn+1
j−1 + (2 + 2r)Un+1

j − rUn+1
j+1 = 0,que tiene la solu
ión trivial Un+1

j = 0, ∀j. Por otra parte, se trata de una e
ua
iónen diferen
ial lineal para la que se pueden bus
ar solu
iones del tipo exponen
ial
Un+1

j = κj , donde κ es una raíz del polinomio 
ara
terísti
o:(5.17) − rκ2 + (2 + 2r)κ − r = 0,y por lo tanto existen también solu
iones no triviales. La 
ondi
ión para evitar estáambigüedad se vera a 
ontinua
ión.Sean Un y Un+1 dos su
esiones de ℓ2
h que satisfa
en (5.14), pasando al espa
iode Fourier se tiene:(5.18) b̂(ξ)Ûn+1(ξ) = â(ξ)Ûn(ξ),para ξ ∈ [−π/h, π/h]. Suponiendo ahora que es 
ierta la hipótesis de resolubilidadque di
e que b̂(ξ) 6= 0, ∀ξ ∈ [−π/h, π/h], se puede es
ribir(5.19) Ûn+1(ξ) = g(ξ)Ûn(ξ) =

â(ξ)

b̂(ξ)
Ûn(ξ),donde nuevamente g(ξ) es el fa
tor de ampli�
a
ión. Si g(ξ) es una fun
ión 
ontinuaen el 
ompa
to [−π/h, π/h] enton
es:(5.20) ‖g‖

∞
= máx

ξ∈[−π/h,π/h]

â(ξ)

b̂(ξ)
< ∞,y se puede 
on
luir que para un esquema lineal, es
alar y de un paso, la 
ondi
ión deVon Neumann (5.10) es también ne
esaria y su�
iente para la estabilidad numéri
a.Ejemplo 5.5. Si se insertando la solu
ión Un

j = gneiξjh en el método de Crank-Ni
olson (3.7) para la e
ua
ión del 
alor unidimensional se obtiene que:(5.21) g(ξ) =
â(ξ)

b̂(ξ)
=

1 − 2r sin2 ξh
2

1 + 2r sin2 ξh
2

< 1,por lo que se trata de un método in
ondi
ionalmente estable.



MÉTODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA PROBLEMAS PARABÓLICOS 13Las extensión del análisis de Fourier a fórmulas ve
toriales o multipaso no pre-senta demasiadas novedades. En el 
aso del multipaso primero se redu
irá a otrafórmula ve
torial de un paso a 
osta de aumentar la dimensión.Sea enton
es una fórmula lineal de un paso (5.12) 
on la novedad de que ahoralos Un
j son ve
tores de dimensión N lo mismo que los αµ y βµ son matri
es N ×N .Los operadores A y B son tensores.Usando nuevamente la 
onvolu
ión y pasando al espa
io de Fourier se tendráuna matriz de ampli�
a
ión de N × N :(5.22) G(ξ) = [b̂(ξ)]−1[â(ξ)].La estabilidad del método pedirá que exista una 
onstante C tal que(5.23) ‖G(ξ)n‖ ≤ C,para todo ξ ∈ [−π/h, π/h] y todo n, k 
on 0 ≤ nk ≤ T .Para estimar estas normas se dispone ahora de dos desigualdades:(5.24) ρ(G(ξ)n) ≤ ‖G(ξ)n‖ ≤ ‖G(ξ)‖n

,donde el ρ(G) indi
a el radio espe
tral de la matriz G. El resultado de estabilidadenton
es será el siguiente teorema:Teorema 5.6. Para una fórmula en diferen
ias �nitas lineal de 
oe�
ientes
onstante 
on matriz de ampli�
a
ión G(ξ) se tiene lo dos resultados siguientes:(a) ρ(G(ξ)) ≤ 1 + O(k) es una 
ondi
ión ne
esaria para la estabilidad .(b) ‖G(ξ)‖ ≤ 1 + O(k) es una 
ondi
ión su�
iente para la estabilidad.La dos 
ondi
iones se entiende que son para 
uando k → 0 y uniformemente en
ξ ∈ [−π/h, π/h]. La 
ondi
ión sobre el espe
tro de la matriz de ampli�
a
ión sedenomina 
ondi
ión de Von Neuman.Ejemplo 5.7. El método leap frog para aproximar la e
ua
ión del 
alor unidimen-sional es la fórmula de dos pasos:(5.25) Un+1

j = Un−1
j + 2r(Un

j+1 − 2Un
j + Un

j−1).
on r=k/h2. Para es
ribirlo 
omo una fórmula de un paso se introdu
e una nuevavariable:(5.26) Wn
j =

(
Un

j

Un−1
j

)
,
on lo que resulta el esquema de un paso:(5.27) Wn+1

j =

(
2r 0
0 0

)
Wn

j−1 +

(
−4r 1
1 0

)
Wn

j +

(
2r 0
0 0

)
Wn

j+1,que se puede es
ribir de la forma:(5.28) Wn+1
j = α−1W

n
j−1 + α0W

n
j + α1W

n
j+1,
on las matri
es:(5.29) α−1 =

(
2r 0
0 0

)
, α0 =

(
−4r 1
1 0

)
, α1 =

(
2r 0
0 0

)
.



14 F. VADILLOLa matriz de ampli�
a
ión que resulta es:(5.30) G(ξ) =

(
−8r sin2 ξh

2 1
1 0

)
,y su polinomio 
ara
terísti
os es:(5.31) λ2 + 8rλ sin2 ξh

2
− 1 = 0,llamando γ = 8r sin2 ξh

2 , sus raí
es son:(5.32) λ =
−γ ±

√
γ2 + 4

2
,y para su raíz negativa se veri�
a que:(5.33) λ <

−γ −
√

4

2
< −1,de donde se 
on
luye que es un esquema inestable.Otra forma más rápida de llega al mismo resultado 
onsiste en insertar en (5.25)la solu
ión Un

j = gneiξjh, la e
ua
ión que queda para la in
ógnita g es:(5.34) g2 = 1 + 2rg(eiξh − 2 + e−iξh) = 1 − 8rg sin2 ξh

2
,que es el polinomio 
ara
terísti
o anterior.La 
on
lusión importante es que la 
ondi
ión de Von Neumann es ne
esaria perono su�
iente para la estabilidad, aunque en la prá
ti
a los esquemas en diferen
ias seutilizan en di
has 
ondi
iones, ello es debido a que las po
as 
ondi
iones ne
esariasy su�
ientes que se 
ono
en son demasiado 
ompli
adas de 
omprobar (ver porejemplo [7℄). 6. Otros métodos en diferen
iasHasta ahora se ha 
onsiderado tres métodos en diferen
ias para aproximar lae
ua
ión del 
alor uni-dimensional 
on las siguientes propiedades:Método Orden de exa
titud EstabilidadEuler 1 r ≤ 1

2Crank-Ni
olson 2 in
ondi
ionalmente estableLeap frog 2 inestable.Para 
onstruir otros métodos 
on propiedades distintas, lo más 
ómodo es utilizarlos operadores en diferen
ias. Para una fun
ión de�nida sobre los puntos de la red
vn

j = v(xj , t
n) se de�nen en primer lugar el operador elevador: Kvn

j = vn
j+1 y lossiguientes operadores en diferen
ias espa
iales



MÉTODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA PROBLEMAS PARABÓLICOS 15Promedio progresivo: µ+vn
j = 1

2 (vn
j+1 + vn

j )Promedio regresivo: µ−vn
j = 1

2 (vn
j + vn

j−1)Promedio 
entral: µ0v
n
j = 1

2 (vn
j+1 + vn

j−1)Diferen
ia progresiva: D+vn
j = 1

h (vn
j+1 − vn

j )Diferen
ia regresiva: D−vn
j = 1

h (vn
j − vn

j−1)Diferen
ia 
entral: δvn
j = 1

h (vn
j+1/2 − vn

j−1/2)Diferen
ia 
entral de segundo orden: δ2vn
j = 1

h2 (vn
j+1 − 2vn

j + vn
j−1)Es evidente que las diferen
ias progresivas y regresivas son aproxima
iones deprimer orden a la primera derivada en x, mientras que la diferen
ia 
entral aproximatambién la primera derivadas pero 
on orden dos. En 
uando a al diferen
ia 
entralde segundo orden es una estima
ión de la segunda derivada de orden dos.Para la dis
retiza
ión en tiempo se utilizara exa
tamente la misma nota
ión peroen lugar de los sub-índi
es se es
ribirán super-índi
es:Promedio progresivo: µ+vn

j = 1
2 (vn+1

j + vn
j )Promedio regresivo: µ−vn

j = 1
2 (vn

j + vn−1
j )Promedio 
entral: µ0vn

j = 1
2 (vn+1

j + vn−1
j )Diferen
ia progresivo: D+vn

j = 1
k (vn+1

j − vn
j )Diferen
ia regresiva: D−vn

j = 1
k (vn

j − vn−1
j )Diferen
ia 
entral: δtvn

j = 1
k (v

n+1/2
j − v

n−1/2
j )Diferen
ia 
entral de segundo orden: (δt)2vn

j = 1
k2 (vn+1

j − 2vn
j + vn−1

j )En realidad unos operadores se pueden es
ribir en fun
ión de otros, por ejemplo
δt = 1

k2 (Z − 2I + Z−1) donde Z sería el elevador en t e I el operador identidad.En esta nota
ión los tres métodos anteriores se es
riben de la siguiente manera:Euler D+v = δ2v,Crank-Ni
olson D+v = µ+δ2v,Leap-Frog δ0(2k)v = δ2v.En la siguiente tabla se re
ogen otros métodos habituales en la bibliografía:



16 F. VADILLOBOX (5
6I + 1

6µ0)δ
+v = µ+δv,Crank-Ni
olson de orden 
uatro δ+v = µ+[43δ(h) − 1

3δ(2h)]v,Dufort-Frankel δ+v = 1
h2 (K − 2µ0 + K−1)v.7. El 
omando pdepe de MATLABEl 
omando pdepe de MATLAB resuelve sistemas de P.D.E. parabóli
as y elíp-ti
as del tipo:(7.1) c

(
x, t, u,

δu

δx

)
δu

δt
= x−m δ

δx

(
xmf

(
x, t, u,

δu

δx

))
+ s

(
x, t, u,

δu

δx

)
,donde a ≤ x ≤ b y t0 ≤ t ≤ tf y el entero m = 0, 1, 2 que 
orresponden al tipo de
oordenadas. La fun
ión c es una matriz diagonal y las fun
iones ve
toriales f y sson los �ujos y las fuentes.La 
ondi
ión ini
ial es: u(x, t0) = u0(x) y las 
ondi
iones frontera en x = a es(7.2) pa(x, t, u) + qa(x, t)f

(
x, t, u,

δu

δx

)
= 0y en x = b(7.3) pb(x, t, u) + qb(x, t)f

(
x, t, u,

δu

δx

)
= 0La llamada a pdepe tiene el formato general:sol=pdepe(m,�pdefun,�pdei
,�pdeb
,xmesh,tspan,options,p1,p2,..)donde las fun
iones tiene la forma:fun
tion [
,f,s℄ = pdefun(m,x,t,u,DuDx,p1,p2,..)fun
tion u0= pdei
(x,p1,p2,..)fun
tion [pa,qa,pb,qb℄ = pdeb
(xa,ua,xb,ub,t,p1,p2,..)xmesh es la red de punto del intervalo [a, b], tspan es el intervalo de tiempo, yp1,p2,.. son posible parámetros del problema.El argumento del salida sol(j,k,i) es la aproxima
ión de la 
omponente i dela solu
ión en (tj , xk). Además pdeval permite estimar la solu
ión en otros puntosque no son de la red.El �
hero adjuntado bs.m resuelve la e
ua
ión de Bla
k-S
holes famosa por susapli
a
iones en matemáti
a �nan
iera:(7.4) δu

δt
=

δ2u

δx2
+ (k − 1)

δu

δx
− ku,donde k = r/(σ2/2), r = 0,065, σ = 0,8, a = log(2/5), b = log(7/5), t0 = 0 y

tf = 5. Las 
ondi
iones ini
iales y frontera son:
u(x, 0) = máx(ex − 1, 0)(7.5)
u(a, t) = 0(7.6)
u(b, t) =

7 − 5e−kt

5
.(7.7)



MÉTODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA PROBLEMAS PARABÓLICOS 178. Problemas multi-dimensionalesLa extensión a más dimensiones espa
iales de las té
ni
as y 
on
eptos apli
adosa la e
ua
ión del 
alor uni-dimensional, no presenta demasiadas di�
ultades salvalas propias de tener más variables y geometrías más 
ompli
adas, sin duda lasmejores referen
ias son [9℄ y [8℄. Más 
on
retamente se 
onsiderará el problemabidimensional porque para más dimensiones las situa
iones son muy pare
idas.La e
ua
ión del 
alor en dos variables espa
iales es:(8.1) 



ut = uxx + uyy, (x, y, t) ∈ Ω,

u(x, y, 0) = u0(x, y), (x, y) ∈ ∂Ω ∪ Ω,

u(x, y, t) = 0, (x, y, t) ∈ ∂Ω,donde Ω = (a, b) × (a, b) × (0, T ) y ∂Ω su frontera.Dis
retizando las variables x, y 
on un paso h = b−a
N+1 y aproximando las segundasderivadas por diferen
ias 
entrales de segundo orden :

uxx(x, y, t) ≈ δxu(x, y, t) =
u(x + h, y, t) − 2u(x, y, t) + u(x − h, y, t)

h2
,

uyy(x, y, t) ≈ δyu(x, y, t) =
u(x, y + h, t) − 2u(x, y, t) + u(x, y − h, t)

h2
,el sistema lineal que resulta es N2-dimensional y tiene la siguiente expresión:(8.2) d

dt
U(t) = AU(t),donde

U = (U1,1, . . . , UN,1, U1,2, . . . , UN,2, . . . . . . U1,N , . . . , UN,N)T ,(8.3)
A = B + C(8.4)
on(8.5) B =

1

h2




B1

B1 . . .
B1


 , B1 =




2 −1

−1
. . . . . .. . . . . . −1

−1 2




,y(8.6) C =
1

h2




−2I I

I −2I
. . .. . . . . . I
I −2I




.La matriz B está rela
ionada 
on la diferen
ia �nita en x mientras de C lo estará
on la y.Los autovalores de la matriz A son reales y negativos:(8.7) λi,j =
−4

h2

(
sin2 iπ

2(N + 1)
+ sin2 jπ

2(N + 1)

)
, i, j = 1, . . . , N.La solu
ión exa
ta del sistema semi-dis
reto (8.2) es:(8.8) U(t) = et(B+C)

U(0),



18 F. VADILLOque para un paso en el tiempo de longitud k satisfa
e la re
urren
ia:(8.9) U(t + k) = ek(B+C)
U(t).Para 
onstruir los sistemas totalmente dis
retos se puede reemplazar la fun
iónexponen
ial por sus aproxima
iones de Padé (ver [9℄ página 134). Por ejemplo,la aproxima
ión de Padé (0,1): ek(B+C) ≈ I + k(B + C) y el método dis
reto esexplí
ito 
on la expresión(8.10) U

n+1 = (I + k(B + C))Un,Los autovalores de la matriz del método I + k(B + C) son 1 + kλi,j por lo quees evidente que la 
ondi
ión de Von Neumann es(8.11) k

h2
≤ 1

4
.Considerando las expresiones de las matri
es B y C, también se puede es
ribirla e
ua
ión del método punto a punto(8.12) Un+1

i,j = Un
i,j +

k

h2
(Un

i+1,j − 2Un
i,j + Un

i−1,j) +
k

h2
(Un

i,j+1 − 2Un
i,j + Un

i,j−1).De donde se puede hallar el error de trun
atura lo
al que es O(k + h2) y si sequisiera ha
er el análisis de Von Neumann bastaría insertar en ella la expresión delmétodo en diferen
ias Un
i,j = gneiξ1xieiξ2yj .El método de Crank-Ni
olson se obtiene usando la aproxima
ión de Padé (1,1)resultando método implí
ito(8.13) (

I − k

2
(B + C)

)Un+1 =

(
I +

k

2
(B + C)

)Un,que también se puede es
ribir 
omo:(8.14)(
I − k

2
B

) (
I − k

2
C

)Un+1 =

(
I +

k

2
B

) (
I +

k

2
C

)Un +
k2

4
BC(Un+1 −Un).La expresión punto a punto se puede ver en la página 226 de [9℄. Este métodoevidentemente sigue siendo in
ondi
ionalmente estable.8.1. Métodos A.D.I. Un problema muy importante es resolver e�
azmente lossistemas lineales muy grandes que apare
en en este tipo de métodos, en general, sonsistemas 
on matri
es 
on bandas muy an
has. Una de las op
iones habituales sonlos llamados métodos A.D.I. (Alternating Dire
tion Impli
it), 
uya idea prin
ipal
onsiste en resolver dos sistemas lineales de la misma dimensión en lugar de uno,pero 
ada uno de ellos 
on matri
es mas sen
illas, en un sistema sólo apare
erá lamatriz B y en el otro la matriz C.En el método de Crank-Nikolson (8.14), 
onsiderando que U
n+1 − U

n = O(k)se pres
inde del último término de orden tres, queda:(8.15) (
I − k

2
B

) (
I − k

2
C

)Un+1 =

(
I +

k

2
B

) (
I +

k

2
C

)Un.
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ito el algoritmo de Pea
eman-Ra
hford utiliza:
(

I − k

2
B

)
V

n+1 =

(
I +

k

2
C

)
U

n,(8.16)
(

I − k

2
C

)
U

n+1 =

(
I +

k

2
B

)
V

n+1.(8.17)El algoritmo de D'Yakonov es otro método A.D.I. habitual en la literatura:
(

I − k

2
B

)
V

n+1 =

(
I +

k

2
C

) (
I +

k

2
B

)
U

n,(8.18)
(

I − k

2
C

)
U

n+1 = V
n+1.(8.19)El la referen
ia [9℄ se pueden 
onsulta más métodos de este tipo.8.2. Métodos de paso fra

ionario. Un método de paso fra

ionario tambiéndenominado splitting, es un algoritmo que sustituye pro
esos simultáneos por unasu
esión de pasos para aumentar la e�
a
ia. Los pasos pueden estar rela
ionados
on las dimensiones espa
iales del problema o 
on la naturaleza físi
a de las diversaspartes del problema.En general, si una PDE 
ontiene parte 
on distintas 
ara
terísti
as, por ejemplo,los 
lási
os problemas de adve

ión 
on difusión que 
ombinan términos parabóli
ose hiperbóli
os, o también 
uando las variables espa
iales tienes es
alas muy difer-entes; utilizando esta té
ni
a se pueden apli
ar diferentes dis
retiza
ión a 
ada unade sus partes.Quizá el ejemplo más sen
illo de estos métodos es de las PDEs de evolu
ión 
ondos variables espa
iales x e y. Para la e
ua
ión del 
alor en dos dimensiones (8.1),si Λ1 y Λ2 son que las matri
es que dis
retizan las derivadas en x e y, la solu
iónexa
ta es(8.20) u(t + k) = ek(Λ1+Λ2)u(t).Suponiendo que la solu
ión primero se difunde en la variable x y después en lavariable y se tiene dos e
ua
iones de difusión en una sola variable

vt = vxx, 
on v(0) = u(0),(8.21)
wt = wyy, 
on w(0) = v(t),(8.22)
uya solu
ión es(8.23) w(t + k) = ekΛ1ekΛ2u(t).La diferen
ia ahora es que(8.24) etΛ1etΛ2 − et(Λ1+Λ2) =

1

2
k2(Λ2Λ1 − Λ1Λ2) + O(k3),es de
ir, salvo que las matri
es Λ1 y Λ2 
onmuten, las solu
iones u y w son difer-entes, la diferen
ia es de orden k2..Para mejorar la aproxima
ión, Strang propuso reemplazar la aproxima
ión (8.24)por una de mayor orden que es(8.25) ek(Λ1+Λ2) = e

k
2
Λ1ekΛ2e

k
2
Λ1 + O(k3).
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u
∗(t + k) = e

k
2
Λ1u(t),(8.26)

u
∗∗(t + k) = ekΛ2u

∗(t + k),(8.27)
u(t + k) = e

k
2
Λ1u

∗∗(t + k),(8.28)que son tres difusiones.La referen
ia [6℄ es el tratamiento más 
ompletos para estas té
ni
as, aunquesólo 
onsidera ODE. En [1℄ y [2℄ las presenta
iones son más breve pero apli
adas aPDE. Referen
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