METODOS DE UN PASO. METODOS RUNGE-KUTTA

F. VADILLO

RESUMEN. En este documento se presentan los métodos de un paso para re-
solver numéricamente problemas de valores iniciales de sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias. Después de estudiar la teoria de la convergencia de los
métodos de un paso explicitos, se construyen y estudian los métodos clasicos
de Runge-Kutta. Méas tarde, se exponen las dos técnicas de estimacion de erro-
res: extrapolaciéon de Richardson y la méas importante de los pares encajados
conocidos como métodos de Runge-Kutt-Fehlberg. Finalmente, se estudian sus
propiedades de estabilidad absoluta.
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1. METODOS DE UN PASO EXPLICITOS
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Dado un problema de valores iniciales para una ecuacién diferencial ordinaria

(1.1) { av) =f(tyt), to<t<T
y(to) = yo,
se define un paso h = T;Vt“ , se construye una red de punto equidistante t,, = tg+nh

y se consideran ecuaciones discretas de la forma

(1.2) Ynt1 =Yn + h @(tn,yn;h), para n=0,1,2,--- N —

1

9

donde @ es la funcién incremento del método que se supone continua en un dominio

D= [t(),T] X R x [O,ho]
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Definicion 1.1. Error de truncatura local Del método (1.2)) para el problema (|1.1)
en tp41 al valor

dn-i—l = y(tn-i-l) - y(tn) —h (I)(tna y(tn); h)

Es decir, el error que comete la solucién exacta en el método numérico, o también
el error del método suponiendo que en ¢, la solucién fuera exacta.

Definicion 1.2. Consistencia Se dice que el método (1.2) es consistente con el

problema ([1.1)) si

. ‘ |dn+1| _ —
}lllgno (ogglgaif(q 5 =0, < duyy1 =o0(h).

Definicion 1.3. Cero estabilidad Se dice que el método (|1.2)) es cero-estable si
dadas dos sucesiones {y,}, {z,} tales que
{ Ynt1 = Yn + h @(tn,yn;h), para n=0,1,2,--- N —1
Yo,

Znt1 = 2n + b (P(tn,2n;h) +&,), para n=0,1,2,+-- ,N—1
20,
existen constantes My, M5 tales que

4 — 2| < - ; .
OgLaSXan zn| < Milyo — 20| + M20§g1§a§_1|5n\

Definicion 1.4. Error de truncatura global en el punto ¢, es e, = y(t,) — Yn.

Definicion 1.5. Convergencia Se dice que el método (|1.2)) es convergente para el
problema (|1.1]) si

mix le,| =.0o(l). < lim méix |e,| = 0.
0<n<N h—0 0<n<N

Teorema 1.6. Teorema de convergencia Si el método numérico (1.2)) es cero-estable
y consistente con el problema-(1.1)), entonces es convergente.

Demostracion. Ver-notas de clase O

Es decir: ‘Consistencia + Cero-estabilidad = Convergencia. ‘

Teorema 1.7. Condicion necesaria y suficiente para la consistencia Una condicion
necesariay suficiente para la consistencia del método con el problema
es que

O(t,y(t);0) = f(t,y(t)) para todo t € [to,T).

Demostracion. Ver notas de clase O

Teorema 1.8. Condicion suficiente para la cero-estabilidad Si la funcion incre-
mento del método es Lipschitzian en y, es decir

|(t,y;h) — (¢, 2;h)] < M |y — 2],
para todo (t,y; h), (t,z;h) € D, entonces el método (1.2)) es cero-estable.
Demostracion. Ver notas de clase ([

Teorema 1.9. Teorema de equivalencia Si la funcion incremento del método ® es
Lipschitziana en y, entonces
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Consistente <  Convergente

Demostracion. Ver notas de clase O

Definicion 1.10. Orden de un método Se dice que el método (|1.2)) es de orden
p € ZT para el problema ([1.1)) si

dn+1 = O(hp+1)7 n=0,1,---,N—1.

Y se dice simplemente que el método (1.2]) es de orden p si lo es para todo problema
(1.1) con f suficientemente regular.

. -, . . . P
Teorema 1.11. Caracterizacion del orden Si las derivadas parciales @, g%, e gh‘f

son continuas en el dominio D con [ suficientemente reqular, entonces una condi-
cion necesario y suficiente para que (1.2)) sea de orden p es que

oF® 1

——(t,y:0) = —— P y), k=01,---,p—1, (t to, T] x R.

ahk(7y7 ) k+1f (ay) D 9 (ay)e[o ]X
Demostracion. Ver notas de clase O

2. METODOS RUNGE-KUTTA CLASICOS

Los métodos Runge-Kutta son la clase méas importante de los métodos de un
paso para aproximar e.d.o. La expresion-general de un método Runge-Kutta de
R-evaluaciones es

Yntl = Yn + B ®(t,ynsh),
R
(I)(tvyvh) = Zcrkm
r=1

r—1
k, —f<t+har,y+h2brsks>, r=23,--- R,
s=1

r—1

a, :Zbrs, r=2,3,---,R.

s=1

Un método de Runge-Kutta utiliza R evaluaciones de la funcién f que son las
derivadas de la solucién y(t) en varios puntos y después en ® hace una media
R

ponderada por lo que se necesita que ZC’" =1.
r=1
Para construir estos métodos se utiliza la siguiente notacién:
of of *f of
ft: YR f’u: a > ftt: DRI ftyzi,"'
ot Jy ot oty
y ademas

F=fi+/ffy, G:ftt+2ffty+f2fyy'
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Con esta notacién el desarrollo de @7 del método de Taylor quedaria
1 1
(2.2) dr(t,y;h) = f+ ShE+ 6hQ(ny +G) +O(h?).

Para construir los primeros métodos de Runge-Kutta se consideran los métodos

(2.1) para R = 3, es decir

kl = f(ta y) = f7
ko = f(t+a2h,y+ha2k1)
ks = f(t+ash,y+ h((az — bsz)k1 + b3zkz)),

y utilizando desarrollos de Taylor

L)

1
f+ashF + §a§h2G + O(h?),

k3

1
f+ashF + hQ(azbggny + §G§G> + O(h?’),

de donde se concluye que

(2.3) O(t,y;h) = (c1+cates)f + h(CQU,Q + 03a3>F

1
+ §h2 (203a2b32ny + (0204% + cw%)G) + O(h?’)

2.1. Meétodo Runge-Kutta de una etapa. Es decir, R = 1 por lo que ¢; =
c3 = 0 quedando la funcién incremento

(2.4) Ot,y;h) = cif +O(R°),

que comparada con el desarrollo de Taylor (2.2) dard un método de orden uno
cuando ¢; = 1 que es el conocido método de Euler.

2.2. Meétodo Runge-Kutta de dos etapas. Es decir, R = 2 y entonces c3 = 0.
La funcién incremento es

1
(2.5) O(t,y;h) = (c1 +c2)f + heaaoF + §h202a§G +O(h%).
que tendra orden dos cuando
1
(26) c1+co = 1, CoQoy = 5

En particular, cuando ¢y = 0,c0 =1y ag = % se tiene el método de Euler modifi-
cado:

1 1
Ynt1 = Yn +hf (tn + ih’ Yn + ihf(tmyn))

Cuando ¢ = ¢y = % y as = 1 se tiene el método de Euler mejorado:

1
Yn+1 = Yn + §h{f(tn7yn) + f(tn +h,yn + hf(tmyn)}'
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2.3. Meétodo Runge-Kutta de tres etapas. Con tres etapas y operando de
forma parecida se obtienen la condiciones de orden tres resultan las cuatro ecacuio-
nes

81+CQ+C3 =

coaz +c3az3 =

czag + C3a§ =

c3agbzy =

D= Wl =N =

y seis indeterminadas o incognitas.
Los métodos de Runge-Kutta de tres etapas y orden tres son dos:

La férmula de Heun

h
Yn + Z(kl + 3]{73)7

Yn+1 =
ky = f(tnayn)a
ke = fltnt Sl shiy)
2 = n 3 y Yn 3 1),
2 2
k3 = f(tn + ghvyn + gth)v

La férmula de Kutta de orden tres

h
Yn+1 = Yn + g(kl + 4k2 + k3)7
k= f(tnayn)v
1 1
k2 = f(tn+§h7yn+§hkl)7
k3 - f(tn + h7 Yn — hkl + 2hk2)7

Para conseguir métodos Runge-Kutta de tercer orden es necesario utilizar al
menos cuatro etapas R = 4 y con unos tediosos calculos se construye el méas famoso
método Runge-Kutta de orden cuatro

h
Yn+1 = Yn + E(kl + 2]€2 + 2k3 + k4)>

ki = f(tn,yn)v

1 1
k? = f(tn+§h7yn+§hk1)7

1 1
k?) = f(tn + §hayn + §hk2)7
ky = f(tn""huyn‘f'h]%)'

En la bibliografia especializada [7], [6] y [4]se pueden consultar otros métodos
Runge-Kutta. Aunque podria parecer por los ejemplos anteriores que con R etapas
se alcanza orden R, esto no es cierto, en general utilizando la teoria algebraica de
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Butcher se demuestra que si p(R) es el mdximo orden alcanzado con R etapas,
entonces

, para R=1,2 34,

—1, para R=5,6,7,

—2, para R=2§,9,

—2, para R >10.

=3

B

R
R
R
R

AP\/-\A
I3
I

!
IN

En los métodos de un paso el error de truncatura local

T7L+1 - y(tn-i-l) - y(tn) - h (I)(tnvy(tn)7 h)’

coincide con el error global e, 1 suponiendo que no existen error anterior, es decir,

Yn = y(tn). Suponiendo suficiente regularidad la funcién f(t,y), dicho error se
puede escribri de la form
(27) Toir = Cpyy W @) (1,) £ O(H*2),

donde C,11 es la constante de error del método de orden p. En otras ocasiones estos
errores se escribir de la forma

(2.8) Trir = U(tn, y(tn)) RPT 4+ O(RPE2),

donde V¥ es la funcion de error principal.
En general los coeficientes de un método Runge-Kutta se representan en forma
de Tabla llamada Matriz de Butcher de la forma

ay b11 b12 e blR
az | bg1. by -+ bag
ar | bri bra ‘- bRrr

‘ Cl 02 .. CR

Evidentemente, los métodos de Runge-Kutta explicitos tiene una matriz de Butcher
estrictamente triangular inferior.

3. ESTIMATIVOS DEL ERROR

Desde el punto de vista préactico, para implementar eficazmente los métodos
Runge-Kutta se necesita alguna técnica para estimar los errores cometidos y ajustar
la longitud del paso si fuera necesario. Existen tres maneras de estimar dichos
errores que se comentan en lo siguiente.

3.1. Extrapolacién de Richardson. Consiste simplemente en utilizar la técni-
ca general de Richardson (vea por ejemplo [6], [, [9], [2] , [3] v [8]) para estimar
la funcién de error principal en .

Suponiendo calculada la aproximacion y,, 1 sin errores previos,

y(tn—H) —Ynt+1 = \Il(tna y(tn)) thrl + O(hp+2)a
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y si ademads se usa el mismo método con paso 2h para obtener y; ,; tal que
Y(tus1) = Ynyr = Cltao1.y(ta—r)) R)FF+ O(RP2)
= Wty y(ta)) (207 + O(RP*2),
restando ambas igualdades queda
Ynt1 — Yy = (2P = 1) W(ty,y(tn)) APTH + O(RPT?),

y finalmente se consigue la estimacion del error

Yn+1 — Yni1
Ut y(t)) W L

3.2. Métodos de Runge-Kutta Fehlberg (RKF). Esta técnica denominada
de pares encajados utiliza dos métodos Runge-Kutta de ordenes p.y p+1 tales que

Ynt+l = UYn + hq)l(tnvymh)v
yn+1 = yn + h @2(tnayn7h)

de forma que compartan las mismas evaluaciones k., es decir

r—1
kr = f (t"_harvy"_hzbrsks)a

r=1
Ry
q)l(tay; h) = Zcrkra
r=1
R2
02 (t; Y; h) = erk’r‘a
r=1

habitualmente Ry = Ry + 1.
Suponiendo que y,, = y(t,,) se tiene los errores locales
Y1) = Yng1 = Yiltn,y(tn)) hPHL 4 O(hp+2)a
Y(tn+1) = Yni1 = o (tn, y(tn)) hP2 4 O(hp+3)a
que restando dan

Uns1 — Ynt1 = Vi(tn,y(tn)) hPT 4 O(hPH?),
una aproximacién de la funcién de error principal del método de orden mas bajo p

yn — Yn+1
(3.1) i (tn,y(tn)) =~ JF;LT

Esta estimacién ahora se usa de la siguiente manera: se supone que el paso
utilizado sea tal que dicha estimacién de error sea menor o igual que una tolerancia
pequena e, es decir,

+1
(W1 (tn, y(tn))| KT <e

Para el siguiente paso de t,41 a t,,+2 €l nuevo paso hy,e, debe verificar
(W1 (tns1, Y(tngr))| REEL <,

y como

|\P1(tn+1ay(tn+1))‘ = |\Ijl(tnay(tn))| + O(h)>
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se usa la estimacién (3.1) para obtener

| Ynt1 — yn+1‘ pptl

hp+1 new Se ’
de donde se decide que el paso siguiente sera
€
hnew S h : Pl T = -
| Ung1 — Yn+1

Los ejemplos més conocidos de métodos RKF son los pares de orden 2(3) y 4(5)
que se puede consultar en [6, pp. 170]. El més sencillo es el RKF2(3) de dos y tres
etapas

= = O
N

aunque el mas conocido es el RKF45 de orden 4 y 5 con 5y 6 etapas

0

1 1

1 1

3 3 9

8 32 32

12 | 1932 7200 7296

13 | 2197 2197 2197

1| 489 _3 3680 845
216 513 1104

1] _ 38 2 __ 3544 1859 _11

2 25 2565 4101 10
25 1408 2197 N S—
216 2565 1104 5
15 6656 28561 9 2
135 12825 56430 50 55

4. TEORIA DE LA ESTABILIDAD ABSOLUTA

Para estudiar la estabilidad absoluta de un método Runge-Kutta se aplica a la
ecuacién lineal 3’ = Ay y se buscan los h = Al en el plano complejo para los cuales
% se mantiene acotado. Por ejemplo, para un método con tres etapas (R = 3)

Yn

kl = /\ Y,
ka = Xy (1+axh\h),
ks = Ay (1 + ashX + agbgg)\ZhQ),
por lo que
O(t,y;h) = ciky + caka + c3ks

= A\ [(Cl + co + 03) —+ (CQ(ZQ =+ 03a3))\h + 03a2b32)\2h2] Y,
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y el método queda
— — —2
Yn+1 = Yn + h [(Cl + co + 63) + (CQCLQ + 03a3)h + Cg(lngQh ] Yn,

con h = Ah, por lo que
yn+1
Yn

La solucién de esta ecuacion en diferencias es y,, = d r™ donde d es una constante
arbitraria. Entonces la regién de estabilidad absoluta serdn los h en el plano com-
plejo para los que |r| < 1y cuando A sea real se tendrd el intervalo de estabilidad
absoluta.

Lo primero que se observa es que para que el método sea de consistente se necesita
que ¢1 + ¢c2 + c3 = 1 y por tanto

r=1+h 4+ O(h?),

y por tanto para 0 < h < 1 todo método consistente es absolutamente-inestable.
Si el método Runge-Kutta tiene orden tres, entonces

— —2 —3
=14+ |:(Cl + co + Cg)h + (02(12 + Cg(lg)h + czasbszah ] =7

— 12 13
r=1+h+gh + 5h +.0(hY),
por lo que todos los métodos de tres etapas y orden tres tiene la misma region de
estabilidad absoluta.
Idéntico andlisis se puede aplicar para R = 1,2, 3,4 evaluaciones con el siguiente
resultado

Método T Intervalo
Ry 1+ h (—2,0)
Ry 1+ 74407 (~2,0)
Ry T A0 + 17 (—2,51,0)
Ry T+h+A0°+ 10+ L0' (—2,78,0)

e
En la figura 4] se han dibuja la regiones de estabilidad absoluta de los métodos
Runge-Kutta para R = 1,2,3,4.

5. MEgETopos RUNGE-KUTTA IMPLICITOS

En los métodos de Runge-Kutta implicitos el k,. depende no sélo de los k, ante-
riores sino de todos ellos, es decir

Yn+tl = Yn + hq)(truyn?h)a

R
(I)(tnay’mh) = Zc’r‘k’r‘)
r=1

(5.1) R
k. :f(t—i—har,y—kthmkS), r=12,, R,

s=1

r—1
Qr = Zbrsv T:2737"'7R'
s=1
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Runge-Kutta explicitos R=1,2,3,4

FiGurA 1. Regiones de estabilidad absoluta de los métodos
Runge-Kutta para R =1,2,3,4.

y por tanto su matriz de Butcher serd densa.

Evidentemente estos métodos necesitan resolver el sistema implicitos de las k,
lo que complica y encarece su aplicaciones, en [7, pag. 149] se construye con R = 2
un método de orden cuatro: método de Hammer-Hollingswort y se analiza su esta-
bilidad absoluta. La conclusion es que a pesar de mejora el orden y la estabilidad,
su elevado conste computacional sélo lo hace competitivo en problemas con graves
dificultades de estabilidad numérica, vea por ejemplo [4], [6] o [5].
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