METODOS LINEALES MULTIPASO

F. VADILLO

RESUMEN. En esta leccién se presenta la teoria de los métodos lineales mul-
tipaso (l.m.m.) Ademds de definir el tipo de métodos y estudiar su teoria de
convergencia, también se analizan sus propiedades de estabilidad absoluta y
relativa. Finalmente, se analizan los métodos predictor corrector que se utilizan
en las implementaciones habituales.
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1. INTRODUCCION A LOS L.M.M.

Dado un problema de valores iniciales para una ecuacién diferencial ordinaria

dy@) = f(t,y(t), to<t<T
- { lcll(tO) = Y0, ’
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2 F. VADILLO

se define un paso h = TJ_VtO , se construye una red de punto equidistante t,, = tq+nh.

Un método de k pasos es una ecuacion en diferencias de la forma

Yn+k = q)(tn,thrl, S bnaks Yns Yndls 0 s Yntks h)?

aunque los métodos més estudiados son los .m.m. (linear multistep method) de la
forma

k k
(12) Zaj Yn+j = h Zﬂj fn+j7
§=0 §=0
donde fry; = f(tntj Yntj) y con o = 1y ag By # 0 junto con unos valores
iniciales
(1‘3) Yp = nu(h)7 w=0,1,--- 7(k_1)'
La forma més cémodo de identificar un l.m.m. es utilizando sus dos polinomios

caracteristicos
Primer polinomio caracteristico:

k
(1.4) p(z) = oy 2
j=0

Segundo polinomio caracteristico:

k
(1.5) oz) = 3.8
§=0

Los .Lm.m. se dividen en dos tipos diferentes
= Explicitos: [ = 0.
= Implicitos: Br # 0.

Para los métodos implicitos en cada paso serd necesario resolver una ecuacién
en diferencias

k-1 k-1
Yn+k + Zay‘ Yntj = h Zﬂj Jneg +h B f(tnsk, Yntk),
=0 =0

que es una ecuaciéon del tipo

Yy = F(y) =c + hﬁk f(tn+k7y)7

es decir, la solucién serfa un punto fijo de F(y) para lo que se precisaria que fuera
contractiva,

[F(y) = Fy")| = b Bkl 1ftntksy) = Fngrsy™)| < BBkl L ly — v,

y por tanto, cuando

1
(1.6) hiBel L <1, = h < AL
la iteracién de punto fijo
k—1 k—1
(L7 oY = =S gy b Y By Farg D Br fltnskovith)
Jj=0 Jj=0

param =0,1,--- convergera a la solucién de (|1.2]).
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2. TEORIA DE LA CONVERGENCIA DE L.M.M.

Definicion 2.1. Error de truncatura local Del método (1.2)) para el problema (1.1
en t,+1 al valor

k-1 k
e = Y(tnk) + Z @ Y(tntj) —h Zﬁj ftntss y(tntj))-
Jj=0 j=0

Es decir, el error que comete la solucion exacta en el método numeérico.

Definicion 2.2. Consistencia Se dice que el método (|1.2)) es consistente con el
problema ([1.1)) si
|dn+k|

Definicion 2.3. Cero estabilidad Se dice que el método (|1.2)) es cero-estable si
dadas dos sucesiones {y,}, {z,} tales que

k—1 k
Yn+k = _Z Q5 Yntj +h ZB] f(tn+kayn+j)a
§=0 §=0

Yus /’L:O7a(k71)a

y
k—1 k
Zn+k = _Z Qj Zp4j +h Zﬂj f(thrk? Zn+j) +en|,
=0 =0

Zy, p=0,---,(k—1),

existen constantes My, M5 tales que

] — < M A — M. A .
[nax lyn — 2a] < M Lomdx Y — 20| + 2, dx lenl
mallskip
Definicion 2.4. Error'de truncatura global en el punto ¢, es e, = y(tn) — Yn.

Definicion 2.5. Convergencia Se dice que el método (1.2)) es convergente para el
problema (|1.1]) si

méx le,| = o(l) < lim méix |e,| = 0.
0<n<N h—=0 0<n<N

Teorema 2.6. Teorema de convergencia Si el método numérico (L.2)) es cero-estable
y consistente con el problema (1.1)), entonces es convergente.

Demostracion. Basta repetir la demostracion de los métodos de un paso para llegar
a la desigualdad

, , |dn+k:|
< M M —_—.
lenvel < My _méx el + Mz mix =

d

Teorema 2.7. Condicion necesaria y suficiente para la consistencia de un l.m.m.
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w Sif #0 el método (1.2) es consistente con (1.1)) ssip(1) =0y p'(1) = o(1).
= Si f=0 el método (1.2) es consistente con (1.1)) ssi p(1) = 0.

Demostracidn. Ver notas de clase o [2]. ]

Definicion 2.8. Orden de un método Se dice que el método (1.2) es de orden
p € ZT para el problema (1.1)) si

dnir = O(RPTY), n=0,1,---,N — k.

Y se dice simplemente que el método (|1.2]) es de orden p si lo es para todo problema
(1.1) con f suficientemente regular.

Teorema 2.9. Condiciones del orden de un l.m.m. El método (L.2).es de orden p
581

k
Z a; = 07

j=0
1k k
=D i"ay = D "B, m=1p
j=0 j=0
Demostracion. Ver notas de clase. O

Definicion 2.10. Condicién de Dahlquist Se dice que un polinomio p(z) vefica la
condicién de Dahlquist si sus raices{z;| < 1.y-las de modulo 1 son simples.

Teorema 2.11. Condicion necesaria y suficiente para la cero-estabilidad de un
L.m.m. El método l.m.m. (L.2)) es cero-estable si y sdlo si su primer polinomio ca-
racteristico p(z) es un polinomio de Dahlquist.

Demostracion. Ver notas de clase o [I]. O
Finalmente

Teorema 2.12. Caracterizacion de la convergencia de un l.m.m.

(i) p(1) =0,
El métodol.m.m. (1.2)) es convergente ssi (i) p'(1) = a(1),
(#i1) p(z) polinomio Dahlquist.

Demostracion. Ver notas de clase o [I]. O

3. DEDUCCION DE LOS L.M.M.

3.1. Mediante desarrollos de Taylor. Si considera el desarrollo de Taylor de

la funcion
2

h
yltn +h) = yltn) +hy'(ta) + 55 y"(ta) +---
y se trunca por el término de segundo orden se tiene

y(tn +h) =~ y(tn) +h f(tn,y(tn)),
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con el error )

h

)+

que construye el mas sencillo de toda esta familia de método el método de Euler
(3.1) Ynt+1 = Yn + N fn,

con un e.t.l. del tipo O(h?) y orden uno.
Utilizando otros desarrollos de Taylor, por ejemplo

h2 h3
y(tn + h) = y(tn) + h y/(tn) + g y”(tn) + ? ym(tn) e
/ h2 " h3 "
Yltu—h) = y(ta) = by () + 57 9" (t) = T7 0" (0)
y restando
3

Ytn + 1) =yt — ) = 20y (1) + o (1) #0
que al trunca construye la regla del punto medio
Yn+1 = Yn—1+2h fn,
que se suele escribir de la forma

(3'2) Ynt+2 = Yn + 2h fn+17

con un e.t.l. del tamafio O(h3) y orden dos.
Evidentemente esta técnica se puede aplicar a caso mds generales, si por ejemplo
quisiera construir un método general de un paso

Ynt1+ 0 Yo = b (B1 foy1+ Bo fn),

llevando los desarrollos de y(tp41) €y (tn+1) se tiene

Co y(tn) + Ol h y/(tn) + 02 h2 y”(tn) + 03 h3 y”/(tn) + .= O,
donde
1 1 1
Co=1+ap, C1 =1- 51— fo, Cz=§—ﬁ17 Cs = 64—5317
que dard el mayor orden cuando ap = —1,81 = By = 1/2 con C5 = —1/12 que se

conoce como regla de los trapecios

(33) Yn+l — Yn = g (fn+1 + fn)v

con'un e.t.I. del tamafio de O(h?®) y orden dos.

3.2. Mediante integracion numérica. Considere por ejemplo la identidad

Y(tasz) — y(tn) = / Ty d = / " fy)) d,

n n

y ahora se aproxima la integral por una féormula de cuadratura por ejemplo inter-
polatoria en los punto (., fn), (tn+1, fnt1) ¥ (tn+2s fut2)

thi2 tn+t2
/ y'(t) dt =~ / po(t) dt
t t

n

2
/ [fn wrnfy+ =D a2g 1y ar
) 21

n

= b [2f+ 20+ éAan],
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de donde se deduce el método implicito de dos pasos llamado la regla de Simpson

h
(3~4) Yn+2 —Yn = § (fn+2 + 4fn+1 + fn)a

con un e.t.l. del tamafio de O(h%) y orden cuatro.
De forma parecida usando la identidad

tn+2
Y(tni2) = Y(tng1) = / y'(t) dt,

tnt1

se llega al método de Adams-Moulton de dos pasos

h
(35) Yn+2 — Yn+1 = E (5fn+2 + 8fn+1 - fn)

3.3. Mediante interpolacion. La regla de Simpson también se puede construir
utilizando conceptos de interpolacién de la manera siguiente.
Sea I(z) el polinomio interpolador del problema de Hermite

I(t’ﬂJrj) = Yn+j, Il(thrj) :fn+j7 .7 :0’1727
pero en lugar de buscar un polinomio de grado cinco se toma otro de grado cuatro
I(t) = at* +bt® 4+ ct2 +dt +e.

Eliminando los cinco coeficiente a, b, ¢, d, e y utilizando la sexta relacién se llega a
la férmula de Simpson ([3.4]).

4. ORDEN ALCANZABLE. METODOS OPTIMALES

Dado un L.m.m. ([1.2)) se le asocia el operador diferencial

k

(4.1) Lly(t);h] = [oj y(t +jh) — h B y'(t + jh)],
§=0

donde y(t) es una funcién-arbitraria. Suponiendo que la funcién y(t) es suficiente-
mente diferenciales y usando desarrollos de Taylor

(4.2) ly(t):h] = Coy(t) + Crhy'(t) + -+ + Coh™y' D () + -+,
con las €, constantes.

Definicion 4.1. El operador lineal (4.1) y su l.m.m. asociado ([1.2]) se dicen de
orden psien (4.2) Co=C1 =---=C, =0y Cpy1 # 0. Es decir,

Ely(t);h] = Cpaah? Y@ (1) + O(WP*2),
donde Cpy1 se denomina contante de error del método.
Un simple calculo permite asociar los coeficiente C), con los «;, 8; de la forma
Co = aptoar+-+ay,
Ci = o142+ +kag — (Bo+ -+ Br),

Cy ﬁ(ﬁl +207 1B -+ KT,

1
a(al + 2%y + - - —l—kqak) —

para q=2,3,---.
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Ejemplo 4.2. Construya un método implicito de dos paso de méximo orden. (Ver
[4, pag. 26].

Teorema 4.3. Ell.m.m. (1.2) convergente es de orden p si y sélo si

58 = In(z) + O((z = )"™),  cuando =z — 1.

Demostracion. [3, pag. 317]. O

Teorema 4.4. Primera barrera de Dahlquist Si el .m.m. (L.2)) de k pasos es cero
estable, entonces su orden

p < k+2, cuando k es par,
p < k+1, cuando k es impar,
Demostracion. [3, pag. 332]. O

Ejemplo 4.5. Construya el método 6ptimo de 2 pasos-conocido como regla de
Simpson. (Ver [4, pag. 38].

5. ESPECIFICACION DE ALGUNOS L.M.M.

Los L.m.m. que se construyen usando férmulas de cuadratura tiene sélo dos 4
y cuando estan basadas en férmulas interpolatorias se tiene expresiones del tipo

1 1 1
— = 1o V- —V2_ —_Vy3_... .
Yot = Un h( V- 5Vi- 5V )fn+1

Tomando los dos primeros. términos se tiene el l.m.m. que es la regla de los
trapecios

h
Ynt+1 —Yn = 5 (fn+1+fn)-

Con los tres primeros términos resulta el L. m.m. Tomando los dos primeros térmi-
nos se tiene el L.m.m.

>

Yn+1 — Yn = 5 (5fn+1 +8fn 7fn—1)7

que escrito en forma standard resulta el Adams-Moulton de dos pasos

Yn+2 = Ynt+1 = g (5fn+2 +8fn+1 — fn)-

En general, los L.Lm.m. con un primer polinomio caracteristico p(z) = 2% — 2¥~!
son los Métodos de Adams, los explicitos son Adams-Bashforth y los implicitos
Adams-Moulton. Cuando p(z) = zF — 2572 son Métodos de Nystrém los explicitos
y los implicitos Métodos Milne-Simpson que evidentemente son cero estables.

En la pagina 41 de [4] se pueden encontrar listados los l.m.m. explicitos e implici-
tos para k = 1, 2, 3,4 més habituales.
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6. KESTABILIDAD ABSOLUTA Y RELATIVA DE L.M.M.

Para estudiar la estabilidad para h fijo de los L. m.m. como en caso anteriores
se aplica a la ecuacién test y' = Ay y se buscan las condiciones de una buena
propagacién de los errores.

Si el Lm.m. es convergente, es decir, consistente y cero-estable,

k k
Zaj Y(tnss) = h Zﬁj f@ni y(tnts)) + Totr,
j=0 j=0

donde T, = £[y(t,); h] es el e.t.l.
Por otra parte, si 7,, denotan las soluciones con errores de redondeo, es decir,

k k
Zaj yn-&-j =h Z/Bj f(tn+jvyn+j) + Rn—i—ka
=0 =0

entonces los errores €, = y(t,) — ,, verifican la ecuacién
k

k
Zaj €tj = h Z/Bj (fngsr Y(tnsi) = o> Tns i) + Prtis
=0

J=0

con ¢pnir = Thyr — Rptr v aplicando un teorema del valor medio
k k
_ af t '75 i) —
Zo‘j eutj = h Zﬁj (tntj> Ents) Enss - buih.
§=0 §=0 dy

Ahora para la ecuacién test 3’ = Ay, la derivada parcial es la constante A por lo
que queda la ecuacién en diferencias
k

Z(aj _E B]) én-l—j = d)n-‘rk-

Jj=0

con h = h\. Suponiendo ademas que los ¢, 1 = @,

: 0
e, = Z ds ry — =——% ,
s=0 h Zj:O Bj
donde las 7 son las raices del polinomio caracteristico de esta ecuacién
— k — —
(6.1) w(r,h) = Z(aj —h Bj)r’ = p(r)—ho(r),
§=0

llamado polinomio de estabilidad del l.m.m..

Definicion 6.1. Estabilidad absoluta Un l.m.m. se dice absolutamente estable para
una h si las todas las raices de su polinomio de estabilidad |ry| < 1,5 = 1,--- , k.
La regién del plano complejo de h donde se verifica esta propiedad es su regién
de estabilidad absoluta y los valore reales se denomina intervalo de estabilidad
absoluta.

Observe se que para h = 0 el polinomio de estabilidad 7(r,0) = p(r) cuyas raices
son ceros &, de su primer polinomio caracteristico que por la cero estabilidad estan
todos en el interior del circulo unidad. Ademads, £; = 1 y por la continuidad de las
raices de un polinomio respecto de sus coeficientes, las raices r, — &, cuando h — 0
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y en particular r1 — & = 1. Méas concretamente se puede demostrar el siguiente
resultado

Teorema 6.2. Si el l.m.m. es un método de orden p, entonces

ry = exp(h) + O(EP—H)7 para h — 0.

Demostracion. [4, pag. 67). O

La conclusiéon que se deriva de este resultado es que: cualquier l.m.m. es abso=
lutamente inestable para 0 < h < 1. Este resultado negativa, sin embargo no es
tan malo porque para que 0 < h el 0 < ), es decir, las soluciones crecen, y si las
soluciones crecen es admisible que los errores también lo hagan aunque en grado
menor. Este argumento justifica la siguiente definicién

Definicion 6.3. Estabilidad relativa Un lL.m.m. se dice relativamente estable para
una h si las todas las raices de su polinomio de estabilidad |rs| < |r1],8=2,--- , k.
Esto define las regiones e intervalos de estabilidad relativa.

Ejemplo 6.4. Consider el método explicito de 2 pasos

h
Ynt2 — Yn = §(fn+1 +3fn).

(4 pag. 70])

7. METODOS PARA OBTENER INTERVALOS DE ESTABILIDAD DE L.M.M.

7.1. Métodos de representacion geométrica de las raices. Este método
hallar las raices del polinomio de estabilidad (6.1]) para un rango de valores de h en
un entorno del origen y dibujar‘sus médulos

Ejemplo 7.1. Considere el método explicito de 2 paso

h
Ynt2 — Yn = §(fn+1 +3 fn).

cuyo_polinomio de estabilidad es

4, pag. 77]

7.2. Meétodo de Schur. Este método estd basado en un teorema de Schur que
caracteriza las condiciones sobre los coeficientes de un polinomio para que sus raices
tenga mdédulo menor que uno.

Definicion 7.2. Un polinomio de coeficientes complejos
p(r) = cr’ + o 4,

se dice que es un polinomio de Schur si sus raices rs tienen médulo inferior a uno.
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Para caracterizar este tipo de polinomios se construye el polinomio
~ k k—1
plr) = cr® +or™ + - F o,

donde ¢} son los conjugados, y después se define otro polinomio de grado k —1

Teorema 7.3. El polinomio p(r) es de Schur si y sélo si |p(0)] > [p(0)] y p1(r) es
también de Schur.

Este criterio sélo sirve para estudiar la estabilidad absoluta pero'no la relativa.

Ejemplo 7.4. [4 pag. 79]

7.3. Método de Routh-Hurwitz. Este método se basa en la transformacion
conforme entre el circulo unidad y el semi-plano complejo de parte real negativa.
La transformacién

1+%2

r = ,
1—=2

lleva el conjunto de |r| < 1 al semi-plano complejo R z < 0. Con esta transformacién

1+2 1+z2 — 1+z
P(155n) o) e () -o

k

multiplicado por (1 — z)”* resulta un polinomio de grado k
ag 2F £ay zk'1+~~~+ak_1 z+ar = 0,

con ag > 0. Entonces, la condicion necesaria y su suficiente para que este polinomio
tenga raices con parte real negativa es que los menores principales de la matriz k x k

ap a3 as -+ A2k—1
apg az ag - A2k—2
0 a1 a3 -+ a3
Q = 0 ap ax -+ agk—4
0 0 .. a

sean-definidos positivos. En los casos k = 2, 3,4 estas condiciones se reducen a

k=2 : a9p>0,a; >0,a9 >0.
k=3 : ag>0,a; >0,a2 > 0,a3 > 0,a1a2 —azag > 0
k=4 : a0>0,a1>O,a2>O,a3>O,a4>0,a1a2a3—aoa§—a4af>0.

Ejemplo 7.5. [4, pag. 81]
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7.4. WMeétodo de localizacién de la frontera. La idea de este método es dibu-
jar la frontera de la regién de estabilidad absoluta buscando los valores de h tales
que las raices del polinomio de estabilidad tienen médulo 1, es decir, raices de
la forma €. Por tanto,

ié)

7T(€i07ﬁ) = ,O(ew) - E O-(ew) = Ov = E(e) = g((zzg)v
que se puede dibujar dando valores a 6. En la figura[l]se han dibujado a la izquierda
las regiones de estabilidad absoluta de los métodos de Adams-Bashforth de ordenes
1,2 y 3, mientras que a la derecha las regiones de estabilidad corresponden a los
método Adams-Moulton de ordenes 3,4,5 y 6.

Adams-Bashforth Adams-Moulton

()
@

F1cURrA 1. Regiones de estabilidad absoluta de los métodos Adams
de orden bajo.

8. COMPARACION DE METODOS EXPLICITOS E IMPLICITOS

Es evidente que para k pasos los métodos explicitos son mucho més baratos pero
alcanzan menor orden y tienen peores propiedades de estabilidad, en las tablas
adjuntas se pueden comparar los métodos Adams explicitos e implicitos para k =
1,2,3,4. Para los explicitos:

Adams-Bashforth

k 1 2 3 4
1 2 3 4
Cpt1 % 1% % %é
a -2 -1 - -3
mientras que los implicitos:
Adams-Moulton
k 1 2 3 4
p 2 3 4 5
C _1 _1 _11 3
p+1 12 24 720 160
o —00 -6 -3 —2
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9. METODOS PREDICTOR CORRECTOR

Para utiliza un 1.m.m. implicito en cada paso se debe resolver una ecuacién del
tipo

k—1 k—1
Yntk + Zaj Yntj = h Br f(tnsk, Ynsk) + 1 Zﬂj Srntis
j=0 j=0

donde todo es conocido salvo Yy, .
Como ya se comento anteriormente, dicha ecuacion se resuelve con una iteracion
de punto fijo

k—1 k—1
01 w0 v = h B Fne vl ) 00 By faeis
=0 =0

para s =0,1,--- y con yﬂ_k arbitrario y h < 1/(L | Bk]).

En cada iteracién se debe evaluar f que puede ser costosa, por ejemplo
en un sistema grande. Por esta razon es conveniente elegir un yﬂ_ . adecuado para
que la iteraciéon converja lo mas rapido posible y lo habitual es utilizar otro método
explicito que se denomina predictor (P), mientras que el implicito es el corrector
(C).

Los métodos predictor corrector més utilizados son lo que fijan un ntmero m
de aplicaciones del corrector, por ejemplo en PEC predictor, evaluacion y corrector
m = 1. También se puede realizar una evaluacién final PECE predictor, evaluacién,
corrector y evaluacién, la diferencia estd en usar en los pasos siguientes fI0 ¢ fI1.

En general si el corrector tiene los polinomios caracteristicos

k k—1
prz) = S ap =1, o"(z) = > B A,
j=0 Jj=0
y el corrector
k ‘ k ‘
plz) = Yoy, an=1,  o(z) = 3.8 .
Jj=0 J=0
Se puede escribir formalmente el modo P(EC)™E de la forma
0 N e o STy
0 * |m * m
Ukt D05 Uy = h DB A
Jj=0 j=0
Para s=0,1,---m — 1,
fy[l.:]»k = f(tn-i-k) yy[i]kk%
k—1 k—1
s+1 m s m
Ynin T Y0y = B Sl bR Y8
j=0 =0

= fltnen ),
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Mientras que el modo P(EC)™ serd

k—1
0 * m m 1
Unir Do asully = h Zﬂ 5
=0
Para s=0,1,---m—1,
fn+k = f(tn+k7yq[:]+k)

ynsilcl'i'zaj ygi]] = hﬁkf[ k+hzﬂ] ’r:zjlla

En la préactica se suelen utilizar modelos con m < 2.

9.1. E.t.l. de los métodos P-C. Los dos métodos tienen operadores diferen-
ciables asociados

] = Cpoah? Ty (1) + O ),
Ly0);h] = Cph?yPHI() +O(RP*?),
y para el predictor
Ultsr) = Y% = O By D RO (),
Por otra parte, el corrector es

;:;]Jrzajyﬂ*hﬂk k+h25a Lm Y

7=0

donde t = 0,1 dependiendo dela evaluacién final o no. Ademas, su e.t.l. verifica

Z%y oy —hZﬁg (tnsgs Y(tnss)) + Lly(ta); 1],

y restando considerando la h1potes1s de exactitud local se tiene

y(tn-i-k) yn+k =h B (f( n-HcaﬁU( n+k)) fn+k> [ (tn)§ h]7

es decir,
Of (bntks Mntk)
Pltain) = ylDy) = b Be =G ) = o] + Lly(tn): B,
para s = 0,1,--- ,m — 1. Es decir, cada vez que se aplica un corrector el e.t.l.

multiplica por h el error anterior y anade un término del orden del e.t.l. del corrector,
por eso si m fuera grande el error que domina es el del corrector.

Teorema 9.1. Orden del un método P-C

1. Sip* > p el etl es el del corrector.

2. Sip* = p— q entonces se tienen tres casos
a) Sim < q entonces e.t.l. es C - WP TmHL L Q(pP +7mH2),
b) Sim = q entonces e.t.l. mismo orden que el corrector pero diferente.
¢) Sim > q entonces e.t.l. es el del corrector..

Demostracion. [4, pag. 89] O
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Segun este resultado, el caso p* > p no interesa porque se pierde orden.
Por otra parte el caso p* = p interesa porque existe una técnica de Milne que
permite estimar el error facilmente. En este caso

Comt WPy (L,) = y(tsr) =yt + O(RP?),
CrahP Ty (L) = y(tusr) = Yy + O(RP?),
que al restar queda

(Coi = Cpa) Wy (1) = 7 — )+ O(PF2).

P n+k yn+
de donde se deduce la estimacion del error local del corrector
Cpt1 0
CpuahP 1y () ~ Lyl — 0] ).
p+1 p+1

Esta estimacién del error se puede utilizar para el paso y lograr que los errores
locales sean del orden de una tolerancia. considerando que

1 C 1 0
C (p+1) tn) ~ p+ (m] _ [0] 7
p+1Y ( ) hp+1 C;+1 — Cpaa ( n+k yn+k)

en nuevo paso Nyeqy S€ra

+1
C. .y BT e+ (¢ ~ [ mew 3
| p+1 Mpew Y ( n) | ~ L

Cp1

*

p+1 CP+1

0
|y~ I <e

Para el predictor también se puede utilizar teniendo en cuenta la aproximacién
*
* +1 0
CohP Ty P (t,) ~ Vo, N A (W2 =y s)-
p+1 ptl
La otra utilidad que se le puede dar a estos resultados es la de modificar de

las aproximaciones del ambos métodoes predictor y corrector. Para el predictor se
calcularia

C*
0] (0] p+1 [m] [0]
Upik = Ynar t mr A Wnik = Ynir)s
+k +k Cp+l _ Cp+1 +k +k
y para el corrector
N R ) Cpt1 ml 0]
Ynt+k = Yn+k + * . ( n+k yn—i—k)’

p+1 CP+1

que son-métodos predictor corrector con modificaciones que se suele indicar con
una M, for ejemplo PM(EC)"ME.

9.2. Estabilidad para h fijo de los métodos P-C. En el modelo de correccién
hasta la convergencia, las propiedades de estabilidad del para PC seran las del
corrector. Como en los métodos anteriores, para estudiar la estabilidad absoluta el
método se aplicara al problema linear f = X\ -y y se usard la notacién h = \ - h.

Aqui se estudiard el modelo PECE. Suponiendo que 3 denotan soluciones con
errores de redondeo, es decir

k—1 k—1
~[0 x ~[1 * ~[1 *
y’E],-]‘,-k; + Z a; yili‘] = h Z/B_] f(t"-‘rj’yv[h]tj) + Rk
=0 =0
k k—1
~[1 ~[0 ~[1
ook = h Bk fltueksUaii) + B Y B Fitnig Uaty) + Rutrs

Jj=0 Jj=0
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La solucién exacta ademads verifica

k
Za; Y(tntj) = h Zﬁ (tntss Y(tnts) + dryyis
j=0
k
Zaj Y(tnsi) = h Z»By (tntjs Y(tntj) + dntis
§=0

donde d;,, ;. v dnyk son los e.t.]. respectivos. Definiendo los errores globales

el =y(tn) —gl, el =y(t,) - 3L,
restando las ecuaciones y considerando que gg = )\ se tiene
i) ST
« ~1] - 1
n+k + Z a n+J = h 5; en+j + Cte’
j=0
k k-1
1] T 0 T 1
ZO‘J €nt; = hbBk é{nlrk-l-h Z,B7 E{nlj)—l—cte,
Jj=0 j=0
eliminando E{T?] se tiene la ecuacion en diferencias
o 4 0 S ol NS g ol
1 T 1 T 1 T « ~1
Zaj enH—hZﬂj ey = —hbk Za; €ntj —h ) _Bj €| +cte,
j=0 j=0 j=0 j=0

Sumado —hﬂke 45 ¥ teniendo en cuanta que o =1y B = 0 se tiene la ecuacién
en diferencias
k

k
Say —ng) el = ~hB Y (af —hBp) el + cte,

§=0 §=0
cuyo polinomio caracteristico es
(9.2) Uprce(r,h) = p(r) —ho(r) + kB [p*(r) — ho* (1)].
En general se puede demostrar que
Hppeymp(rh) = p(r) —ho(r) + Mp(h) [p*(r) — ho™(r)].
con B
1— hpg
1— (hB)™’
El modelo sin evaluacién final resulta
Hp(peyn(rh) = Bir*lp(r) = ho(r)] + My (R) [p*(r)o(r) — p(r)o* (r)].

Observe ademads, que para la convergencia de la iteracién de punto fijo se
necesita que |hBx| < 1 por lo que M,,(h) — 0 cuando m — oo y en tal caso el
polinomio de estabilidad que queda es el del método corrector.

Por otra parte, segiin el teorema [0] en el polinomio de estabilidad de un l.m.m.
de orden p existe siempre una raiz

My (h) = (hBr)™ m=1,2,--.

rp = exp(h) + O(h pH), para h — 0.
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porque 7(exp(R), k1) = O(h *"). Por el mismo argumento
p*(exp(h) — ho*(exp(h) = OR""),

p(exp(h) — ho(exp(h) = O(h p+1),

que multiplicadas por o(exp(h) y o*(exp(h) respectivamente y restadas dan

p*(exp(h)a(exp(h) — p(exp(h)a*(exp(h) = O(h p+1),

por lo se concluye que

™ T - pt+l
Uppoymplexp(h),h) = Oh”

— = — p+l
Hpecyn(exp(h),h) = omn”

);
);

y por tanto todos los métodos son absolutamente inestable para 0 < i< 1.
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