UNA INTRODUCCION A LOS METODOS ESPECTRALES

F. VADILLO

REsUMEN. En estas notas se hace una breve introduccién a los métodos espec-
trales. Comenzando por un ejemplo sencillo sacado de [3], después se explica el
concepto de matriz de diferenciacién siguiendo las exposiciones y los ejemplos
de [6].

Para los alumnos interesados en conocer mejor estos métodos, ademas de
las referencias anteriores [6] y [3] se recomienda otros clasicos como [4], [2] o la
amplia recopilaciéon [I]. Para las implementaciones la mejores referencias son
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1. INTRODUCCION

Dada una ecuacion diferencial con unas condiciones frontera, la idea de los mé-
todos espectrales consiste en aproximar la solucién exacta u(z) por una suma finita
v(z) = Zszo ar¢r(x). Cuando el problema dependiente del tiempo la solucion
u(x,t) serd aproximada por una v(z,t) = Z,ivzo ar (t)dr ().

Para que los métodos espectrales sean tutiles en la préactica deberédn tener las
siguientes propiedades:

1. Convergencia rapida de las aproximaciones v(x) = Zszo ardr(x) a la solu-
cion exacta u(x) al menos cuando las soluciones sean regular.
2. Dados los coeficientes ay, los nuevos coeficientes by, tales que

J (X N
s D ardi(@) | =D brdw(a),
k=0 k=0

sean faciles y rapidos de calcular.
3. Debera existir algin algoritmo rapido para pasar de los coeficientes ay a los
valores de v(z) en algin conjunto de nodos z;,i = 0,..., N y viceversa.
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2 F. VADILLO

Las dos cuestiones fundamentales sobre las que se debe decidir para cada pro-
blema son las siguientes:

= Se deben elegir las funciones base ¢x(x). La eleccion bésicamente es como
sigue:

e Para problema periodico se aconsejan funciones trigonométricas.

e Problema no periédico se utilizardn polinomios ortogonales tipo Jacobi,
es decir, polinomios de Chebyshev, Legendre, Hermite ...(ver apéndice
A de [3]).

= La segunda cuestion es la que se refiere a cémo determinar los coeficientes
ay 6 ay(t), las principales técnicas son tres:

Método Tau: requiere que v(z) verifica las condiciones frontera del pro-
blema y el residuo R(z) sea ortogonal a tantas funciones base como
sea posible. El residuo es lo que queda cuando se sustituye la solucién
aproximada en la ecuacién diferencial original.

Método Galerkin: Combina las funciones base en un nuevo conjunto en
el que todas las funciones verifique las condiciones frontera y requiere
que el residuo R(z) sea ortogonal a tantas nuevas funciones base como
sea posible.

Método de colocacion 6 pseudoespectral: es similar al de Tau pero
ahora el residuo se anula en unos puntos concretos.

Ejemplo 1.1. Se considera el siguiente problema de valores en la frontera
Upy + Uz —2u+2=0, —-1<zx<1,
u(—=1) =u(l) =0,
de solucién exacta
sh(2)e® + sh(1)e=2*
sh(3)
La solucién aproximada una serie de Chebyshev truncada

u(z) =1-—

4
v(x) = Zaka(x),
k=0
cuya derivada respecto de x serd
4
ve() =Y beTi().
k=0

Considerando las relaciones entre las derivadas de los polinomios de Chebyshev
se tiene que

bo 01 0 3 0 ag ap
b1 0 4 0 8 aq aq
b2 = 0 6 O ag = A as
bg 0 8 as as
b4 0 a4 Qy

El residuo en este problema resulta

4
R(z) = Vgy + 0, — 2042 = Zrka(x),
k=0
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con
To an 2
1 ay 0
) = <A2+A—21) a9 + 0
T3 as 0
T4 aq 0
Las condiciones frontera son
aop
1 11 11 @ 0
(1.1) (1—11—1 1) 2 _<0>
as
ay

Para el método de Tau primero se tiene las dos ecuaciones correspondientes
a las condiciones frontera y después la ortogonalidad del residuo
! R(x)Ty(x)
-1 vV 1-— .%'2
esto implica que rqg = r1 = ro = 0. La soluciéon de este sistema de cinco ecuaciones
lineales es

dr para k=0,1,2,

ag = 0,2724,
ar = —0,0444,
as = —0,2562,
as = 0,0444

as = —0,0162,

Para el método de Galerkin ademas de las condiciones frontera (1.1)) las nuevas
funciones base son

p2(z) = Ta(x) —To(z),
¢s(z) = T3(z) —Ti(x),
¢a(x) = Tu(x) — To(z),

y la ortogonalidad del residuo ahora significa que

1
R0y —g k=234
—1 \/1—;102

y la solucién del sistema lineal es

ag = 0,2741,
a1 = —0,0370,
as = —0,2593,
az = 0,0370,

as = —0,0148,

Finalmente en el método de colocacion el residuo R(x) debe anularse en los nodos

de Chebyshev que son los puntos z; = cos Zf 1 = 1,2,3 de donde se obtienen las

tres ecuaciones siguientes

1 L 0 —-L -1 0

V2 NG 1 0
1 0 -1 0 1 o | =1 0],
1 f% 0 % -1 rg 0

T4
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que junto con las dos ecuaciones (1.1) dan la solucién

ag = 0,2743,
a; = —0,0371,
as = —0,2600,
az = 0,0371,

as = —0,0143,

En la figura[I] se han representados la solucién exacta y las tres aproximaciones,
las tres soluciones aproximadas son bastante buenas aunque la aproximaciéon de
Tau parece ser algo peor en este caso.

0.6
0.5F E
0.4t R
0.3f i
0.2} Exacta i
Tau
Galerkin
0.1 — Colocacion

-1 -0.5 0 0.5 1

F1GuRrA 1. Soluciones exactas y aproximadas

2. ALGUNOS EJEMPLOS DE MATRICES DE DIFERENCIACION

Se considera una red de puntos equidistantes {z1,...,zx5} con paso h = z; —
xj_1 y se supone que los valores {u1,...,un} son conocidos, también se supone
que el problema es periddico, es decir, ug = uy y u; = un4+1. Recuerde que la
aproximacion en diferencias finitas de segundo orden a la primera derivada es

Ujp1 — Uj— ,
(2.1) u(z5) R wj = %hjl, ji=1,...
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que escrita de manera matricial resulta

w1 0 % —% Uy
_% 0
(2.2) S
: h
0 3
WN % —% 0 UN

Este es el primer ejemplo de lo que se entiende por una matriz de diferenciacion,
se trata de una matriz que multiplicada por los valores de la funcién en los nodos,
el resultado son aproximaciones de la derivada en los mismos puntos. En este caso
se trata de aproximaciones de orden dos.

Unos céalculos muy sencillos permiten comprobar que el mismo resultado se ob-
tiene en el siguiente problema de interpolacién: para cada j =1,..., N

1. Se construye el polinomio p; € P, tal que pj(z;+;) = uji; para i =0,1.
2. Se evaltia la derivada w; = p/;(z;).

La aproximacion en diferencia de cuarto orden se calcula de manera analoga,
paracadaj=1,...,N

1. Sea calcula p;ePy tal que p;j(z;+;) = ujx; parai=0,1,2.
2. Se evalta la derivada w; = p;/(z;).

La expresion matricial ahora es

1 2
w1 i3 3 U1
_ 1 1
12 12
2
3
1
(2.3) = — 0 ,
_2
3
_ 1 1
12 12
wN 2 1 -, unN
3 12 ’

donde se tiene otro ejemplo de una matriz de diferenciaciéon y en este caso las
aproximaciones son de orden cuatro.

La idea detras de los metros seudoespectrales es, si fuera posible, hace un paso al
limite en este proceso y conseguir matrices de diferenciacion con aproximaciones de
orden infinito. Se vera mas adelante que en el limite se obtiene la siguiente matriz
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infinita conocida como el operador de Laurent

1
3
1
T2
(2.4) D= 1 (1)
’ h
-1
1
2
1
3
Observe que D es un operador antisimétrico porque DT = —D.

Evidentemente en la practica no se utilizan matrices infinitas. Para redes finitas
el algoritmo basico es el siguiente:

Principio para los métodos seudoespectrales:
1. Se construye el polinomio p tal que p(z;) = u; Vj.

2. Después se aproxima la derivada por w; = p/j(z;).

Ejemplo 2.1. Cuando N es par usando polinomios trigonométricos la matriz de
diferenciacion N x N que se obtendra

En los programas p1.my p2.m de la referencia [6] se han estimado las derivadas
de la funcién exp(sinz) con la aproximacion de orden cuatro (2.3) y la pseudo-
espectral . En la figura 2| se han representado los errores contra N en escala
logaritmica. Mientras en el primer caso el orden es evidentemente cuatro, el segundo
error decrece con mayor rapidez y se consigue una gran precision.
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FIiGURA 2. Representacién de los errores en escala logaritmica
3. MATRICES DE DIFERENCIACION DE FOURIER

Considere un problema periédico en [0,27] y una red de punto equidistantes

de paso h = %’r = 7= % con N par. Recuerde que la DFT (transformada

discreta de Fourier) esta definida de la forma siguiente:

N
- N N
~ —ikx;
(3.1) vk:hZe ivy, k:_E—'_l’ ...... %
Jj=1
y la transforma inversa también llamada sintesis es:
1 N/2 ] N/21
— ikZ]' o —_ ikzj -~ s
(3.2) U= 5o Z e = o Z e™ig, j=1,...,N
k=—N/2+1 k=—N/2

donde 9_ /9 = Ony2 y los términos k& = £N/2 estan multiplicados por 1/2.

Se define el polinomio interpolador de banda limite de la forma:

R
— ik o
(3.3) p(z) = o E ey Y € [0, 27],
k=—N/2

que es un polinomio trigonométrico de grado a lo méas N/2. El algoritmo para
aproximar la derivada llamado diferenciacion espectral es

1. Dado los valores de v; se calcula su DFT y se construye el polinomio inter-
polador de banda limite p(z).
2. Se aproxima la derivada v'(z;) ~ p'(z;).

Para interpolar la funcién v se usaré una formulacién general basada en la funcién
de Kronecker periédica

1, j=0 (modN),
(3.4) J { 0, j#0 (modN),
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cuya transformada discreta de Fourier es constante 6, = h Vk. Su polinomio
interpolador de banda limites es

N/2 .
_h ike P sin(Nz/2)
(35) p(@) = 27 Z © T o tan(z/2) Sn (),
k=—N/2+1
donde Sy (z) es la funcién sinc que se escribe como
sin(Z%)
27 tan(3)
cuya derivada en los nodos resulta
A j=0 (modN),
3.7 Sv(e;) { L-1)icot(2),  j#0 (modN).
Volviendo al caso general y escribiendo
N
(3.8) 0= Vmbjm,
m=1
el polinomio interpolador sera
N
(3.9) p@) =Y vmSn(z—2m),
m=1
y su derivada
N
(3.10) p'(z) = Z U Sy (T — ).
m=1

Esto significa que la aproximacién de la derivada en el nodo x; es

N
(3.11) V' (z5) ~pl(zy) = Z v SN (T; — ),

es decir, la fila j-ésima de la matriz de diferenciaciéon es
(3.12) (Sn (x5 — 21), Sy (@) — @2), - , Sy (x5 — zN)),

y la matriz N x N de diferenciacién que se obtiene es la siguiente

0 f% cot %
1 1h 1 2h
-3 cot > 5 cot 5
1 2h 1 3h
= cot 55 —=cot
(3.13) Dy = 2 2 2 2 ,
_1 3h
5 cot 5
1 1h
) . " 5 cot -5
3 cot 35 O

que es justamente la expresion (2.5).
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Para aproximar segundas derivadas de debe derivados dos veces la funcién sinc
con el resultado:

% =0 dN),
(3.14) nw) ={ O 8 7=0 {modN)

y la matriz de diferenciacién para la aproximar la segunda derivada que se obtiene
es:

2 . e
(3.15) DY = o

En el programa p4.m de [6] se estiman las derivadas de las funciones:

, Tr—T :
(3.16) f(z) = max{0,1 — | 5 ‘}, g(z) = e,
con el resultado de la figura
function spectral derivative
15 T T T 1 T -
1 0.5
0.5 0
0 -0.5
-0.5 -1
0 2 4 6 0 2 4 6
3 ; 2 . .
max error =9.6878e-013
1 .
2
0
1
-1
0 -2
0 2 4 6 0 2 4 6
FI1GURA 3.

4. MATRICES DE DIFERENCIACION DE CHEBYSHEV

Considere ahora el caso de un problema no peridédico en un dominio acotado
[—1,1]. La teoria de interpolaciéon demuestra que para los nodos equidistantes z; =
-1+ QWJ 7 = 0,...,N el polinomio de interpolacién diverge debido al efecto
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Runge que se muestra en la parte izquierda de la figura[l Ademas, esa misma teoria
de interpolacién demuestra que la mejor eleccién de son los nodos de Chebyshev:
Zj = cos ]Wﬂ j=0,...,N (capitulo 3 de [3]). Con estos nuevos nodos el polinomio
interpolar obtiene la parte derecha de la figura

equispaced points Chebyshev points
1.5 1.5
1 1
0.5 0.5
0 0
-0.5 max error = 5.9001 -0.5 max error = 0.017523
-1 -1
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

Fiaura 4. Efecto Runge para u(z) = ﬁ con N =16

La idea repite los argumentos anteriores para los nuevos nodos de Chebyshev, es
decir, dada una funcién v en dichos nodos,

1. Se construye el polinomio interpolador tal que p(z;) = v; para j =0, ...N.
2. Las aproximaciones espectrales de la derivada en los nodos son w; = p/(z;),

que escrito de forma matricial es
(4.1) w = Dpyv

donde Dy es matriz de diferenciacién de Chebyshev cuyos elementos son

2N2 +1 2N2 +1
(Dn)oo = ———— (DN)NN = ———77,
6 6
s
(Dn)jj = J . j=1,.,N—1,
2(1 —a)
Ci(—l)H_j . . ..
D e ) ) :O,"'va
(Dn)ij Pp—— iF£ g, 4]
donde
. _J2 i=0N,
"7 1 1 otros.

El programa cheb.m de [6] construye las matrices de diferenciacién de Chebyshev
para cualquier N, y en el programa p12.m aplica dichas matrices para estimar la
derivadas de distintas funciones con el resultado de la figura [5
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x| exp(-x"")
0 0
10 \"‘-«‘_‘ 0 W
- 10° = 10° )
S S
5 )
107" 107"
107'° 107
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
N N
1/(1+x3) x'0
10° 10°
. 107 : . 107
S S
5 s
107"° 107"
>
107" 107"
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
N N

FicuraA 5. Estimaciones de la derivada espectral con Chebyshev

5. SERIES DE CHEBYSHEV USANDO LA FFT

En los métodos pseudoespectales para estimar una derivada se debe multiplicar la
matrix de diferenciacién por el vector de los valores de la funcién en los nodos, esto
necesita del orden de N2 productos, aunque como ya se conoce con los polinomios de
Fourier al utilizar su FFF este coste se reduce a N 1g(/N). En esta seccién se tratara
de aprovechar esta importante rebaja en el caso de los polinomios de Chebysev.

Sea z € C tal que |z| = 1, su parte real

1
x=Rez = §(z—|—z_1) =cosf €[-1,1],

donde 6 es el argumento de z.
El n-ésimo polinomio de Chebyshev estd definido de la forma

(5.1) T, (x) = Re(z") = %(z" + 27 ") = cos(nh),
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donde no parece obvio que se trate de un polinomio de orden n. Sin embargo, si se
realizan los célculos resulta que

Re(z%) =1 = To(z) =1,
Re(z)) =1(z'+271) = T (z) = =z,
Re(2?) = 3(z2+272) =3z +27 1) - 1= Ty(x) = 222 — 1,
Re(2?) = 3(z*+273) = 3(z' + 2712 = 321 +271) = T3(z) = 42% — 3a,

en general se tiene la recurrencia
Tni1(x) = 22T, (x) — Th—1(x).

En un apéndice de [3] se recogen las propiedades mas importantes de los polinomios
de Chebyshev.

Dado entonces un polinomio cualquiera p(x) de grado N, se puede expresar de
la forma

N
p) =Y anTo(x),  Vae[-1,1],
n=0

que en la variable € serd un polinomio trigonométrico de periodo 27
N
P(0) = Z an, cos(nb), Vo € R.
n=0

Entonces si p(z) interpola una funcién f(z) en los nodos de Chebyshev z; =
cos &7, P(0) interpolard la funcién F'() = f(cosf) en los nodos equidistantes ; =
%% para j =0,..., N donde se puede aplicar la FFT.

Cuando se calcula la primera derivada:
() = Pr(0) 4 Pr(6) _ ZnN:o nay, sinn@l
de/di = Vo2 Vi
Esta expresién permite obtener las p/(z;) en funcion de los Pr(6;) excepto para
x = +1 donde se debe aplicar la regla de L’Hopital con el siguiente resultado:
N

N
pr(l) = anan, pl(—1) = Z(—l)"“nzan.
n=0

n=0

En conclusion, el algoritmo de diferenciacion espectral de Chebyshev via FFT
seria el siguiente:

1. Dados los valores vy, ...,vny en los nodos de Chebyshev, los extendemos a
un vector V de longitud 2N de forma para, es decir, Voy_; = v; para
j=1,2,..,N.

2. Se utiliza la FFT para calcular

L 2N
Ve =+ > eV, k=-N+1,.,N.
§=0

3. Se estima los Wk = ik‘/}k menos WN =0.
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4. Utilizando otra vez la FFT se realiza la sintesis
1 &
Wy=-— > "W, j=0,.,2N-1
k=—N+1
5. Finalmente se calculan las aproximaciones de la derivadas en los nodos de
Chebyshev
Wi

2)
1/1—33]-

con las formulas especiales para los extremos

w; = — j=1,...,N,

1 & 1 &
wo = o Zonzﬁn, wy = o Z(—l)”+1n2ﬁn,
ne

n=0

con los términos en 0 y N multiplicados por %

2 /\ﬁfpf\ﬁ/\/\/\/\

FI1GURA 6.

En el programa chebff.m de [6] se ha implementado este algoritmo, y en p18.m
se ha utilizado para obtener estimaciones de la derivada de la funcion e” sin(5x)
para N = 10, 20.

Para conocer cémo trabaja este método para EDP, en el programa p19.m se
considera la ecuacién de ondas:

(5.2) Upp = Upy, —1<ax<1, t>0, wu(£l)=0.

Para avanza en tiempo se ha utilizado un método leap-frog y chebfft para
estimar las derivadas en z. La condicion inicial es u(z,0) = ¢~209%" E] resultado
de la integracion numérica puede apreciarse en la figura [ .
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En el segundo ejemplo del programa p20.m se considera la ecuacién de ondas en
dos dimensiones espaciales:

(5.3) Ut = Ugy + Uyy, —1<z,y<l, t>0, w=0 sobrela frontera,
con los datos iniciales:
(5.4) u(z,y,0) = 6_40(($_0’4)2+y2), ug(z,y,0) = 0.

Para avanzar en el tiempo se utiliza nuevamente un leap-frog y la £ft para apro-
ximar las derivadas en x e y. La figura [7] dibuja como evoluciona la solucién con el
paso del tiempo.

t=0 t=0.33333

t=0.66667 t=1

FI1GURA 7.
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