
MÉTODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA PROBLEMASHIPERBÓLICOSF. VADILLOResumen. En esta leión se estudian las euaiones hiperbólias y su resolu-ión numério on esquemas en diferenias. Se omienza on la euaión deondas de primer orden para después pasar a los sistema hiperbólios on unaatenión espeial a la euaión de ondas de segundo orden.Índie1. E.D.P. de primer orden 12. La euaión de ondas de orden uno 33. Métodos en diferenias para EDP de primer orden 64. Sistemas hiperbólios 85. La euaión de ondas de segundo orden 96. Métodos en diferenias 12Referenias 131. E.D.P. de primer ordenUna euaión en derivadas pariales de primer orden en el plano es una expresióndel tipo:(1.1) F (x, t, u,
∂u

∂t
,
∂u

∂x
) = 0.En partiular la euaión es lineal si se expresa en la forma:(1.2) a(x, t)

∂u

∂x
+ b(x, t)

∂u

∂t
= c(x, t)u + d(x, t).Aunque existen ténias analítias que resuelven la euaión de primer ordengeneral, sin embargo por senillez, aquí se onsiderará el aso uasilineal porque laténia es mas fáil de omprender.La ténia que se expliará a ontinuaión redue la euaión en derivadas par-iales a un sistema de euaiones difereniales ordinarias; sistema que en asossenillos se puede resolver por ténias analítias o por ténias numérias en asosmás ompliados en el onoido omo métodos de las araterístias.El problema que se onsidera es el siguiente:Reeived by the editors 14 de marzo de 2011.Disponible en: www.ehu.es/~mepvaarf. 1

www.ehu.es/~mepvaarf


2 F. VADILLOHalle la funión u(x, t) que veri�que la euaión uasilineal:(1.3) P (x, t, u)
∂u

∂x
+Q(x, t, u)

∂u

∂t
= R(x, t, u),uya grá�a ontenga una urva dada:(1.4) γ ≡











x = x0(s),

t = t0(s),

u = u0(s)para s ∈ (s0, s1).Si se onsidera el ampo de vetores:(1.5) v(x, t, u) = P (x, t, u)i +Q(x, t, u)j + R(x, t, u)k,y el vetor normal a la super�ie u = u(x, t) es:(1.6) n =
∂u

∂x
i +

∂u

∂t
j − k,y la euaión (refe:uasilineal) se pude esribe omo:(1.7) v · n = 0,es deir, el ampo de vetores v es tangente a la grá�a de la funión u en adapunto. En onseuenia se puede onstruir la super�ie soluión on las urvas quesalen de la urva iniial γ siguiendo la direión del ampo v. Por ada punto dela urva iniial (x0(s), t0(s), u0(s)) se onstruye una nueva urva, llamada linea deampo que resuelva el sistema araterístio :(1.8) 









dx
dr

= P (x, t, u),
dt
dr

= Q(x, t, u),
du
dr

= R(x, t, u),on la ondiión iniial (x0(s), t0(s), u0(s)) en r = 0.La soluión parametrizada:(1.9) 









x = x(s, r),

t = t(s, r),

u = u(s, r),es una super�ie integral del ampo asoiado a la euaión y su proyeión sobre elplano OXT es una urva araterístia de la euaión.Para que las euaiones parametrizadas de�nan un super�ie regular es neesarioque la urva iniial γ no sea una urva araterístia de la euaión porque en talaso nuna nos moveríamos de ella, es neesario entones que el dato iniial veri�queuna ondiión de transversalidad para que los vetores tangentes no tengan la mismadireión que es la siguiente:(1.10) ∣
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MÉTODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA PROBLEMAS HIPERBÓLICOS 3Ejemplo 1.1. Halle la soluión de la euaión:
x
∂u

∂x
+ t

∂u

∂t
=

2

3
u,que ontiene la urva interseión de las super�ies: t = u3, t > 0, x = 1.El sistema araterístio es:











dx
dr

= x,
dt
dr

= t,
du
dr

= 2
3u,y la ondiión iniial: para r = 0, x = 1, t = s3, u = s.Es muy senillo omprobar que se veri�a la ondiión de transversalidad. Inte-grando las euaiones lineales y desaopladas se obtiene la super�ie integral:











x(s, r) = er,

t(s, r) = s3er,

u(s, r) = se
2r
3 ,y despejando �nalmente s y r en funión de x y t se llega a la soluión:

u = (xt)
1
3 .Evidentemente, este método alula la super�ie integral pero no garantiza queexista una soluión de la euaión en derivadas pariales porque puede resultarimposible despejar los parámetros s y r en funión de las variables x y t paraalular u(x, t). 2. La euaión de ondas de orden unoLas euaiones en derivadas pariales de primer orden que habitualmente apare-en en las apliaiones están relaionadas on leyes de onservaión de antidadesfísias. Son sistemas de E.D.P. (generalmente no lineales) que dependen del tiempoy en el aso de una dimensión espaial tiene la forma:(2.1) ∂

∂t
u(x, t) +

∂

∂x
f(u(x, t)) = 0,donde u es un vetor m-dimensional de antidades onservadas, tales omo masas,momentos , energías,... y f es la funión �ujo del sistema.El problema más senillo es el problema de Cauhy de valores iniiales puro enque la euaión se onsidera para −∞ < x <∞ , t > 0 y se espei�a una ondiióniniial:(2.2) u(x, 0) = u0(x), −∞ < x <∞.Ejemplo 2.1. Suponga una tubería muy estreha llena de un gas de densidad ρ(x, t)que se mueve a una veloidad v(x, t) onstantes para ada seión de la tubería. Lamasa de gas entre dos puntos x1 y x2 en en instante t será:masa en [x1, x2]en el tiempo t =

∫ x2

x1

ρ(x, t)dx.Por otra parte, el �ujo de gas que atraviesa la seión en (x, t) es:�ujo en (x, t) = ρ(x, t)v(x, t).



4 F. VADILLOEntones la variaión de la masa en [x1, x2] es el �ujo entrante menos el saliente,es deir:
d

dt

∫ x2

x1

ρ(x, t)dx = ρ(x1, t)v(x1, t) − ρ(x2, t)v(x2, t),que será la forma integral de la ley de onservaión de la masa.Para obtener la forma diferenial de la ley de onservaión de la masa, se debesuponer que las funiones ρ(x, t) y v(x, t) son difereniables, entones:
ρ(x1, t)v(x1, t) − ρ(x2, t)v(x2, t) = −

∫ x2

x1

∂

∂x
(ρ(x, t)v(x, t))dx,que llevada a la expresión anterior �nalmente resulta:

ρt + (ρv)x = 0.Esta euaión se puede resolver si se onoe la veloidad v porque entones ρv =
f(ρ) y tiene la forma de la expresión general (2.1). Se trata de un ejemplo senillode una euaión de onveión que representa el transporte de la masa a través delespaio por el movimiento del medio.Cuando la veloidad es onstante v(x, t) = a la euaión que queda es:

ρt + aρx = 0,llamada euaión de onveión lineal o también euaión de ondas de primer orden.La euaión de ondas de primer orden ahora se esribirá omo:(2.3) ut + aux = 0.El problema de Cauhy está de�nido por la euaión en −∞ < x < ∞, t ≥ 0 onuna ondiión iniial:(2.4) u(x, 0) = u0(x).El sistema araterístio es:(2.5) 









dx
dr

= a,
dt
dr

= 1,
du
dr

= 0,on la ondiión iniial de que en r = 0, t = 0, x = x0, u = uo(x0).La soluión que resulta es:(2.6) u(x, t) = u0(x− at),para todo t ≥ 0. Cuando el tiempo avanza, el dato iniial simplemente se desplazaon una veloidad a, haia la dereha si a > 0 y haia la izquierda uando a < 0.Además, la soluión es onstante a lo largo de sus retas araterístia x−at = cte.El programa wvmovie.m de la referenia [1℄ permite observar la evoluión de lasondas. Si telea en la ventana de omandos deMatlab el nombre wvmovie se abriráuna ventana omo la de la �gura 1 donde se puede observa la evoluión de la ondaque se elija.Otros programas del mismo autor son: wvsurf.m que dibuja la super�ie u(x, t)en el plano xtu y el programa wvslie.m dibuja la funión en distintos tiempos.La euaión de onveión on el oe�iente variable:(2.7) ut + (a(x)u)x = 0,
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Figura 1. Ventana del programa wvmoviedonde a(x) es una funión regular, se puede esribir de la forma:(2.8) (

∂

∂t
+ a(x)

∂

∂x

)

u(x, t) = −a′(x)u(x, t),de donde se dedue que la evoluión de u a lo largo de las urvas araterístias:(2.9) {

x′(t) = a(x(t)),

x(0) = a0,satisfae la euaión diferenial ordinaria:(2.10) d

dt
u(x(t), t) = −a′(x(t))u(x(t), t).Por lo tanto, en este aso la soluión no es onstante a lo largo de las araterístiaspero el problema se redue a resolver euaiones diferenias ordinarias.La E.D.P. de primer orden no lineal de tipo onservativo (2.1) más famosa esuando la funión f(u) = 1

2u
2 llamada euaión de ondas no lineal o tambiéneuaión de Burgers sin visosidad:(2.11) ut + uux = 0.Para la ondiión iniial u(x, 0) = u0(x) y usando el sistema araterístio se obtienela soluión exata:(2.12) u(x, t) = u0(x − tu(x, t)),en la que no es posible, en general, despejar la inognita u, haría falta utilizar elteorema de la funión implíita.



6 F. VADILLOEjemplo 2.2. Cuando u0(x) = −x la soluión es:(2.13) u(x, t) =
−x

1 − t
,que explota en t = 1. Las urvas araterístias x(t) = (1 − t)x(0) on�uyen en elpunto (0, 1) omo se puede apreiar en la �gura 2 y en t = 1 tiene lugar un shokporque omo la soluión es onstante a lo largo de las urvas araterístias, en

t = 1 la soluión debiera tomar todos los valores iniiales osa que evidentementees imposible.
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Figura 2. Caraterístia de la euaión de Burger para u0(x) = −x3. Métodos en diferenias para EDP de primer ordenLa teoría de los métodos en diferenias para la euaión de ondas lineal (2.3) onuna ondiión iniial (2.4) apenas presenta novedades respeto a lo que ya se hizopara la euaión del alor, razón por la ual se hará on mayor brevedad. La ideageneral sigue la teoría desarrollada para los problemas parabólios. Para demostrarla onvergenia de un esquema en diferenias se utiliza el teorema de Lax, es deir,se demuestra la onsistenia on el problema y después se estudia su ondiión deestabilidad numéria.Sean entones h y k los pasos en x y t respetivamente, suponiendo en primerlugar que a > 0, es deir, las pendientes de las retas araterístias son positiva;el llamado método lateral izquierdo es ahora el método upwind:(3.1) Un+1
j = Un

j − λa(Un
j − Un

j−1).



MÉTODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA PROBLEMAS HIPERBÓLICOS 7donde λ = k
h
. Suponiendo que u es su�ientemente difereniable y utilizando de-sarrollos de Taylor, el e.t.l. que resulta es:(3.2) Thk = chk

∂2u

∂x2
+ dhk

∂3u

∂x3
+ O(k3) + O(h3),donde:(3.3) chk =

a

2
(ak − h), dhk =

a

6
(h2 − a2k2),son respetivamente los oe�ientes de disipaión y dispersión del método. En esteaso si k

h
= 1

a
ambos oe�ientes se anulan y el método es de orden dos.Para estudiar la estabilidad se sustituye en el esquema en diferenias Un

j =

gneiξjh para obtener el fator de ampli�aión que resulta:(3.4) g(ξ) = (1 − aλ) + aλeiξh,uyo módulo al uadrado es:(3.5) |g(ξ)|2 = 1 − 2aλ(1 − aλ)(1 − cos ξh) ≤ 1,para aλ ≤ 1 que será por tanto la ondiión de estabilidad de este método.Cuando chk 6= 0 la llamada euaión modi�ada del método es:(3.6) ∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
+ chk

∂2u

∂x2
+ dhk

∂3u

∂x3
= 0,que tiene un término de difusión no nulo. Esto provoará un efeto difusivo en elesquema numério que aproximará mejor la euaión modi�ada que la original,es deir, los términos espurios de difusión provoan que las soluiones numériasorrespondan a una euaión de difusión y no de onveión.Para evitar este problema se pueden introduen en el esquema numério términosde difusión arti�iales omo se verá en el siguiente ejemplo.Se onsidera el método en diferenias progresivo en tiempo y entral en espaio,es deir:(3.7) Un+1

j = Un
j −

a

2
λ(Un

j+1 − Un
j−1),uyo e.t.l. es:(3.8) Thk =

k2a2

2

∂2u

∂x2
− (

k3a3

6
+
aλh3

6
)
∂3u

∂x3
+ O(k4) + O(h4).Si ahora se suma en el esquema una aproximaión del término de difusión resultael llamado método de Lax-Wendro�:(3.9) Un+1

j = Un
j −

a

2
λ(Un

j+1 − Un
j−1) +

a2

2
λ2(Un

j+1 − 2Un
j + Un

j−1),uyo oe�iente de difusión es ero y por tanto evitará las difusiones en las aproxi-maiones numérias. Se trata de un método de orden dos y su fator de ampli�aiónes:(3.10) g(ξ) = 1 + iaλ sin ξh− 2a2λ2 sin2 ξh

2
,uyo modulo uadrado es:(3.11) |g(ξ)|2 = 1 + 4(a4λ4 − a2λ2) sin4 ξh

2
≤ 1,uando |a|λ ≤ 1.



8 F. VADILLOA esta misma ondiión llegaron en 1928 Courant, Friedrihs y Lewy por unrazonamiento geométrio omparando los dominios de dependenia de la euaióndiferenial y su disretizaión numéria.Dado un punto de la red (xj , t
n) el valor de la soluión exata de (2.3) en dihopunto u(xj , t

n) = u0(xj − atn) donde xj − atn es la interseión on el eje OX dela araterístia x − xj = a(t − tn) que pasa por el punto, entones si la urvasaraterístias, en este aso reta, no están ontenida en el dominio de dependeniadel esquema, podríamos ambiar el dato iniial para modi�ar la soluión exatapero el esquema no se enteraría, razón por lo ual no podría haber onvergeniapero omo el esquema es onsistente lo que se hubiera perdido es la estabilidad.Como λ = k
h
es onstante el dominio de dependenia del punto (xj , t

n) en elesquema no ambia y su interseión on el eje OX es el intervalo [xj−
1
λ
tn, xj+

1
λ
tn].En onseuenia para que:(3.12) xj − atn ∈ [xj −

1

λ
tn, xj +

1

λ
tn)],la ondiión que de umplirse es que |a| ≤ 1

λ
lo ual equivale a esribir que |a|λ ≤ 1que es la denominada ondiión CFL del método numério, ondiión neesariapara la estabilidad de todo esquema explíito.4. Sistemas hiperbóliosUna generalizaión de la de la euaión de ondas ut + aux = b se obtiene uandose esribe el sistema vetorial:(4.1) ut +Aux = b,donde u(x, t) v b(x, t) son vetores m-dimensional y A(x, t) una matriz m × m.Evidentemente la naturaleza de la euaión dependerá del tipo de matriz.Cuando la matriz A es onstante se die que es hiperbólio si diha matriz esdiagonalizable, es deir, existe una matriz P no singular tal que:

Λ = diag(λ1, ..., λm) = P−1AP,donde los λj son los autovalores de A. Como A = PΛP−1 introduiendo estaexpresión en el sistema se tiene:
ut + PΛP−1ux = b,que se puede esribir omo:

(P−1u)t + Λ(P−1u)x = P−1b,y haiendo el ambio de variable v = P−1u se llega al sistema de m euaionesdesaopladas:(4.2) (vj)t + λj(vj)x = (P−1b)j ,de soluiones exatas vj(x, t) = (P−1u0)j(x − λjt) para j = 1, ...,m.El aso más interesante de los sistemas hiperbólios es uando m = 2 y la matriz:(4.3) A =

(

0 −1
−1 0

)



MÉTODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA PROBLEMAS HIPERBÓLICOS 9Si se expresa la euaión vetorial por omponentes se tiene lo siguiente:
∂u1

∂t
−
∂u2

∂x
= 0,

∂u2

∂t
−
∂u1

∂x
= 0.Derivando la primera euaión respeto de t y la segunda respeto de x resulta:

∂2u1

∂t2
−
∂2u2

∂t∂x
= 0,

∂2u2

∂x∂t
−
∂2u1

∂x2
= 0,que sumadas dan:(4.4) ∂2u1

∂t2
−
∂2u1

∂x2
= 0,que es la onoida omo euaión de ondas de orden dos que se estudiará en lasiguiente seión .Para disretizar los sistemas hiperbólios se utilizan las misma ideas desarrol-ladas para las euaiones esalar aunque, omo es natural, apareen algunas di�ul-tades debidas al aumento en la dimensión. Por ejemplo, se pueden esribir versionesvetorial de los métodos upwind, Lax-Wendro�.... ( ver tabla 10.1 de [2℄).5. La euaión de ondas de segundo ordenEl problema de Cauhy de la euaión de ondas de segundo orden de veloidad

c es:






utt − c2uxx = 0, x ∈ R, t > 0,
u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ R,

ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R

(5.1)uya soluión exata se puede alular de forma explíita. En efeto, es fáil om-probar que la soluión es la famosa fórmula d'Alembert:(5.2) u(x, t) =
1

2
[ϕ(x + ct) + ϕ(x− ct)] +

1

2c

∫ x+ct

x−ct

ψ(s)ds,que también onviene esribir omo suma de dos ondas viajeras de veloidades ±c:(5.3) u(x, t) = F (x+ ct) +G(x− ct),donde:
F (x) =

1

2
ϕ(x) +

1

2c

∫ s

0

ψ(σ)dσ,

G(x) =
1

2
ϕ(x) +

1

2c

∫ 0

s

ψ(σ)dσ.Las retas x± ct = cte son las retas araterístias de la euaión.La fórmula de d'Alembert para la soluión exata permite deduir algunas propiedadesimportante de la euaión de ondas:1. Veloidad �nita de propagaión: la soluión en ada punto del plano (x, t)depende exlusivamente de los datos iniiales en el intervalo de dependenia
[x− ct, x+ ct].



10 F. VADILLO2. No hay efeto regularizante: la soluión u es tan regular omo la posiióniniial ϕ y gana una derivada respeto a la veloidad iniial ψ.3. Conserva la energía: la energía del sistema que se de�ne de la forma:(5.4) E(t) =
1

2

∫

R

[

|ux(x, t)|2 + |ut(x, t)|
2
]

dx,veri�a que:
dE

dt
= 0, ∀t ≥ 0.Esta ley de onservaión sugiere que el si (ϕ, ψ) ∈ H1(R)×L2(R) entonesla soluión u ∈ C([0,∞);H1(R))

⋂

C1([0,∞);L2(R)) lo que india que sepreserva la regularidad en los datos iniiales.Para un modelo simpli�ado de las vibraiones de una uerda de longitud π setiene la euaión de ondas en un intervalo aotado :














utt − c2uxx = 0, 0 < x < π, t > 0,
u(x, 0) = ϕ(x), 0 < x < π,

ut(x, 0) = ψ(x), 0 < x < π,

u(0, t) = u(π, t) = 0, t > 0,

(5.5)donde se han impuesto ondiione de ontorno de Dirihlet que indian que lauerda está �jada en los extremos.El método de separaión de variables permite esribir la soluión en serie deFourier. Si los datos iniiales admiten un desarrollo en serie de Fourier:
ϕ(x) =

∑

l≥1

ϕ̂lwl(x), ψ(x) =
∑

l≥1

ψ̂lwl(x), 0 < x < π,donde wl(x) =
√

2
π

sin(lx), la soluión se esribe de la forma:(5.6) u(x, t) =

∞
∑

l=1

(

ϕ̂l cos(lt) +
ψ̂l

l
sin(lt)

)

wl(x).Nuevamente la energía de la soluión que es:(5.7) E(t) =
1

2

∫ π

0

[

|ux(x, t)|2 + |ut(x, t)|
2
]

dx.se onserva, y el espaio natural para resolver el problema es H1
0 (0, π) × L2(0, π).El programa wvstring.m de [1℄ dibuja la soluión de d'Alembert para diferentesvalores iniiales y ondiiones de ontorno.Disretizando la variable x on un paso h = π

M+1 y utilizando la lásia aprox-imaión de tres puntos para la segunda derivada se obtiene el sistema semi-disreto de M euaiones difereniales ordinarias lineales:














u′′j (t) − c2
uj+1(t)−2uj(t)+uj−1(t)

h2 = 0, t > 0
uj(0) = ϕj ,

u′j(t) = ψj ,

u0(t) = uM+1(t) = 0, t > 0,

(5.8)



MÉTODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA PROBLEMAS HIPERBÓLICOS 11para j = 1, ...,M y que en notaión vetorial se puede esribirse en la forma:






u′′(t) −Ahu(t) = 0,

u(0) = ϕ,

u′(0) = ψ.

(5.9)donde:
u(t) =













u1(t)......
uM (t)













, Ah =
c2

h2













−2 1

1
. . . . . .. . . . . . 1

1 −2













.Considerando ahora el problema de autovalores:
−AhW = λW,las soluiones son:

λl(h) =
4c2

h2
sin2

(

l
h

2

)

,y los autovetores asoiados:
Wl(h) =

√

2

π







sin(lx1)...
sin(lxM )






,para j = 1, ...,M , y por tanto se onluye que uando h → 0 los autovalores yautovetores del problema semi-disreto onvergen a los autovalores y autovetoresdel problema ontinuo.La soluión del problema semi-disreto también se puede desarrollar en seriede Fourier. Suponiendo que los datos iniiales admiten los desarrollos en serie deFourier siguientes:

ϕ =

M
∑

l=1

ϕ̂l(h)Wl(h),

ψ =

M
∑

l=1

ψ̂l(h)Wl(h),on:
ϕ̂l(h) = 〈ϕ,W(h)〉h ,

ψ̂l(h) = 〈ψ,W(h)〉hen donde 〈e, f〉h = h
∑M

j=1 ejfj; la soluión del método semi-disreta que resultaes:(5.10) u(t) =

M
∑

l=1

(

ϕ̂l(h) cos(µl(h)t) +
ψ̂l(h)

µl(h)
sin(µl(h)t)

)

Wl(x),donde µl(h) =
√

λl(h).También se puede de�nir una versión disreta de la energía de la forma:(5.11) Eh(t) =
h

2

M
∑

j=0

[

∣

∣

∣

∣

uj+1 − uj

h

∣

∣

∣

∣

2

+ |u′j |
2

]

,



12 F. VADILLOque naturalmente es onservada, es deir, dEh

dt
= 0. La onlusión �nal a la quese llega es que el sistema semi-disreto es una aproximaión natural del sistemaontinuo y se trata de un método onsistente de orden dos.Para estudiar su estabilidad se puede haer un análisis de Von Neumann insertan-do uj(t) = g(t)eiξjh en la fórmula del método obteniéndose la euaión diferenialde segundo orden:

g′′(t) + 4
c2

h2
sin2 ξh

2
g(t) = 0,que multipliada por g′(t) se expresa de la forma:

d

dt

[

1

2
|g′(t)|2 + 2

c2

h2
sin2 ξh

2
|g(t)|2

]

= 0,que garantiza la estabilidad del método.6. Métodos en difereniasEl esquema ompletamente disreto más utilizado para aproximar numéria-mente la euaión de ondas de segundo orden es el llamado método leap-frog:










U
n+1

j
−2Un

j +U
n−1

j

k2 = c2
Un

j+1−2Un
j +Un

j−1

h2 ,

U0
j = ϕj ,

Un
0 = Un

M+1 = 0, ,

(6.1)para j = 1, ...,M y n ≥ 0. Como se trata de un esquema de tres niveles, paraomenzar es impresindible onoer los U0
j = ϕj y los U1

j que de momento sedesonoen, lo natural es utilizar el dato iniial de la derivada y tomar:(6.2) U1
j = ϕj + kψj ,porque se trata de una aproximaión de orden dos omo lo es también el método.Este método explíito se puede reesribir de forma más ómoda omo:(6.3) Un+1

j = (2 − 2λ2)Un
j + λ2(Un

j+1 + Un
j−1) − Un−1

j ,on λ = c k
h
. Evidentemente es un método onsistente de orden dos, y para laestabilidad se puede utilizar el método de Von Neumann insertando la soluión

Un
j = gneiξjh on el resultado siguiente:(6.4) g2 =

(

2 − 4λ2 sin2(
ξh

2
)

)

g − 1,uyas raíes tiene el módulo menor que uno si λ ≤ 1 que por tanto será la ondiiónde estabilidad. La misma ondiión se obtiene uando se omparan los dominiosde dependenia de la euaión diferenial y el esquema numério en lo sería laondiión CFL del método.El programa finedif.m de la referenia [6℄ implemente el este método leap-frogy en �gura 3 se ha representado la soluión obtenida para el problema:














utt − 4uxx = 0, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 0,5,
u(x, 0) = sinπx+ sin 2πx, 0 ≤ x ≤ 1
ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1
u(0, t) = u(π, t) = 0, 0 ≤ t ≤ 0,5,

(6.5)
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Figura 3.En la bibliografía lásia [3℄, [4℄, [5℄, [2℄.... se pueden enontrar otros muhosmétodos en diferenias para la euaión de ondas de segundo orden.Referenias1. R. Knobel, An Introdution to the Mathematial Theory of Waves, Amerial MathematialSoiaty, 1999.2. R.L. LeVeque, Numerial Methods for Conservation Laws, Birkhauser, 1992.3. R.D. Rihtmeyer and K.W.Morton, Di�erene Methods for Initial Value Problems (SeondEdition), John Wiley, 1967.4. J.C. Strikwerda, Finite Di�erene Squemes for P.D.E., Wadswork, 1989.5. E.H. Twizell, Computational Methods for P.D.E., Ellis Horwood, 1984.6. J.F. Mathews y K.D. Fink, Métodos Numérios on MATLAB. Terera ediión, Prentie Hall,1999.Dep. Matemátia Apliada y Estadístia e I.O. de la UPV/EHU.E-mail address: fernando.vadillo�ehu.es
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