UNA INTRODUCCION A LA OPTIMIZACION

F. VADILLO

REsSUMEN. En este documento se introducen los método numeéricos para calcu-
lar el punto v,, € R™ donde una funcién F : R® — R alcanza su valor minimo.
Los métodos y algoritmos presentados son los clasicos: descenso, gradiente y
gradiente conjugado. Después se describe el algoritmo de Nelder-Mead para
problemas no diferenciables y se finaliza referenciando los métodos de compu-
to evolutivo. Los métodos de optimizacion con restricciones no-estudiados en
este documento se pueden aprender en textos clasicos como [6], [13]; 2], [10],
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2 F. VADILLO

1. INTRODUCCION

Dada una funcion F' : R™ — R se busca su minimo, es decir, el punto v, € R"
tal que

(1.1) F(vp) = min F(v).

Ejemplo 1.1. La resolucién un sistema lineal Av = b se puede reescribir como el
problema del hallar el minimo de la funcién

F(v) = [|[Av—Db]|.
Ejemplo 1.2. El problema de resolver el sistema de ecuaciones no lineales
24+ 42 = 1,
422 + y2 = 1,
es también el problema de minimizar la funcién
F(z,y) = (2 +4y* — 1)? + (4a® +y* — 1)%
cuya grafica y curvas de nivel se dibujan en la Figura [T.2]

y-axis

A 0.5 0 0.5 1
x-axis

Ficura 1.1. Grafica y curvas de nivel de F(x,y)

Ejemplo 1.3. El famoso Traveling Salesman Problem (TSP) cuya version mas
sencilla trata que hallar el camino més corta que conecta un conjunto dado de
puntos del plano. Es un problema cuya solucién requiere un tiempo que aumenta
exponencialmente con el nimero de puntos (NP-complete problem) (Ver [§] y sus
referencias).

1.1. Resultados teéricos. Desde el punto de vista tedrico los resultados clasicos
més importantes son los siguientes:

Teorema 1.4. El teorema de Taylor para funciones de varias variables Dado un
punto v = (vy,- - ,v,)T y una direccion d = (dy,--- ,d,)T el desarrollo de Taylor
establece que

(1.2) F(v+d)=Fwv)+VFw)".d+ % dTV2F(v) d + O(]|d|]?),
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donde VF(v) es el vector gradiente de F en v, y V?F(v) es la matriz Hessiana de
las sequndas derivadas de F' en v definidas de la forma

gl d°F ?r . _9’F
8%1, 81)? Ov10v3 Ov10vy,
Jvs OF_ 9’F . _0°F
Ova0v Ov3 Ov20vy,
VF(V) — . , V2F(V) _ 2001 V5 2 ,
OF : : T :
dun ’F 9*F o°F
Ov,, 01 vy, Ovg v

y el resto O(||p||?) depende de las derivadas de F de orden mayor que 2.

Demostracion. Vea por ejemplo los cléasicos [0, Capitulo 3] , [7, Chapter IV.4] o
también [I1], Capitulo 7. O

El escalar

n 8F
VEW)"-d = > d, 5
j=1 J

es la derivada de F' en el punto v en la direccion d, y en el segundo término en el
desarrollo (1.2)) es la forma cuadrética

d"V2F(v) d = i OE
N ij=1 dviv; o

Entonces, si v* es un minimo local si para cualquier direccién d
1
F(v*+d)=Fv")+VE~v)T -d+ 3 dT'V2E(v*) d+ O(||d|®) > F(v*),
con 0 < ||d|| < 1.

Teorema 1.5. Condicion de minimo local Suponiendo que la funcion F es sufi-

cientemente regular,

(a) Una condicion necesaria para que F' tenga un minimo local es un punto v* es
que sea un punto critico, es decir, VF(v*) = 0 y la matriz hessiana V>F(v*)
sea semi-definida positiva.

(b) Una condicién suficiente para que F tenga un minimo local es un punto v* es
que sea un punto critico y la matriz hessiana sea definida positiva.

Demostracion. Vea por ejemplo los cléasicos [0, Capitulo 3] , [7, Chapter IV.4] o
también [IT], Capitulo 7]. O

1.2. El método de Newton. Segun estos resultados clasicos, los puntos criticos
son las soluciones del sistema no lineal

(1.3) f(v) = VF(v) = 0,
cuyo Jacobina es el Hessiano de la funcion F, es decir, J(v) = V2F(v). Por tanto,

si se aplicara el método de Newton quedaria el siguiente algortimo

Algoritmo 1.6. Comentando en un vg, para k =0,1,---

1. Se calcula dj, resolviendo el sistema V2F(vy) dp = =V F(vy).
2. Se calcula v 41 = vi + dg.

Ejemplo 1.7. Ejemplo 9.5 [I} pp. 261].
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Las dificultades practicas de este método son evidentemente:

= Requiere la existencia del Hessiano que debe ser definido positivo y ademés
necesita ser evaluado en cada iteracion.

= El método necesita resolver un sistema lineal en cada paso.

= La convergencia es sélo local.

2. METODOS DE DESCENSO

Para cualquier direcciéon d en un punto vy tal que VF(vy) # 0 y si ||d]| es muy
pequeno,
F(vi + d) ~ F(Vk) + VF(Vk)T -d
y para que F(vy +d) < F(vy), la derivada direccional debe ser negativa, es decir,
VF(vi)'-d < 0,

lo que se denomina una direccién de descenso.
Por otra parte, la desigualdad de Cauchy-Schwarz establece que

| VE(vi)"-d | < [[VEW)Il2 Id]]2,
es decir, que el descenso mas rapido sera para
dk = —VF(Vk).

conocido como el método del gradiente.

Los Métodos iterativos para aproximar el punto minimo comienza en una posi-
cién vy y después construye una sucesion con una iteraciéon del tipo

Vitr = Vi +ag dg,
dk = —B,;l VF(Vk),

tal que si By es definida positiva, entonces d es una direccion de descenso porque

VFE(vg)' -dy = —VF(vi)'B. ! VF(vy) <0.

Algunas posible elecciones:

1. En el método del gradiente B, = 1.

2. El. método de Newton tomaria By, = V2F(v}) con las dificultades e incon-
venientes comentadas.

3. Utilizar una combinacién de las dos By, = V2F(v},) + uI con p, > 0 tal
que By sea definida positiva y por tanto una direccién de descenso.

Por otra parte, en cada iteracién se debe seleccionar el tamano del paso ag, en
particular, para el método de Newton «y, = 1. Evidentemente y si fuera posible, la
mejor opcion seria minimizar la funcion

() = F(vi+ adg).

que son métodos de maximo descenso (SDM) steepest descent method.
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Ejemplo 2.1. En este ejemplo de la referencia [5, pag.5 | se busca el minimo de la
funcién

(2.1) flz1,22) = 10 —exp(—(af 4 323)), —1<ay,20 <1,

representada en la parte izquierda de la Figura 2.1
Utilizando un método gradiente con o = 0,05 constante y aproximando los
gradientes con diferencias finitas de paso h = 0,001, es decir

%(xl’xQ) ~ %(f($1+h7$2)—f(xl,x2)),
g_xlfz(l'hl?) ~ %(f(zl,x2+h)_f(x17x2))7

en la parte derecha se representan 100 iteraciones con un punto inicial aleatorio.
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Ficura 2.1. Gréfica del ejemplo (2.1) y el resultado de un algo-

ritmo descendente.

3. "METODOS DE DESCENSO PARA SISTEMAS LINEALES

3.1. SDM para un sistema lineal. Se considera el problema de resolver el
sistema lineal

(3.1) A v=hb,
donde A es una matriz simétrica definida positiva y b un vector dado. Evidente-
mente resolver el sistema (3.1]) es equivalente a minimizar la funcion
1
F(v) = 5 vIiIAv—-bT.v,
cuyo gradiente es
VF(v) = Av—b,
con lo que el método del gradiente quedaria
Vitl = Vi — O (AVk—b) = Vi + o T,

es decir, curiosamente el residuo ry = b — A vy, seria la direccion de descenso.
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Por otra parte, para calcular el tamano en el desplazamiento se deberia minimizar
la funcion
1

d(a) = 5 (vt arg)TA (vi, + ary) —bT - (vi, + ary),

cuyos puntos estaciones verifican
arfAry+rfAvi—ri b = arfAry—ri 1ty = 0,
con lo que se concluye que
I‘g - rr I‘g - TL

3.2 . = = .
(3-2) rl A 1y, rl - qy

Es decir, en el método de maximo descenso para el sistema lineal (3.1)1a direccion
es el residuo ry y el paso se calcula usando (3.2)).

Ejemplo 3.1. En este primer ejemplo se aplica el SDM al sistema
3 -2 (%1 _ 1
-2 4 Vg - -1 )’

El test 6 criterio de parada de la iteracién utilizado es |[Vigr — Vi||oo < 1072

El SDM realiza 14 iteraciones que se puede observa en lado izquierdo de la Figura
con un residuo del orden de 4 x 107°. En este ejemplo se observa claramente
como se nueve en direcciones perpendiculares a las curvas de nivel. En este ejemplo
el namero de condicion k(A)s =~ 4,5.

con vy = (1,2)7T.

2.5 /
)
s 1
N
>
-0.5
0.5 1 2.5

v, -axis 0 20 40 60 80

FiGUrA 3.1. SDM para el ejemplo 3.1 a la izquierda y a la derecha
el ejemplo 3.2.

Ejemplo 3.2. En el segundo ejemplo se aplica el SDM al sistema

5 4,99 V1 - 1
499 5 Uy o -1 )’
con vi = (1,1)7. El en lado derecho de la figura se puede observar que las

curvas de nivel son mas alargadas y después de 200 pasos el residuo es del orden de
9 x 1073 con un nimero de condicién #(A) ~ 999.
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3.2. CGM (Conjugate Gradient Method) para un sistema lineal. Para
mejorar el SDM se necesita modificar la direccion de descenso, si antes dy = ry
ahora

dp, = rip+Br_1 dg_1, para k=2,3,---

y la cuestion ahora es como elegir el Gj_1.

Si se observa la Figura [3.1] es evidente que ry es ortogonal a ri_; y por tanto
el SDM en realidad sélo tiene dos direcciones ortogonales, la direcciéon usada r; es
la misma que r3,r5,r7, -+ va saltando. Una forma de evitar esto es elegir §;_ tal
que dg sea ortogonal a dix_j en algin sentido.

Para entender como procede el algoritmo se consideran los dos primeros vectores
v1, va. Los residuos son

Ir = d1
Iro = b*AVQbeA(V1+Oé1d1):I‘lfOzlAI‘h

de donde se deduce que r2 - r; = 0 por la expresion (3.2)).
Por otra parte, para que

diAd; = (r2+ B di)FAr; = 0
se debe tomar

T T T
_r2Ar1 _ry-(ro—ry)  ry-T

pr =

r{ Ar; ar rTAry rl oy’

Siguiendo esta idea particular, el algoritmo quedara de la siguiente forma:

Algoritmo 3.3.
e Se comienza con un vy;

e Se calcula el residuo: r1 = b — Avy llamando d; = ry.
e Parak=1,2,---,n

L] Qk:Adk
. o I'{'I‘k
k = .
d’ - qp

® Vi1 = Vi + o dy.
® Ipyy =T = Ok k.

T
Ty Te41
o bk = —m—.
r, Tk
o diypi=rp1 + Bi di.

En la figura se puede apreciar este algoritmo aplicados a los ejemplos y
Para el primer caso en la tercera iteracién el residuo es del orden de 5,6 x 10~17,
mientras que para el segundo ejemplo con sélo tres iteraciones es residuo es del orden
de 7 x 10712,

El algoritmo CGM tiene una propiedad muy destacara que se demuestra en el
siguiente teorema:

Teorema 3.4. El método del gradiente conjugado cuando se utiliza para resolver
sistema lineales Av = b con la matriz A definida positiva, alcanza la solucion
exacta en m iteraciones con m <n+ 1.

Demostracion. Ver [6] o [10]. O
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2.5 0
2
s 1 50
N
>
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-0.5 1 2.5 0 50 100
v1-axis v1-axis

Figura 3.2. CGM para el primer ejemplo a la izquierda y a la
derecha el segundo ejemplo.

Para ver algunos test de error y velocidad de convergencia del CGM ver referencia
[8, pag. 358 |.

4. METODOS DE DESCENSO PARA PROBLEMAS GENERALES

Volviendo al problema general (|1.1), para aproximar el minimo v,,, los métodos
iterativos eligen un valor inicial vy y construyen una sucesion
Vk+1=Vk—|—Oékdk, k:1,2,~~'
con una direcciéon de descenso-dj tal que dg -gr < 0 donde g, = VF(vg) es el
gradiente.
Las dos opciones méas utilizadas son:
SDM: En este caso dy = —gp.

CGM: Ahorad; = —gk+ Br—1 dg—1 con By =0y
T .
Bk = gk+’11“ gk+17 para k= 172a"'
g1 ' 8k

conocido como el método de Fletcher-Reeves .
Una leve modificacion calcula

T . pa—
B, = 8k+1 (Tgk+1 gk)7 para k=1,2, -
g 8k

que es el método de Polak-Ribiére .

Para estudiar los detalles ver las referencias clasicas [6], [10] y [14]

5.  MINIMIZACION SIN DIFERENCIABILIDAD

Cuando la funcion F(v) no tiene derivadas, evidentemente los métodos basados
en el gradiente son inaplicables y se debe recurrir a otros algoritmo. El més conocido
es el Nelder-Mead de 1965, y aunque hasta hace unos anos apenas se habia utilizado
sus recientes implementaciones han ganado mucha eficacia.
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La idea bésica del algoritmo es simplemente geométrica: dados tres puntos en la
superficie vi, vo, v3 es posible construir una direccion descendente primero eligiendo
el punto entre tres de mayor valor F' y buscando una direccién entre los otros dos.

Algoritmo 5.1. Algoritmo de Nelder-Mead en R2.

Paso 0. = Se eligen vi, Vo, vs.
= Se toma una constante o > 0, por ejemplo o = 1.
= Se toma una constante 0 < 8 < 1, por ejemplo § = 1/2.
= Se toma una constante 0 < ¢ < 1, por ejemplo § = 1/2.
Paso 1. Si fuera necesario se renumeran los vertices para que F} < Fy < Fj.
Paso 2. Se calcule el centro entres vy y va, es decir, v, = %(vl + v2) y la direccién
d=v,—vj3.
Paso 3. Secalculav, =v.+ady F, = F(v,).
= Si F} < F,. < Fy, entonces vy = v,. y se vuelve al paso 1.
= Si F,. < F} se va la paso 4.
» Si Fy < F,. < F3 se va al paso 5.
= Si F3 < F, se va al paso 6.
Paso 4. Expansion: se calcula v, = v, + 2ad y F, = F(v,). Si F, < F,, entonces
V3 = V. 0 en caso contrario vy = v,. y se vuelve al paso 1.
Paso 5. Dilatacion: se calcula v, = v, + d y F, = F(v,). Si F, < F,, entonces
v3 =V, y se vuelve al paso 1, en caso contrario se salta al paso 7.
Paso 6. Contraccién: se calcula vy = v+ d y Fy = F(vs) Si Fs < F3, entonces
v3 = Vs y se vuelve al paso 1, en caso contrario se salta al paso 7.
Paso 7. Se reemplaza v; por v; + d(v; = v1) y se vuelve al paso 1.

El criterio de parada de este algoritmo estaria relacionado con el area del trian-
gulo, cuando dicha &rea es menor que una. tolerancia , la solucién seria el punto
Vi.

Ejemplo 5.2. Se considera la funcién
F(z,y) = 102" + 47,

cuyo minimo es el punto (0,0). En la Figura |5| se puede observar los seis primero
paso.

y-axis
o

\..

| \‘\\‘

\\\. =

'1 i \\\\!\\\\\m\\\
-1 -0.5 0 0.5 1
x-axis

F1GURA 5.1. Algoritmo de Nelder-Mead para el ejemplo



10 F. VADILLO

Ejemplo 5.3. Se considera la funcién
F(z,y) = (x—y)* +8xy —z+y+ 3,

cuya solucion se aprecia en In la Figura [5| se puede observar los seis primero paso.

y-axis

el

=

0 0.5 1
x-axis

o
N
-0.5

Figura 5.2. Algoritmo de Nelder-Mead para el ejemplo [5.3

6. METODOS DE COMPUTO EVOLUTIVO

Los métodos de computo evolutivo segin [I2] o métodos meta-heuristicos en
[14] son métodos de optimizacion que no utilizan el gradiente de la funciéon objeto,
esto permite aplicarlos a-problemas con funciones mas complicadas e irregulares, e
incluso a funciones que resultan de simulaciones y modeles experimentales.

En general, son métodos que utilizan reglas heuristicas que generan patrones de
busqueda de soluciones, reglas basadas en simulaciones de diferentes procesos na-
turales. Los métodos de computo evolutivo son estocastico porque siempre utilizan
procesos aleatorios para determinar las direcciones de biisqueda, por lo que gene-
ralmente es muy dificil obtener resultados teoricos y la mayoria de sus propiedades
se descubren experimentalmente.

El problema trata de encontrar el vector v, € R" tal que

(6.1) F(vn) = min F(v).

En un algoritmo evolutivo, en cada iteracién se dispone de una poblacién de
soluciones candidatas P* = {v¥ ... vk} las cuales se van modificando segtin di-
ferentes criterios o conceptos.

6.1. Aceptacion probabilistica. Es un concepto que puede formularse de la
siguiente manera: una acciéon A tiene asociada una probabilidad P4 € [0, 1], enton-
ces se genera un nimero aleatoria r4 ~ U(0,1) y si ry < P4 se ejecuta la accion A
y en caso contrario no tendra efecto.
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6.2. Seleccidn probabilistica. Se trata de seleccionar un elemento del conjunto

posible P* = {vk ... vk} pero de forma que los de mayor calidad tengan mayor
probabilidad de ser elegidos. Por ejemplo, la probabilidad de elegir v; pudiera ser
F(vP)

i

o)

y su probabilidad acumulada
P =>"P;
j=1

Entonces, el proceso de seleccion genera un namero aleatoria r ~ (0, 1) y-comienza
por v si Pf > r. Si esta condicién no se cumple se sigue con la segunda solucién
y se continua hasta que Pik > r en cuyo caso el Véc ser4 el seleccionado.

k

6.3. Bisqueda aleatoria. En cada iteracion el vector v* se modifica anadiendo

un vector aleatorio Av tal que los nuevos candidatos seran
vl = P4 Ay,

donde Av = (Avy, -+, Avy)T con Avj ~ N(0,0;).
Una vez calculado vF*+! entonces
VR vEHL s F(vET) < F(vF),
T v, si F(vFHl) > F(vF).

k+1

En esta busqueda aleatoria, es importarte cuidar que v € X para lo cual lo

mejor es asignar F(v¥*!) = +o0.

Ejemplo 6.1. Se considera el problema de maximizar la funcién

Flo,y) = 3(1- o)t AV 10( 2 - af - af)emried - gomlor’,

para —3 < x1,z9 < 3, cuya gréfica se puede apreciar en la parte izquierda de la

figura

FicUuraA 6.1. Gréfica y resultado del algoritmo de busqueda aleatoria.
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Ejemplo 6.2. Se considera el problema de maximizar la funcién de Eggholder

F(z,y) = —(x2+47) sin( |x2+%+47)|) — 1z sin (m),

para —512 < x1, x5 < 512, cuya gréfica se puede apreciar en la parte izquierda de

la figura [6.2]

500 SN NN NG
-500 -400 -300 -200 -100 0 100 200 300 400 500

F1GuraA 6.2. Grafica y resultado para la funcién de Eggholder.

6.4. Algorithms Genetics (AG). [5, Cap. 2], [12, Chap. 3].

6.5. Evolution Strategies (ES). [5, Cap. 3|, [12] Chap. 6].

6.6. Particle Swarm Optimization (PSO). [0, Cap. 4], [I12, Chap. 11|, [14}
Chap. 10].

6.7.  Differential Evolution (DE). [5, Cap. 5], [12, Chap. 12|, [14, Chap. 10].

6.8. Harmony Search Algorithm (HSA). [5, Cap. 6], [I2Z, Chap. 17].

6.9. Artificial Immune Systems (AIS). [o, Cap. 7], [12].

6.10. Electromagnetism-like Optimization (EMO). [5, Cap. 8].

6.11. Artificial Bee Colony (ABC). [5, Cap. 9], [I2] Chap. 17].
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