TALLER DE MATEMATICAS
DESIGUALDADES

Es bien sabido que en el conjunto de los niimeros reales existe una relacién de orden “natural”:
se dice que x < y cuando y — x es un numero positivo. Con esta relacién, el conjunto estd
“totalmente ordenado”; es decir si x # y, entonces, o bien x < y, o bien y < x.

En esta leccién comentaremos algunas desigualdades “famosas”: aquellas que se establecen entre
los distintos promedios de un conjunto de nimeros reales. Con ellas intentaremos resolver los
problemas que se proponen después.

Dado un conjunto arbitrario de n nimeros positivos {x1,xa,...,2,}, se pueden definir varios
“promedios”. Los mas comunes son los siguientes:

= Media aritmética: MA = 2122 F T Tn

n
= Media geométrica: MG = Va1 - x2 - ...  Tp.
n

s Media armoénica: M H =

1/z1+1/zo+ ...+ 1/2,

24234+ a2
n

= Media cuadratica: MC = \/
En este momento, es natural preguntarse:

1. ;Qué es un promedio?

2. jPor qué existen varios promedios?

A grandes rasgos, un promedio es una cantidad que representa la escala de valores de un grupo
de nimeros. Las caracteristicas basicas de un promedio son la homogeneidad (no puede variar
bajo un cambio en la escala de medida) y que su valor debe estar comprendido entre el maximo
y el minimo de las cantidades que representa.

Por otra parte, no todos los promedios representan con la misma fiabilidad el mismo conjunto
de ntimeros. Dependiendo del caso, es més conveniente uno que otro.

Entre los distintos promedios se pueden establecer las siguientes relaciones generales:

min{zy,z2,..., 2} < MH < MG < MA<MC <méx{z1,22,...,2,}.
Vamos a demostrar la desigualdad MG < M A, para lo cual distinguiremos dos casos:

1) El caso n = 2k para todos los valores de k, lo demostraremos por induccidn.

T+ T2

En primer lugar, si kK = 1, tenemos que demostrar que /z1 - xo < . Para ello

partimos de la desigualdad evidente 0 < (/1 — 1/72)? y desarrollamos. Asi pues,

T+ X2

0<x1+29—2/x1 -9 = /1 -T2 < 5



Supondremos a continuaciéon que la desigualdad es cierta para cualquier valor de k, es

decir I
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y veamos que también lo es para k + 1. Ahora bien,
$1+$2+...+x2k+1 o $1+x2+...+$2k x2k+1+$2k+2+...+$2k+2k
2k+1 - 2k+1 + 2k+1

N ].|:371+"L'2+...+x2k+$2k+1+$2k+2+...+z2k+2k
2 2k 2k

Aplicamos la hipdtesis de induccién a los dos sumandos. Asi obtenemos:

T1+x2+ ...+ Tokt 1 1/2k 1/2k
TS 25[(x1-x2‘...~x2k)/ +($2k+1+$2k+2+...+$2k+2k)/ }

Esta tltima expresion corresponde a la media aritmética de dos términos. Como en este
caso se sabe que es mayor o igual que la media geométrica de dichos términos, resulta en
definitiva que

T1+x2+ ...+ Tokt 1/2k 1/2k
2k+1 > \/(fEl Xt ... ka)( / ) (.’E2k+1+$2k+2+...+l‘2k+2k)( /%)
= (l’l s X $2k+1)1/2k+1.
2) Para demostrar el caso general, procedemos del siguiente modo:
Sea N =2 +-m, con 0 < m < 2. A partir de la desigualdad (ya probada)
1+ X2+ ...+ Tokt1 k41
2k+1 2 Z (.’Bl-.’L'Q'...'iL'QkJrl)l/Q 5
sustituimos x; por (x1 +xo+...4+xN)/N, parai= N+1,...,2¥"1 Obtenemos entonces:

z1+wo+..+en+(2FT—N) (14204 +2N) /N
2k+1

2ktl_N

1/2k1  widwot. 4an ToRFT
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Agrupando términos y simplificando, llegamos a la desigualdad buscada

r1t+x2+...+xN
N

/N

2(1'1'552'...-1’]\/)

Otras desigualdades muy ttiles en variedad de problemas son las siguientes:
Desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Dados dos conjuntos {x1,x2,...,Zn}, {y1,Y2,-.-,Yn}, se verifica que

(T1y1 +22y2 + .+ oY)’ < (@f 4+ a5+ 4 2l) (Wi + .y

Para demostrar esta desigualdad, consideramos la desigualdad (evidente)

(x1 — /\y1)2 + (z2 — )\yg)2 +.ooo+ (g — /\yn)2 >0,



donde X es un parametro real. Desarrollando la expresion anterior y agrupando términos, obte-
nemos:

(y%—l—y%—l—...—i—yfb)/\z—2)\(:n1y1+x2y2+...+:rnyn)—I—(x%—i—x%—i—...—i—xi)20.

Para que el polinomio cuadréatico sea siempre mayor o igual que cero, necesariamente el dis-
criminante debe ser menor o igual que cero. Esto nos conduce directamente a la desigualdad
deseada.

Por cierto, a partir de esta desigualdad, es muy facil probar que la media aritmética es siempre
menor o igual a la media cuadrética. ;Se te ocurre cémo probarlo?

Desigualdad de Bernouilli.
Sea a un numero real arbitrario. Entonces,
(a) Si0 < a <1, entonces (1 + x)* <1+ az, para todo z mayor o igual que uno.

(b) Sia <06 a>1,entonces (14 z)* > 1+ ax, para todo  mayor que uno.

Algunos de los problemas siguientes requieren conocer algunas de las desigualdades anteriores
pero otros se resuelven sin necesidad de ellas. Bastaran conocimientos mas generales o deduc-
ciones méas simples.



PROBLEMAS

1. Sean aq,...,a, numeros positivos.
(a) Probar que, si a; +as + ...+ a, = 1, entonces a3 + a3 + ... +a2 > 1/n.

(b) Probar que, siay-ag-...-a, =1, entonces ay +ag + ...+ a, > n.

2. Dado el conjunto {ai,...,a,} de nimeros positivos, probar que

al ag Unp,
—+ =4 ..+ —=>n.
a2 as al

3. Sean a,b, c tres niumeros positivos tales que abc = 1. Probar que (a+0b)(b+c¢)(c+a) > 8.

. n4+1\n
4. Sea n un nimero natural mayor que 1. Probar que n! < <T) .

5. Sean x,v,z tres niimeros reales tales que x* + y? + 2> 4+ 2xyz = 1. Probar que

2+ 9?2 + 2% > 3/4.

6. Sean x,y, z tres nimeros reales tales que x +y + z = 6. Probar que 2% + y? 4+ 2% > 12.

Los problemas que vienen a continuacién, también relativos a desigualdades numéricas,
necesitan otras técnicas diferentes y no precisan conocer las férmulas anteriores.

7. (Fase Local, 1997) Si a,b, ¢ son nimeros reales positivos, demostrar la desigualdad
a®> + 0%+ —ab—bc—ca>3(a—b)(b—c).
s Cudndo se verifica la igualdad?

8. (Fase Iberoamericana, 1988) Sean a,b,c,d,p,q enteros positivos tales que ad —bc = 1 y
a/b>p/q > c/d. Probar que ¢ > b+ d y que, si g =b+d, entonces p=a + c.

9. (Fase Nacional, 1989) Probar las desigualdades
1 1-3-5-...-99 1

< < —.
10v/2 2-4-6-...-100 10

10. Dado un numero natural arbitrario n, demostrar que

1 9
1’1'1’01'1’001"“'(1+W)<§'

11. (Fase Local, 2005) Sean x,y, z nimeros reales positivos.

1 1 1
(a) Six+y—+z >3, ;se verifica necesariamente que — + — + — < 37.
x Yy oz

1 1
(b) Si x+y+ z <3, sse verifica necesariamente que — + — + — > 37.
x Yy z



