
TALLER DE MATEMATICAS LA DUALIDAD PAR-IMPAR

NOTAS

Un sencillo principio matemático que da mucho más juego del que parece a primera vista
es la simple distinción entre los números pares e impares. Conviene tener presente las
siguientes propiedades, todas ellas muy fáciles de demostrar:

(i) Los números pares e impares se van alternando aśı que, para cualquier número entero
n, los números n y n + 1 tienen paridades distintas. De forma más general, n y n + a
tienen distinta paridad siempre que a sea impar y tienen la misma paridad si a es par.

(ii) La suma de dos números con la misma paridad es siempre un número par mientras
que la suma de dos números de distinta paridad es siempre impar.

(iii) El producto de dos números en el que al menos uno de ellos es par siempre es par; el
producto de dos números impares es impar.

PROBLEMAS

El siguiente problema es una aplicación bastante directa de las ideas anteriores.

1. Un campo de batalla está dividido en 64 sectores mediante una cuadŕıcula 8 × 8. El
objetivo del ejército atacante está escondido en uno de dichos sectores y para llegar a él
lanza en paracáıdas a sus soldados. Se supone que el sector al que cae un paracaidista es
completamente aleatorio y que dos paracaidistas nunca caen en el mismo sector. Una vez
en tierra los soldados se mueven avanzando en cualquier dirección dos sectores cada vez
(no se pueden parar en los sectores adyacentes al que ocupen en determinado momento).
¿Cuál es el mı́nimo número de soldados que hay que lanzar para estar seguros de que se
va a encontrar el objetivo? ¿Cambia algo si el mando del ejército puede elegir el sector en
que cae cada paracaidista?

También es bastante evidente el papel que juega el concepto de paridad en este pro-
blema.

2. Se dan 13 puntos en el plano P1, . . . , P13 y se trazan los segmentos P1P2, P2P3, . . . ,
P12P13, P13P1. ¿Es posible dibujar una recta que corte a todos estos segmentos por su
interior (no se permite que el corte esté en un extremo)?

En el siguiente problema se usan las propiedades (ii) y (iii) enunciadas al principio.

3. Sean a1, . . . , a2005 los primeros 2005 números naturales escritos en un cierto orden.
Demostrar que el número

(a1 − 1)(a2 − 2)(a3 − 3) . . . (a2005 − 2005)

es par.
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En los dos problemas siguientes puede que no se vea tan claro dónde está el principio
de paridad.

4. ¿Es posible que una hormiga recorra todas las aristas de un cubo sin pasar dos veces
por la misma arista?

5∗. Se colocan boca abajo 40 cartas formando 5 filas con 8 cartas cada una. Dos jugadores
realizan por turnos la siguiente jugada: eligen una fila que no tenga todas sus cartas boca
arriba y dan la vuelta a una carta que esté boca abajo; con cada una de las cartas de
dicha fila que están a continuación pueden hacer lo que quieran: dejarlas como están o
voltearlas. Pierde el juego el primer jugador que no pueda hacer ningún movimiento (por
encontrarse todas las cartas boca arriba). Demostrar que el jugador que hace la primera
jugada puede arreglárselas para ganar siempre, haga lo que haga su contrincante.

Los siguientes dos problemas son de la olimpiada de 2004, el primero de la fase local
y el segundo de la nacional. En la sección “Algunos problemas a modo de ejemplo” de la
página web se dan ayudas.

6∗. En un tablero de damas (8×8) colocamos las 24 fichas del juego de modo que llenen las
tres filas de arriba. Podemos cambiar la posición de las fichas según el siguiente criterio:
una ficha puede saltar por encima de otra a un hueco libre, ya sea en horizontal (a izquierda
o derecha), en vertical (arriba o abajo) o en diagonal. ¿Podemos colocar las fichas en las
tres filas de abajo?

7∗. Colocamos, formando una circunferencia, 2004 fichas bicolores: blancas por una cara y
negras por la otra. Un movimiento consiste en elegir una ficha y dar la vuelta a tres fichas:
la elegida, la de su derecha y la de su izquierda. Supongamos que inicialmente hay una
sola ficha con la cara negra hacia arriba. ¿Será posible, repitiendo el movimiento descrito,
conseguir que todas las fichas tengan la cara blanca hacia arriba? ¿Y si tuviéramos 2003
fichas, entre las cuales exactamente una tiene al comienzo la cara negra hacia arriba?

El último problema es de un estilo similar.

8. Se tiene un dispositivo en el que 64 bombillas están montadas formando un cuadrado
8 × 8. Cada fila y cada columna de bombillas dispone de un conmutador que cambia
el estado de todas las bombillas de esa fila o columna (es decir, enciende las bombillas
apagadas y apaga las encendidas). Suponiendo que inicialmente no hay ninguna bombilla
encendida, ¿es posible conseguir que quede encendida exactamente una bombilla de todo
el cuadro (no importa cuál)? ¿Y que queden encendidas las bombillas de una de las
diagonales?

* Hay ayudas en la página web.
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