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Azterketaren iraupena: 3 ordu

IZEN-ABIZENAK:

TALDEA:

OHARRA: Azterketako garapen eta emaitza guztiak behar den bezala arrazoitu behar
dira.
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1.- Kalkulatu a, = n - 3n” +1 gai orokorra duen segidaren limitea.

(w)o=(a)
arctan — | COS| —
n n

. n 3n? -1 n 3n?-1
sin L= = N
[nz—lj (3n2+1j . n’-1 (3n2+1 1)

(Puntu 1)

lima, =lim 1 o lim 1 =
nN—oo n—oo arctan 4 'COS L n—o0 7,COS 0
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2.- Aztertu, Z ntl— ! seriearen izaera.
~\ 3 n(n+4)

(Puntu 1)

a =n_4;120 VheN

2N+l 1 - =
Z( 3' _n(n+4)J:Z(an—bn) non .

n=1 n=1 b =
" n(n+4)

>0 VnheN

Zan seriearen izaera aztertzeko D" Alembert-en irizpidea erabiliko dugu:
n=1

. a . n+2 3 1 =
lim—t=lim——-——=><1 = > a, konbergentea da.
n—w an n—wo 3 n+l1 3 n=1

an seriearen izaera aztertzeko konparaziozko irizpidea erabiliko dugu:

n=1

1 1

b, = ~ =
n(n+4) n

= b, konbergentea da.

ziz konbergentea da "
=1 N

Beraz, > (n+1_ 1 ]zi(an—bn):ian—ibn ere konbergentea da.

n=1 n=1 n=1



3.- 1zan bitez a, =n"" eta b, =(1+1j gai orokorrak.
n

a) Estudiatu D a, eta Y b serieen izaera.
n=1 n=1

b) Kalkulatu lim 22 *&
e +h, +...+b,

(1.25 puntu)

a) Zan seriearen izaera aztertzeko konbergentzi baldintza beharrezkoa aplikatuko
=1

dugu:

. . . @B . n

lima, =limn"" =lim&n = lim——=1%0 = _

nom 1o N> N n -1 = > a, dibergentea da.
Eta a, =n"">0 VneN "=

Z b, seriearen izaera aztertzeko konbergentzi baldintza beharrezkoa aplikatuko dugu:
n=1

limb, :Iim(1+£J =e=0 .
n = >'b, dibergentea da.

n=1

Eta bn:(1+1j >0 VneN

n
b)
a
lim& &t Fa, =nz=1: ") o (STZLZ)"m(a1+a2+...+an)—(a1+a2+...+anfl):
e by +h, +...+b, ib o e (b +b, +...+4b, )= (b +b, +...+b )
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=lim—==1lim =

¢ n—o n
)
n

Oharra: Stolz irizpidearen baldintzak egiaztatzen dira:

n'" 1
e

lim(b,+b,+...+b)=0 = {b+b,+...+b,} dibergentea da

bn=(1+1j >0 vneN = {b+h,+...+b} hertsiki gorakorra da
n



4.- Aurkitu f(x)zarctan(xz) funtzioaren berretura-seriezko garapena, non balio
duen adieraziz.

(1.5 puntu)

23 2k () = 2" X Ve (1)
n=0

n=0

2X
1+ x*

f(x)=arctan(x’) = f'(x)=

(*) f' serie geometrikoaren batura da, arrazoia r =—x* delarik. Beraz, konbergentea
da < |r|:‘—x4‘<1 < X<l o xe(-11

Eta integragarria da [0, x| tartean, Vx e (-1,1):

4n+2

F(0-10)= 2 2:(-1)" 2 — =3 (-1)"

4n+2

X
2n+1

= Ve(-11
4n+2 —
3f eta jarraitua da

Baldin x=11 = {& (=1)"
Zﬂ konbergentea da (Leibniz) = 3S eta jarraitua da

~2n+1

5 0 X4n+2
B , F(x)=arct = -1)". Vel-11
eraz, f(x)=arctan(x’) nZ:;( ) ] e[-11]
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5.- Jakinda f(x,y)=1€""" V(xy)=(0,0) funtzioa ez dela diferentziagarria
1 (xy)=(00)

(0,0) puntuan:
a) Aztertu bere jarraitutasuna (0,0) puntuan.
b) Kalkulatu bere deribatu partzialak (0,0) puntuan.

¢) Kalkulatu (0,0) puntuan bere deribatu direkzionala OX ™ ardatzarekin 45°
angelua osatzen duen norabidean.

(1.75 puntu)
a) f jarraitua da (0,0) puntuan < lim f(x,y)=f(0,0)

(x,y)>(0,0)
y? picos® o
. . 2.2 . 2 . encd
lim f(x,y)= Ilim e*™ = |lim e ” lim e”°?=¢"=1= f(0,0)
(x,y)—(0,0) (x,y)—(0,0) p—0" p—0*
VQE[O,ZII] V@e[O,Zﬁ]

Beraz, fjarraitua da (0,0) puntuan.

f(h,0)—f(0,0) . e" -1 1-1 0

b) £:(0,0)=lim = lim = lim=—==lim==0
h—0 h h—>0 h h—0 h h—0 h
k3
- K2 _ k L(ek k-L
0.0~ lim 1OO=FO0 ™1 et LE) kL)
k—0 k k—0 k k=0 k k—0 k k—0 k

c) f diferentziagarria ez denez (0,0) puntuan, bere deribatu direkzionala G =(h,,h,)
bektore unitarioak adierazitako norabidean definizioz kalkulatu behar da:

(2h,)°

_ 2 _ )’ _ Alh ‘L
ay fANAR) -0 e ” o1 e 1 A(R) L) = (h,)
dd 0.0) 20 A A0 A 250 A -0 A

. . 1 1
Beraz, OX " ardatzarekin 45° angelua osatzen duen norabidea U :(——j
NANA bektore

unitarioak adierazten duenez,

df

du




6.- Kalkulatu hurrengo integralak:
2
3
a) | ——=dx
) {(x—l)2
b) j (x —1)%dx
0

(0.75 puntu)

eR VXe[O,Z]—{l}

2 3 2
a) |=£(X_1)2 dx=_|; f (x)dx non f(x)=(x_1)2

Iirr11 f(X)=0 = x=1 puntu singular bakarra da.

I =_|.2f(x)dx=J-1f(x)dx+_|.2 f(x)dx=1,+1,

0 0

Eta | konbergenteada < |, etal, konbergenteak dira

1 7] _ _
I, :_[ 3 > dx = lim 3 > dx=lim B3 s = |, dibergentea da.
5 (x=1) w0 (x=1) w1 x=1 0-1

Beraz, | ere dibergentea da, eta f(x)>0 Vvxe[0,2]-{1} = I=w

0

b) I = f(x—l)zdx=j f(x)dx non f(x)=(x-1)’eR Vxe[0,)

0
Beraz, o« puntu singular bakarra da.

(x=1)°

© H
| = j (x—1)%dx = |imj(x—1)2dx= lim
0 779

L0

_(%1]200 = | dibegentea da.



7.- w(x,y)=g(y*)- f(y*+9g(xy)) funtzioa emanik, f eta g diferentziagarriak R’
osoan, eta g(2)=1, g’ =1, g'(2)=2, f'(Y)=2, f'(2)=1 ezagutuz, kalkulatu
(W, (2,1))" +w, (2,2)

(1.5 puntu)
W, (X Y)==y-g'(x)- f'(y +90y)) =

= W21D)=-g'Q2) f'(1+9(2)=-g'(2)- f'(2) =2
w)(x,y)=2y-9'(y*)-(2y+x-g'(xy))- '(y* +a(xy)) =

= w, (2, =2-g'(1)—(2+2-g'(2))- f’(1+ g(2))=2—(2+2-2) =4
Orduan:

(W, (2,1))" +w, (2,1) = (-2)> -4 =0
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8.- 1zan bedi x?+sinz+ Isin(t3 +t)dt — 0 ekuazioa.
0

a) Egiaztatu ekuazio horrek x eta y aldagaiko z funtzio inplizitua (z = z(x,y))
definitzen duela P(0,0,0) puntuaren ingurune batean.

b) Aztertu ea z=1z(x,y) funtzioak puntu kritikoa duen P puntuan, eta,
baiezko kasuan, sailkatu

(2 puntu)
y
a) Froga dezagun F(X,y,z)=Xx"+sinz+ J'sin (t3 +t)dt =0 ekuazioak z=1z(x,y)
0
funtzio diferentziagarria definitzen duela P(0,0,0) puntuaren ingurune batean:
i. F(P)=0
F/=2x
ii.  3F; =sin(y*+y) etajarraituak dira P(0,0,0) puntuaren ingurune batean
F,/=cosz
iii.  F/(P)=cos0=1«#0

Beraz, P(0,0,0) puntuaren ingurune batean 3lz=z(x,y) diferentziagarria, non
2(0,0)=0

b) Azter dezagun z = z(x,y) funtzioak puntu kritikoa duen P puntuan.

F(x,y,z(x,y)) =0 ekuazioan x-rekiko deribatuz:
(1) 2x+cosz-z,=0 < z,=——— = 17,(0,0)=0
F(x,Y,z(x,y)) =0 ekuazioan y-rekiko deribatuz:

sin(y® +

(2) sin(y’+y)+cosz-z,=0 < 7z :-M = 7,(0,0)=0
C0S Z

Beraz, puntu kritikoa dago P puntuan. Orain sailkatuko dugu.

(1) ekuazioan x-rekiko deribatuz:

. 2
: sinz-(z,) -2
2—smz-(z;)2+cosz-z"2 =0 & 7/, :(—x) = 2",(0,0)=-2
X X CoSZz X
(1) ekuazioan y-rekiko deribatuz:
sinz-z; -z,

H ! ! " "
-sinz-z -z, +cosz-2;, =0 < z; =

L = 77(0,0)=0
COSz

(2) ekuazioan y-rekiko deribatuz:

(3y*+1)-cos(y*+y)-sin z-(z’y)2 +cosz-z, =0 <
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S zz=SinZ'(Z;)Z_(3y2+1)"3°5(y3+y) = 2/,(0,0)=-1
y C0S Z y

Beraz, dzz(O,O):—Z(dx)Z—(dy)2<O V(dx,dy)=(0,00 = P puntuan maximo

erlatiboa dago.
Oharra: Puntu kritikoaren sailkapena Sylvester-en irizpidea erabiliz ere egin daiteke.

-2 0 A =-2<0 . .
Hf| = = = P puntuan maximo erlatiboa dago.
©0 10 -1 A =2>0



9.- lzan bedi S,=z=1-x"-y* eta S,=z=1-x*-y* gainazalek osaturiko S
gainazal itxia. Kalkulatu S, eta S, gainazal bakoitzetik irteten

denF(x,y,z) =(y®, x°2*,1) bektorearen fluxua.

(1.5 puntu)

>
<
Il
=

2 2
= CE{ *

=0
IE(X,y,z)=(y3, x322,1) eta bere

lehenengo  deribatu  partzialak
jarraituak dira, eta S=S US,

N gainazal itxia da, beraz:

N

(S, -ri dagokiona)

GAUSS

[[F-d H dlv( ) dxdydz =0

S

Eta, aldi berean: ij .dS = ”F dS+”F .dS =0

Beraz, Iflf-d§— H
S, S

Izan bitez S,=z=0 V(x,y)eR, =x*+y?<1, eta S'=S,US, gainazal itxia.
Honela, aurreko kasuan azaldu dugun bezala:

[[F-ds=[[F-dS+[[F-dS=0 « [[F-dS=-[[F-dS
s’ S, S, S S3
Eta kalkula dezagun azken integral hau:
Jlj.lf'd§=7z
= s _ _ St
{!F-ds—ig( )dxdy_ ”dxdy_ Azalera(R,)=-7 = [[F-d5—n

(*) N=(0,01) eta 7/>%



Beste modu batean: eskatutako fluxu biak definizioz kalkulatuz.

S =z=y1-x"-y* V(xy)eR,=x*+y’ <1 gainazaletik irteten den fluxua, non

{\/1 x> —y? \/1 x* -y’ ]etay<5
3(1_y2 2
Beraz, ﬂF .dS = +J..|.(IE N)dxdy—!{[\/l)z;fjtyx fl_x):_yz )+1dedy—

X =
Polarretan: { )
y=p-sind

_ ]-”j‘p[pA -cose-sin36?+,04 sing-cos*0(1-p?)
00

J1-p° J1-p°
Zj”j‘(p .cos@-sin®0 Ny , ]
= + 07 \1-p°-sin@-cos’ @+ p |dpdb
00

+1Jdp do=

Puntu honetara helduta, argi dago lortutako integrala konplikatuegia dela bere
ebazpenarekin jarraitzeko.

S,=72=1-x"-y* V(xy)eR, =x*+y’ <1 gainazaletik irteten den fluxua, non
= T
N =(2x,2y,1) eta r>3

Beraz, J..[F dS_—J.J'(IE N)dxdy_—jf 2xy% +2yx3(1—x* — y)? +1)dxdy_

0<@<2n

0<p<1

X =
Polarretan: { )
y=p-sind

pl-p = Ry=f

27 1

:_I _[p(zp“ -cos@-sin® 0 +2p* -sin¢9.cos3<9(1—,oz)2 +1)dp do
00

Aurreko kasuan lortutako bezain konplikatua ez bada ere, argi dago integral hau ebaztea
lehenengo metodoan ebatzi behar izan duguna baino luzeagoa dela.



10.- 1zan bedi S, =z=./x*+y® eta S,=8-2z=x"+y* gainazalek osaturiko S
gainazal itxiak mugatzen duen V solidoa.

a) Kalkulatu V solidoaren bolumena.
b) Kalkulatu S osatzen duen S, gainazalaren zatiaren azalera.

c¢) Kalkulatu F(x,y,z)=yz?-i —y-j+x-k eremu bektorialaren zirkulazioa S,
eta S, gainazalen arteko C ebakidura-kurban zehar.

(2.75 puntu)

a)
5,nS, & 7°=8-27 <
) z2=2
& 1°4272-8=0 &
z=-4

2 _
N CE{X +y =4

Bolumena zilindrikoetan:

X=p-cosf
y=p-sing |J|=
1=1
0<O<2r
= V=40<p<2
2
-pP
<z<
P 2

Bolumena(V):.[”dxdydz=]‘_fI2 pdzdpdf= Tfp(g_—f—depM:
Vv 00 p

) 3 4 32
P, 2 PP 8)_ 20z
= 4p—-—— dpd@=27|2p"-Z—-L—| =27|8-2——=|=——
'([j[ p 2 Pj p ﬂ-( p 8 3 Jo ﬂ( ?J 3

0

b) Azalera(S _UdS J.HN‘dxdy —”x/_dxdy V2 Azalera(R,, ) =472

(*) S;=z=yxX*+y* V(x,y)eR,=x+y’<4 =

\| ' ' X y N
= N:(ZX'Z“l):[\/x2+y2’\/x2+y2 ,1} = |N|=
1

c¢) Kontuan hartuta F eta bere lehenengo deribatu partzialak jarraituak direla eta C
kurba itxi eta sinplea, orduan Stokes-en teorema erabili daiteke:




STOKES

$F-ar = [[rot(F)-dS = +[[(vot(F)-N)dxdy
c S5 Ry

non rot(F)=(0,2yz-1,-2°)

eta S;=z=2 VY(x,y)eR, =x"+y’<4 = N =(0,0,1) etay<%

Beraz, rT)t(lf)~ N=-22=-4,
Eta, orduan:

§F - dr =+[[ -4dxdy = —4- Azalera(R,, ) = 167
C R

Xy

Beste modu batean: Stokes erabili beharrean, lerro-integrala ebatziz.

qSﬁ-dF = I(yzzdx— ydy + xdz); 2f(—16sin2t—4sintcost)dt =
C Cc

0
X = 2cost
™ CE{X +2y :45 y=2sint 0<t<2x
’ 2=2

Yy s
- J' (8cos(2t) —8—4sintcost)dt = (4sin(2t) -8t - 2sin’ t)z” =167

0



