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Azterketaren iraupena: 3 ordu

IZEN-ABIZENAK:

TALDEA:

1.- Kalkulatu Iim#l+%+%+...+1

n—w n

(0.75 puntu)

1+ +1+ +1 1

(Z-E) P (Stolz) —
Iim§/1+1+1+...+l = lim— 28— 1 i D

n—w 2 3 n naool L noe 1

2 3 n-1 n-1

Stolz erabil daiteke {1+%+%+ +L1} hertsiki gorakorra eta dibergentea baita.
n —




0

2.- Aztertu Y. nl

seriearen izaera Va=>0.

ma +2
(0.75 puntu)
D a, nona=—-2>0 Vn
~ a"+2
o Vax>l1 2 va>1
lima" =41 baldina=1 = Ilima,=Ilim — baldina=1
n—>o n—>o n>og"+2 (3
0 Vvaxl 1
— Vacxl
2

e Vac<l lima,=0 = > a, dibergentea da.

n—o
n=1

e Va>1 a, = nl ~in:(1j = Z(Ej serie geometrikoa da, arrazoia
a'+2 a —\a

r :l <1 izanik, beraz, (EJ konbergentea da = Z
a a

—— konbergentea da.
n=1 n=1 a + 2



0 n n

3.-22'

n=1

berretura-seriea emanik:

a) Aurkitu bere konbergentzi arloa.
b) Kalkulatu bere batura konbergentea den eremuan.

(1.5 puntu)

a) Konbergentzi arloa lorrtzeko, D" Alembert aplikatuko diogu balio absolutuen serieari:

on+ _|X|n+l

Lln:2|x|<1 = |x|<1 o Loyl
n—ew AN |X| 2 2 2

n

. 1 21 ..

Baldin x=2 = > = dibergentea da.
n=t N

Baldin x= —% = Z% baldintzaz konbergentea da.
n=1

0 n n

Orduan,

n=1

konbergentea da Vx e [—%%} :

b) Beraz, 3S(x) = z 2 ILIX VX e [—%%) , eta deribagarria da Vx e (—%%} . Hau da:

n=1

2 0 2 11
Elsr X) = 2n‘anl: VX ==
) Z_: 1-2x e( 2 2)

Eta integratuz:

S(X)—S(0)=J.%dt:—L(1—2x): 2 X VXE(_E,EJ
T 0~ X 1 N 2

X= —% puntuan Z 2 r'1X konbergentea da berez, S funtzio jarraitua da. >

n=1

X= —% puntuan —L(1-2x) funtzio jarraitua da.

Beraz, S(x)= Y 2_-X

= N

=-L@1-2x) Vxe {—%%)

(*) Serie geometrikoa da, bere arrazoia r =2x = |r|<1 Vxe (—%%)



4.- Kalkulatu Iim(x”x3 —1). Lx

X—00

(0.75 puntu)

imx' =’ = A LA=IimL—§=O o A=e’=1 (1)

X—0 X—o X

3 (@) 3 2
Iim(x”x —1)-|_x 2 lim L(xl’x )-Lx: lim - Lx- Lx = |im—("’? =0

X—»00 X—»00 X—00 X3 X—>0 X



5.- Aurkitu analitiko eta grafikoki hurrengo funtzioaren definizio-eremua:

L (ly[[])

J4x% +9y? —36

f(x,y)= arcsin(\/(x—Z)2 +(y-2)? —3)+

(1.5 puntu)

(x,y) e R?/-1</(x—2)? +(y—2)? -3 <1,
(x=2)?+(y—2)*-3>0,
¥~
4x* +9y*-36>0

o —1<(x=2%+(y-22-3<1 & J(x-2°+(y-2°*-3<1 <
o (x=-2%2+(y-2)*-3<1 < (x=-2%*+(y-2?%*<4
e (X-2°+(y-2)°-3>0 < (x-2)°+(y-2)°*=3

© M=K>0 = Jy]>[x

2 2

4x* +9y*-36>0 < 4x°+9y°>36 <o XE+y7>l

S (x=2+(y-2)° =4

(x=2)*+(y-2)*=3

“emngboo--




3 X+y

y -€
Y (X, 0,0 . . .
6.- Aztertu f(x,y)=14 x* +y? (x.y)#(0.0) funtzioaren jarraitutasuna eta
0 (x,¥)=(0,0)

diferentziagarritasuna (0,0) puntuan.
(1.75 puntu)

fjarraitua da (0,0) puntuan & lim  f(x,y)=f(0,0)eR

I
(x,Y)>(0.0)

1
3 3 3 ain3
lim f(x,y)= lim 2 @) im —Y — im 259 _4_t(0.0)
(.¥)->(0,0) ->00 X2 4+y?  -00 X2 4y p0  pP

VHG[O,Z/[)
Beraz, f jarraitua da (0,0) puntuan.

f —ren diferentziagarritasuna aztertzeko baldintza beharrezkoa eta nahikoa erabiliko
dugu, eta, horretarako, lehendabizi, deribatu partzialak kalkulatu behar dira:

0
£(0,0) = lim L 0O=FO0 _ ;"
h—0 h h—0 h
k?.e
£0,0)=lim @K =TOO _ K _jimer—g
k—0 k k—0 k—0
Orain B.B.N:
ks_eh+k
_[f(h K- 1(0,0-h-£(0,0)-k-f,00)] h2+k2_k‘
lim = lim

(h,k)—(0,0) [h2 +k2 (h,k)—(0,0) [h2 +k2

3 aind (cos@+sin @)

-sin“ @-e” ]

P 5 —-p-sinéd

= lim P = lim_ [sin® @-e”**") _sin 6| =
VHZ[_O),(;IZ') '0 VG@[_&,(;/[)

=‘sin30—sin6"¢0

Beraz, f ez da diferentziagarria (0,0) puntuan.
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Azterketaren iraupena: 3 ordu

IZEN-ABIZENAK:

TALDEA:

7.- Kalkulatu f(x,y):x~y2+g(y~exz'y) funtzio diferentziagarriaren deribatu

direkzional maximoa P(x,y)=(1 puntuan, jakinda g@)=g'()=1 eta
, -1
9(e)=0g'(e)="
e
(1.75 puntu)
f -ren deribatu direkzional maximoa P(Xx,y)=(1,1) puntuan ‘W(l,l)‘ da.

fx'(x,y)zy2+2xy2-exz'y-g’(y-exz'y) = fx’(l,l)=1+2e-g’(e):1+2e(;—ij=0

fy(x,y) = 2Xy+(exz'y +yx° -exz'y)-g'(y-exz'y)z 2xy +(1+ yxz)-exz'y.g'(y.exzv) N

= f/1)=2+@1+1)-e-g'(e)= 2+2e(_—lj 1

2e

Orduan, [VF (1.1)| = JE QDY +(fLY) =1




242yi—z+41= . .
8.- {X +2y —2+1=0 ekuazio-sistema emanik,

2X+3y+z=0
a) Aurkitu a,beR parametroen balioak, sistema horrek x aldagaiko y eta z

funtzio inplizituak (y=y(x), z=12z(x)) defini ditzan P(x,Yy,z)=(a,0,b)
puntuan.

b) Izan bedi h(x)=x*+y(x)—-z(x). Egiaztatu funtzio honek mutur erlatiboa
duela x=-1 puntuan, eta sailkatu.

(2.25 puntu)

F(X,y,2)=Xx"+2y*—z+1=0

a) Funtzio inplizituaren teorema aplikatuko diogu
G(x,y,2)=2x+3y+z2=0

sistemari:

F(P)=a’-b+1=0
G(P)=2a+b=0

a’+2a+l=(a+1)°=0 < |a=-1 < b=2

. Fi=2x F/=6y’ F/=-1 o _
ii. existitzen eta jarraituak dira P puntuaren

G.=2 G =3 G,=1

ingurunean.
Fr F/ 2 _ O _
D(F,G) | :6y 1 _ _3.0
D(y.2)|, Gy Gf |3 1|, B 1
B B : y=y(x)
Beraz, P(x,y,z)=(a,0,b)=(-1,0,2) puntuaren ingurunean, 3! 2= 2() " non y eta z

y(=1)=0

funtzio diferentziagarriak diren eta :
z(-1)=2

b) h(x) = x>+ y(x)—z(x) funtzioak x=-1 puntuan mutur erlatiboa izateko, lehenengo
puntu kritikoa dela frogatu behar dugu, hau da h'(-1) =0.

h'(x) = 2x+ y'(x) — 2'(x)

sisteman x-rekiko deribatuz:

{F(X. y(x),2(x)) =0
G(x, y(x),2(x)) =0

2 ' _ 7' = P puntuan 2-7(-D=0 "(=1D) = -2
{2x+6,y ?/ 7’=0 P:> { Z'( ) ' N
2+3y'+7'=0 2+3y'(-)+7'(-1)=0 2+3y'(-1)-2=0
< |Y(=D)=0
Beraz, h'(-1) =-2+Yy'(-1)-2'(-1)=-2+0+2=0.

Behin frogatu x=-1 puntu kritikoa dela, orain sailkatuko dugu. Horretarako h"(-1)
lortu behar da.



2 2.y'-7'=0 . : i -
{x+6y y -z OS|steman berriro x-rekiko deribatuz:

2+3y'+2'=0

= 2
3y” + ZN — 0 3y!!(_1) + Zﬂ(_l) — 0 @ y”(_l) — _g

2-7"(-D)=0 < |[72"(-)=2
{2+12y-(y')2+6y2.y”_Z”:O P puntuan ( )

h"(xX)=2+y"(x)-2"(x) = h"(-)=2+y"(-)-2"(-)=2 —%— 2= —% <0

Beraz, h funtzioak maximo erlatiboa du x =-1 puntuan.



1
9.- Kalkulatu J-izdx integrala.
X
-1

jlf(x)dx non f(x):%eR vxe[-11]- {0}

-1

|ingf(X)=oo = x=0 puntu singularra da.

Beraz, integral inpropioa dugu:
1 0 1
[ £09dx=[ Fgdx+ [ F()dx=1,+1,
0

-1 -1
0

2

| _de_ 1
ek

-1

= = |, dibergentea da. Beraz, | dibergentea da.

(Puntu 1)



10.- Kalkulatu F(x,y,z)=2xy-i —y?-j+k bektorearen fluxua marrazkian
erakusten den S gainazal irekia eta leunean zehar, z=0 planoan x*+y*=1

zirkunferentziak mugaturikoa.
(1.75 puntu)

g]

Izanbedi S,=2=0 V(x,y)eR, =x"+y* <1
Etaizan bedi S'=S S, gainazal zatika leuna eta itxia.
F bektorearen fluxua S'=S U, gainazalean zehar honako hau da:

[[F-dS=[[F-dS+[[F-as = [[[div(F)dcydz=0 = [[F-dS==[[F-as
s’ S S, vV —— S Sy

[0S =[] (2xy-dydz - y? -dadc+ dudy) = [[ oty = ~Azalera(R,,) =
S

S, Roy

Beraz, _[.[If-d§=7r
S

(*) S,=2=0 V(x,y)eR,=x’+y’<l = dz=0

T
Eta v > —
Y75



X*+y*+2°<4
11.- a) Kalkulatu v = { x? + (y-1)? >1 solidoaren bolumena.
x>0 y>0 z>0

b) Kalkulatu F(x,y,z)=2xy-i —(y+1)2-]j+3z-k bektorearen lerro-integrala

X +y*+28=4

Cs{ kurban zehar, lehenengo oktantean, A(0,2,0) puntutik

X +(y-1)°=1
B(0,0,2) puntura.

B (3.25 puntu)

X +(y-1)°=1
1--1-\ II
X +y>=2y

X +y*+2°=4
C

2.0

a) Zilindrikoetan:

X = pcosd pi+zi<4 0<O<rl/2
y=psind |J=p = V=:p°>2psing & V={2sind<p<?2
z2=1 cos@>0 sind>0 z>0 0<z<J4—p?

2

xl2 2 ﬂ/2(4_p2)3/2 1
Bolumena(V )= [[ dxdydz = | jp,/4—p2dpdezj3/—2-(?j do =
\% 0 2sing 0

2sing

2 (4-4sin’ 0

3/2
8 " 8 "’ . 8 . sin®@
=J' . ) d9=§ ! cos3¢9d0=§ _([ cose(l—smze)de:g{sme— '3

|

2

0



Integrazio ordena aldatuz:

X +yi+2° =4 p2+22=4_ 4sin20+22=4= 7=+/4—4sin?0 [z=2cos@
- | p=2sing B

X*+(y-1)° =1 p=2sing p=2sin0 p=2sing
OSHSHIZ n/ZZcosa\/ﬁ
= V={0<z<2c0sd :BolumenaN):jj_[dxdydz=j j j pdpdzdo
2sin0 < p<4-7? ' o0 e
X = cost
+yi+zi=4 [XC+y?+22=4 [X+(y-1)*=1 _
X"+ — = X"+ = 7=.4-
g Y g y z=+/2-2sint
T T
nont———-=—
2 2

I - .dF = j(2xydx—(y +1)2dy+32dz) = .foydx—'[(y+1)2dy+J'3zdz
C C C C C

~-l2 .3 —l2
. J.nydx= I —ZCost-sint-(1+sint)dt=coszt—25mt :_(_E_Zj
C rl2 12 3 3
¢ ) 1 26
112y = [(yanzdy =YD 1 g_ 26
. i(y )dy !(y idy =2 =3 :

372[

. j3zdz :J%3zdz =1 -6
C 0 2

0

Beraz, J.If-dfzi+§+6:16
! 33



