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2.- Aztertu 3 2
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Konbergentzi arloa kalkulatuko dugu: 
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Orain, batura kalkulatzeko, konbergentzi arloan integragarria denez: 
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4.- Aurkitu analitiko eta grafikoki hurrengo funtzioaren definizio-eremua: 
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Beraz, baldintza guztiak kontuan hartuta: 
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funtzioa emanik, 

a) Aztertu bere  jarraitutasuna (0,0) puntuan. 
b) Kalkulatu bere deribatu partzialak (0,0) puntuan. 
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c) Baldintza beharrezkoa eta nahikoa aplikatuz: 
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 eta bere lehenengo deribatu partzialak jarraituak dira eta C kurba itxi eta zatika leuna 
da. Beraz, Green-en teorema erabil daiteke: 
 

 
xy

x y

C R

F dr Y X dxdy    
   

non 
2

2 2

1
sin arctan

1

1
arctan 2 2

1 1

y

x

X x y X
y

x
Y y xy Y y

y y

      
       
  

 

 
1 2 2(*)

2 2
0

0 0

2 4
2 2 sin cos

3 3
xyC R

ab ab
F dr ydxdy ab d d


                 

   

 

(*) 

2 2

2 2
1

0
xy

x y
R a b

y


  

 

 

Polarretan adierazita: 
cos 0

eta
sin 0 1xy

x a
J ab R

y b

   


  
   

      
 

 
  

a-a

b

X

Y



9.- Izan bedi lehenengo koadrantean S gainazal itxiak mugaturiko V  solidoa 

(irudia ikusi), S gainazala 2 2
1 9S y z   , 2 3

y
S x  , 3 0S x   eta 4 0S z   

gainazalek osatzen dutena hain zuzen ere. Har dezagun 
( , , ) 2 2F x y z y i x j z k     

  
 bektorea. 

a)  Kalkulatu V-ren bolumena. 
b)  Kalkulatu S gainazaletik irteten den F


 bektorearen fluxu osoa. 

c)  Kalkulatu S gainazaleko aurpegi bakoitzetik irteten den F


 bektorearen 
fluxua. (Iradokizuna: utzi azkenerako 1S -etik irteten den fluxuaren 

kalkulua). 
d)  Kalkulatu F


 bektorearen zirkulazioa S gainazaleko 1S  gainazalaren zatia 

mugatzen duen C kurba itxian zehar (irudian marra lodiagoaz 
marrazturikoa). 

 

 
(3 puntu) 

a) Bolumena bi erreferentzi sistemetan kalkula genezake. 
Zilindrikoetan (YZ planoan proiektatuz): 

0
2

cos eta 0 3

sin cos
0

3

x x

y J V

z
x



   
   

  
        

    


 

 
cos

3/2 3 /2 3 /22 33

0 0 0 0 0 0 0

cos cos
Bolumena

3 9
V dx d d d d d

 
                    

/2

0
3 sin 3

    

Kartesiarretan (XY planoan proiektatuz): 

 
293 /3 3 /3 3 2

2

0 0 0 0 0 0

9
Bolumena 9

3

yy y y y
V dz dx dy y dx dy dy

 
           

X 

Y 

Z 

C 

1S  

2S  

3S  

4S  



 
33/22

0

91 1
3

3 3 / 2 2

y      
 

 

b)      
(  itxia  GAUSS)

2 2 Bolumena 6
S

S

V V

F div F dxdydz dxdydz V


      
 

 

c)          
1 2 3 4

6S S S S SF F F F F      
    

 

Hauetako bakoitza kalkulatuko dugu, 1S -etik irteten den fluxuaren kalkulua azkenerako 

utzita. 
 2 2

3 0 ( , ) 9yzS x y z R y z        aurpegitik irteten den fluxua: 

     
3

3

(1)

2 2
yz yz

S

S R R

F ydydz xdzdx zdxdy F N dydz ydydz           
  

 

/2 3 /2(*)
/22

0
0 0 0

cos 9cos 9sin 9d d d
 

                  

(1)   1,0,0N 


 eta 
2

   

 4

0 3
0 ( , )

0
3

xy

y
S z x y R y

x

 
     

 

 aurpegitik irteten den fluxua: 

   
4

4

2 2 0S

S

F ydydz xdzdx zdxdy    


 

 2 2
2 ( , ) 9

3 yz

y
S x y z R y z        

     
2

2

(2) 2
2 2

9
yz yz

S

S R R

y
F ydydz xdzdx zdxdy F N dydz y dydz           

   
  

 

/2 3 /2(*)
/22

0
0 0 0

7 7 7
cos 9cos 7sin 7

9 9 9
yzR

y
dydz d d d

 
                

(2)  1

1
1, ,0

3
N

   
 


 eta 

2

   

(*) Polarretan adierazita: 
cos 0

eta 2
sin

0 3

y
J

z

  


  

        

 

 2 2
1 9S y z    aurpegitik irteten den fluxua, aurreko emaitzetatik 

ondorioztatuko dugu: 
 

         
1 2 3 4

6 7 9 8S S S S SF F F F F         
    

 

d) F


 eta bere lehenengo deribatu partzialak jarraituak dira eta C kurba itxi eta zatika 
leuna da. Beraz, Stokes-en teorema erabil daiteke: 
 

   
1

3

2
xy

xy

C S R

F dr rot F dS dxdy Azalera R       
     ( xyR  triangelua da) 


