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LEHENENGO ZATIA

IZEN-ABIZENAK:

TALDEA:

1.- Kalkulatu “m§/2n(2n+l)(2n+2),,_(2n+n) _
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2.- Estudiatu Z

seriearen izaera Vae R — {O} .

~a"-nl!
(2 puntu)
Balio absolutuen seriearen izaera aztertzen hasiko gara, D" Alembert aplikatuz:
(n+l)n+l
n+1 n
n . |a Clal -(n+D)! 1., (n+1 e
la,|=— = I|m| n+1|:Ilm| | (n ) :—Ilm(—J = =
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Va<-e Zan absolutuki konbergentea
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e (1) Kasu honetan Leibniz-en teorema aplikatuko diogu:
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e (2) Kasu honetan a, ~
27N n=1

1 N . .
_— = a, ez absolutuki konbergentea eta berriro
\27zn nz=;

Leibniz-en teorema aplikatuko diogu:
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= Zan baldintzaz konbergentea
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3.- Aurkitu analitiko eta grafikoki hurrengo funtzioaren definizio-eremua:

/ez _2 _yz

arctan (L(x—y)-1)

fxy)=L(xX-y)+

(2 puntu)

D:{(x,y)eR2/x2—y>0,e2—x2—y2zO,arctan(L(x—y)—l);tO,x—y>0}
X¥-y>0 < y<x°
e —x -y’ >0 o xP+y*<é?
arctan(L(x-y)-1)#0 < L(x-y)-1#£0 < x-y=ze < y#x-e

X—-y>0 & y<X




4 4

arctan ( X2 i yz ] Vv(x,y)#(0,0)
y

X+ funtzioa emanik:

a (x,y)=(0,0)

a) Aurkitu ae R f jarraitua izan dadin (0,0) puntuan.

4.- f(x,y)=

Aurreko atalean lortutako a-ren balio horretarako:
b) Kalkulatu f/(0,0) eta f/(0,0).

¢) Aurkitu f -ren deribatu direkzionala (1,0) puntuan, OX ardatzaren noranzko
positiboarekin 60° angelua osatzen duen norabidean.

(3 puntu)

4 4
X"+ . .
arctan[ . yz}: lim arctan| p°-(cos* 6+sin‘ ) [=0
X" +y p—0°
V@e[O,Zﬂ)

a) lim f(x,y):(

lim
(x,y)—(0,0) x,y)—(0,0)

mugatua

Beraz, f jarraitua da (0,0) puntuan <> a =0
arctan (h?) h?

h4
arctan(hzj
=lim =lim ~lim—=0

h—0 h h—0 h h—0 h

f(0)

, i F(N) -
b) £,(0,0) =lim ==

Eta simetriaz, fy’(0,0) =0

c) Kontuan hartuta f diferentziagarria dela V(X,y)#(0,0) (funtzio diferentziagarrien
konposaketa baita), orduan,

df , ,
= :fx(llo)'h1+fy(1io)'h2

1,0

non U =(h,,h,)=(cos60°,sin60") = {%?J , unitarioa dena.

A (X +y?)—2x-(x +y*)

x> +y? i 2x° +4x3y? — 2xy*
¥(x,y) #(0,0) f/(xy)= (ey) - e
14 x* +y* (x2+y2) +(x4+y4)

x* +y?

2y° +4y°x? —2yx*

Eta simetriaz, V(X,y) #(0,0) f/(x,y) =
’ (x2+y2)2+(x“+y4)2

2
Orduan, f/(1,0)=——=1eta f'(1,0)=0

df
Beraz, — =—
Ulo) 2
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BIGARREN ZATIA

IZEN-ABIZENAK:

TALDEA:
U= 1

5.- 1zan bedi z =e"***'"2 funtzioa, non e*ty
v=x" 4y’

a) Aurkitu P(x, y):(0,0) puntuan norabidean non z -ren aldakuntza maximoa
den.

b) Lortu P puntutik igarotzen den maila-kurbari dagokion zuzen ukitzailearen
ekuazioa puntu horretan.

(2 puntu)
a) z funtzio diferentziagarria da (funtzio diferentziagarrien konposaketa baita) beraz, norabidea
non z —ren aldakuntza maximoa den bere gradienteak adierazten du: Vz(P) = (z;(P), z;(P))

U/X
"~ ,_ S Ny
y/ \V/X
Ny

Orduan, z; = f/-u + f/-vi eta z/ =fl-u +f'v
P(x,y)=(0,0) = (u,v)=(10)

{ fu’ _ (V + 2) . euv+2u+v—2 { fu'(l, 0) )
=

f (U,V) — euv+2u+v—2 .
fvl — (U +1) . euv+2u-¢-v—2 fv (1, 0) =2




u=—t W=ty 1:(0,0)= 1=} (0,0)
eta ey = ey Y (0.0)=0 v (0.0)=0

v=x"+Yy’ v, =2X Vv, =2y v(0.0)=0 v,(0,0)=
Beraz, Vz(P) =(z,(P),z,(P)) = (-2,-2)

b) P puntutik igarotzen den maila-kurbari dagokion zuzen ukitzailearen norabide-bektorea eta
gradientea elkarzutak dira beraz, V = (2,—2) bektore hori da.

Hortaz, zuzen ukitzailearen ekuazioa honako hau dugu:

y=-X
{z =1 (maila-kurba plano horretan dago z(P) =1 baita)



F(X,y,2)=x*+y?+22-3=0
6.- { (x.y.2) y ekuazio-sistema emanik:

G(x,y,2)=a-Lx+p-Ly+y-Lz=0

a) Aurkitu «,f,y€R parametroen artean egon behar duten erlazioak,
P(x,y,2)=(111) puntuaren ingurune batean aurreko sistemak y=y(x) eta
z = z(x) funtzio diferentziagarriak defini ditzan.

a) a=1 =1 y=2 balioetarako har dezagun aurreko sistemak definituriko

y=Yy(x) eta z=12z(x) funtzio-bikotea. Aztertu ea z=12z(x) funtzioak mutur
erlatiborik duen X =1 puntuan eta, baiezko kasuan, zein motatakoa den.

(2.5 puntu)

a) Funtzio inplizituaren teorema aplikatuko diegu emandako ekuazio-sistema eta
puntuari:

F(P)=1+1+1-3=0
Va,p,yeR
G(P)=a-L1+f-L1+y-L1=0
F=2x F/ =2y F'=2z
ii. Ya, B,y € R existitzen eta jarraituak dira
6,=% ¢ =L =7 b :
X y Z

P(x,y,z) =(1,1,1) puntuaren ingurune bateannon x#0, y=0 eta z#0.

D(F,G) 2y 2z
ii.  |—— = = =2y-20+0 < pf#y
‘D(y,z)P £y ‘ﬂ ‘
y Zj
Beraz, Va,f,7€R non f#y, P(xy,z)=(111) puntuaren ingurune batean
_ 1)=1
3 y=y() funtzio-sistema diferentziagarria non o :
z=12(X) z() =1

b) a =1, =1y =2 balioetarako, azter dezagun z =z(x) funtzioak mutur erlatiborik ote
duen X =1 puntuan.

F(x y(x),2(x)) =0

Puntu kritikoa izateko z'(1) =0 bete behar da. Deribatu hori lortzeko {
G(x y(x),2(x)) =0

sisteman x-rekiko deribatuko dugu:

2X+2y-y'+22-27'=0
y-y P puntuan 2+ 2y’(1) + 22’(1) =0 kenduz ,

@ 1 y 27 , , = 1+y1)=0 <

—+2 458 0 1+y'()+2z(1)=0

X 'y z

< YO=-1 = 77(=0

Behin frogatuta z =z(x) funtzioak puntu kritikoa duela x =1 puntuan, sailkatuko dugu.
Horretarako (1) sisteman berriro x-rekiko deribatuko dugu:



2+2(y')2+2y-y”+2(z')2 +22-7"=0

"_ 1 2 . "_ ’ 2
1.y z(y) Py 2(2) 0
X y z
442y"(1)+22"(1) =0 keraz
=
24+y"(1)+22"(1) =0

P puntuan
=

6+y')=0 < y'@O=-6 =

2+2+2y"(H)+2z2"() =0
-1+y"()-1+22"(1)=0

2"()=4>0

Beraz, z =z(x) funtzioak x =1 puntuan minimo erlatiboa du.



—_o_ [y2 2
7.- lzan bedi {Sl =1 _22 X2 Y gainazalek osaturiko S gainazal itxiak mugatzen
S,=z=x"+y

duen V solidoa. Izan bedi S, eta S, gainazalen arteko C ebakidura-kurba eta defini
dezagun F(X,y,z)=(X+Y)-T +(2x=2)- j + (y+z)k eremu bektoriala.
a) Kalkulatu V solidoaren bolumena.

b) Aurkitu S gainazala osatzen duen S, gainazalaren zatiaren azalera.

¢) Kalkulatu S gainazaletik irteten den fluxua F -ren eraginez.

d) Kalkulatu F -ren zirkulazioa C kurban zehar.
(3.5 puntu)
z=1

a)C=5NS, = 71=2-V7 o 1=7*-41+4 & 7°-51+4=0 < {2_4

Baina, S,=z=2-x*+y> = z<2 = z=4 planoak ez du balio.

X +y*=1

Beraz, C z{
Z A

Eta V solidoaren proiekzioa R, = x* +y? <1 eskualdea da. Beraz, zilindrikoetan
adierazten badugu:

X = pcosé 0<6<2r
y=psind |J=p = V=:0<p<l
1=1 p°<1<2-p

1

27 1 2-p 1 3 4
Bolumena(V) = _H I pdzdpd0:2ﬂjp(2—p—p2)dp:27{/)2—’%—%} -

00 p2 0 0

1
:2;{1—1—1} -
3 4], 6



b) S,=z=x"+y* V(xy)eR, =x"+y’<l = {X

= Azalera(S H\/1+ H‘/1+4 X +y?) dxdy* ]-”J%p«/l+4p dpdo=

1

Ml _5(53/2_1)
3/2 8| 6

0

X = pCcosé 0<6<2rx
(*) Polarretan, _ Nl=p = R,=
y=psing Yo lo<p<l

GAUSS

c) @ (F) = de.v( )dxdydz_ZBqumena(V)_

(**) 271'

gS sint(cost+sint)+cost(2cost—1))dt =
C

27
j sint-cost—sin2t+20052t—cost))dt:
0
2

Vs
0
2z

2z
j( sint-cost + 3COS(2t) 1 cost))dt— cos”t 33|n(2t) ——smt =
0 2 2 2 4 2

( sint-cost—%

+1+cos(2t) — cost)j dt=

0

X = cost
y =sint 0<t<2rx
z=1 = dz=0
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