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Azterketaren iraupena: 2 ordu eta erdi

3 2/n
1- Kalkulatu Tim arctan() L (5¢"" ~4)-n

o (3n2 +Ln)-sin( n21+1j

(0.75 puntu)

Baliokidetasunak erabiliz:

n E 2m_4_1). g 2 _1).
limarctan(n3)-L(5€2/ —4)-n ) (Se ‘11 1) n i 2 S(e 11) n _
(3n2+Ln)-sinEn2+J 3n2-n2+1 3n2~F
=5—”1imL(e2/“)~n=5—”hm3~n=5—”
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sin(n+1)-Ln
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2.- Kalkulatu lim Ya=>0

nN—o0 n
(0.75 puntu)
,Zf limsin(n+1) baina sin(n+1) mugatuta dago (—1<sin(n+1) <1).
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o0 a — O n—o0 n
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3.- Adierazi, arrazoituz, ea hurrengo baieztapenak zuzenak diren, eta, ez
izatekotan, kontradibidea jarri:

a) Edozein serie konbergente, absolutuki konbergentea da.

b) Edozein serie konbergente, segida konbergentetik sortzen da.

@_{0 va>0 (Ln<n?) Sin(n+1).Ln{:o va>0

c) Baldin lima, =/€R, orduan Zan konbergentea da.

nN—o0
n=1

(0.75 puntu)

0 _ n
a) Ez da zuzena. Kontradibidea: Z& konbergentea da, Leibniz betetzen baitu,
n

n=l1

baina ez da absolutuki konbergentea, z 1 dibergentea baita.
n=1

b) Zuzena da. Baldin Zan konbergentea bada, orduan lima, =0 (BB). Eta, honela,

n—oo
n=1

lima,eR < {a,} konbergentea.

nN—o0

o0

o 1 . 1
c) Ez da zuzena. Kontradibidea: a,=— = lima, =0 R . Eta, hala ere, Z—
n n—oo el n

dibergentea da.



4.- Estudiatu ZCOS X

n=l1

seriearen izaera xe[0,7] eta ae€R parametroen balioen

arabera.
(1.5 puntu)

‘COS X‘ |cosx|

a

>0 vXe[o,ﬂ
Za non a, COS X YaeR = |a|—
n? n? n
-0 VX€|:%,7Ti|

Eta Z|an| serieari D" Alambert aplikatuko diogu:
n=l1

n+1

|COSX|
llm|an+l i (D)’ _cosx|-lim n s <1 Vxe(0,7) N
n—w |a| n—m |COSX| n—>oo(n+) =1 x=0,Xx=rx
na

VX e O 7z Z|a | konbergentea da < Za absolutuki konbergentea da

n=1 n=1

1 |konbergentea da Va >1
dibergentea da Va <1

) absolutuki konbergentea da Va > 1
X=7 a = =D baldintzaz konbergentea da (Leibniz) Va (0,1
2 =2 g

ez da konbergentea Va <0 (lim a, # 0)

n—oo

0 n

. X
5.- Aurkitu
; n-2

berretura-seriearen konbergentzi arloa, eta kalkulatu bere

batura.
(1.75 puntu)
Balio absolutuen serieari D’ Alambert-en irizpidea aplikatuko diogu:

|X|n+1
lm%:§<l e [X<2 o -2<x<2
nN—o0 X

n-2"

Baldin x=-2 = Z - 1) baldintzaz konbergentea da (LEIBNIZ).

Baldin x=2 Zw:

1
— dibergentea da.
n-1 N



Beraz, ) in konbergentea da Vxe[-2,2) < 3S(X)=)_ in vxe[-2,2)

n=1 n- n=1 n-

= X" /2 1

Eta 3S'(x) = = = Vxe(-2,2

(X) nZ::, 7 T X 2-x (-2,2)

2
(*) Serie geometrikoa da, bere arrazoia r :g
Beraz, integratuz, S(X) = J.Zde =-L(2-x)+K =) X — Vxe(-2,2)
—X = n-

Eta, baldin x=0 = S(0)=-L2+K=0 < K=L2

Orduan, S(x)= 3 nX2” —L2-L(2-X) Vxe(-2,2)
n=1

_ x = -2 puntuan 3S, 3f (x) = L2 -L(2 - x) eta jarraituak dira
Gainera,
f(x)=S(x) Vxe(=2,2)
Beraz, S(x) = in =L2-L(2-x) ¥xe[-2.2)
no1 N
6.- Aurkitu analitiko eta grafikoki f(x,y)= ! funtzioaren definizio-

J(X+y—1)-sinXx

eremua.
(1.25 puntu)

D={(x,y)eR2/(x+y—l)-sinx>0}
X+y—-1>0 eta [sinx>0 & XEU(Zkﬂ',(2k+l)ﬂ')i|
keZ
(X+y—-1-sinx>0 < <edo

X+y—-1<0 eta [sinx<0 = XekUZ((2k—1)7z,2k7r)J
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7.- f(xy)=9 x-y (xy)/x=y funtzioa emanik, kalkulatu bere lehenengo

e* V(X,y)/x=y
deribatu partzialak.
(1.5 puntu)
, e -(x—y)—e*+¢e’
Y(X,Y)/ X#Yy
, -’ (x—y)+e‘—¢’
fy(x,y)= 3
(X=y)
Eta V(x,y)/x=y < (x,y)=(a,a) VaeR:
ea+h _ea ea
_ -, ath _ ja a (L'H) ath _ ha (L'H)
traa)=lim BN =T@3) _; arh-a ~ e - -hetCh, e —en
X h—0 h—0 h h—0 h? h>0 2
(L'H) ea+h ea
= lim =—
h—»0 2
ea_ea+k ea
_ - .~ a _ natk a (L'H) _patk a (L'H)
/(a,a) =lim f(a,a+k) f(a,a)zhma_a_k lim&—® 2+ke e e
k—0 k k—0 k k—0 -k k—0 -2k
(L'H) ) _ea+k ea
= lim =—
k-0 -2 2
2
X" +y L 1+xy
L{C+y’) v(x,y)# (0,0) : :
8.- f(x,y)= s1n(X2 +y ) funtzioa emanik, aztertu bere
0 (X, y)=(0,0)

diferentziagarritasuna (0,0) puntuan.

(Puntu 1)
Bi eratan egin daiteke:
1) Jarraitutasunaren ikasketarekin hasten gara,

fjarraitua da (0,0) puntuan < lim f(x,y)=f(0,0)=0

(X,¥)—(0,0)

lim f(x,y)= lim L(X2+y2)'L(1+Xy)(2hmL(Pz)'L(1+p200s9.sin9):

(x.Y)=(0.0) (xy)—(0.0) sin(x2 + yz) 0 sin(pz)

L(p2)~p2cosé?-sin9

= lim 2cos@-sin@-L(p)=0

p—0" p—0"
p v

f

X=peost g clo,27)

(1) polarretan adieraziz: { ,
y=p-sinf



Beraz, f ez da jarraitua (0,0) puntuan. Orduan f ez da diferentziagarria (0,0) puntuan.

i1) Jarraitutasuna aztertu barik, deribatu partzialak kalkulatzen hasiko gara,

L(h*)-L(1)
~ “ein(n?)
f,(0,0) =1lim f(h,0)— f(0,0) - lim& - lim% -0
h—0 h h—0 h h—0 hy

Eta, simetriaz, f/(0,0)=0

Eta orain BBN aplikatuko dugu:

; |f(h.k) = £(0,0)=h- £/(0,0)~ k- 1/(0,0)| .

f diferentziagarria (0,0) puntuan < (h,k)lg(lo,()) \/h2 o
L(h*+k*)-L(1+hk)
|f(h,k)— £(0,0)~h- £,(0,0)~ k- £,(0,0) sin(h’ + k) @
lim = lim =
(h,k)>(0,0) \/hz e (h,k)—>(0,0) \/hz + K2
' L(pz)-L(1+p2cos9-sin9) ‘ L(pz)-p2c0s9~sin9 . 2cos6-sind-L(p)
= lim —— = lim 3 = lim #0
,av—;o o x Sln(p ) p;;O Y2, pv_/;)()+ P

f

Beraz, f ez da diferentziagarria (0,0) puntuan.

h=,-cosd

(2) polarretan adieraziz: { V6 e[0,27)

k=p-sin@

9.- Diferentziala erabiliz, kalkulatu kono baten bolumena kalkulatzean egindako
errorea, oinarriaren erradioa (100mm) eta altuera (250mm) neurtu ditugunean,
gehienez, neurketa bakoitzean, 1Imm-ko errorea egin badugu.

(0.75 puntu)

2

Konoaren bolumena B(r,h) = funtzio diferentziagarria da.

Beraz, neurketan egindako errorea (bolumenaren aldakuntza hain zuzen ere)
diferentzialaren bitartez hurbil daiteke. Hau da:

AB =B(r, +Ar,h,+Ah)—-B(r,,h))=dB(r,,h,) =B/ (r,.h,)-dr+B; (r,.h,)-dh
non r, =100, h; =250, Ar=dr =1 eta Ah=dh=1

B!(r,h) :@ —  B/(100,250) = 220007
2
B/(r,hy="" = B/(100,250) = 190907
Orduan, AB = 300007 | 100007 _ 60000z 0

3 3
(GUZTIRA: 10 puntu)



