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i 2015 urtarrilak 12 Kalkulua ﬁ?

Ariketa 1 | Ariketa 2 | Ariketa 3 | Ariketa 4 | Ariketa 5 | Ariketa 6 | Ariketa 7 | Ariketa 8 | Guztira

Azterketaren iraupena: 2 ordu eta erdi

IZEN-ABIZENAK:

TALDEA:

1.- Kalkulatu hurrengo limiteak:

2 tim [@1D)
n—o (an)n

1+2°+3P+...+nP
np+1

b) lim

n—w

, p=-2 eta p=2 balioetarako.

(1.75 puntu)

2 tim [CD! @ +1n)!.(2(n—1)2)“ Ly @+0.20 (00"
ey T @) @Dl 2 ot (e

2n
=2Iim(n—_1j oA o LA:Iim2n-L[n—_1j=IimZn(n—_l—l):IimZn-(_—l):—Z

n—o0 n n—o0 n n—o0 n n—o0 n
. 2n+1)! 2
& A=e’ o Ilmn( 23:—2
ey (2n%) e konbergentea
. 1+2°P 43P+, 40" . SeR”
b) p=-2 = lim - =lim =
n—o nP* n—w 0
n
B dibergentea
2
C 14+2P 43+ 4P 142243 P\ S oo (STOL2)
p=2 = lim =lim AL =
n—ow n’”l n—w n3 00 0
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=lim— 7 =lim——— > ==
oo’ —(n-1)° noen®—n°+3n°-3n+1 3

Oharra: STOLZ erabil daiteke {n3} hertsiki gorakorra eta dibergentea delako.




2.- lzan bitez a, :sin(%n) eta b, (D) gai orokorrak.
n

a) Kalkulatu lima, eta limb,.

n—o n—oo

b) Estudiatu ea Zan eta an serieak konbergenteak ote diren.

n=1 n=1

(2 puntu)
. n
2-{a) = {sm(Tj} ~{1,0,-1,01,0,-1,0,1,0,-1,0,.. }
(b} =1 ={0,3,0,3,0,3,0,3,0,3,...}={0,1,o,3,0,1,0,1,0,1,...}
n 2 4 6 8 10 2 3 4 5

a) Alima, eta limb =0

n—oo n—oo

b) lima, =0 = Za ez da konbergentea

n—oo
n=1

Zb _0+1+0+2+0+3+O+4+0+ +. :Zi,beraz,dibergenteada.
n= n

n
n=1

3.- Aztertu

n=1

{0}

(1 puntu)

n+1
a*"

VaeR—{O}, a, =

) . <1 & a’>1l < |a|>1
a n+2 a*
lim—t = im——s ——=—{>1 < a’<l < |a|<1

n—o a n—w g

=1 & a’=1 & [a=1

= ) a, konbergentea da

la>1 < {
a<-1 —~

lal<1 & -l<a<l = ian dibergentea da
n=1

a:—l o0 A
laj=1 < {a L © a,=n+1 = >a, dibergenteada
= n=1

n=1

Beraz, i a, Vae (—OO,—l)U(l,_oo) konbergentea da .
vae[-1,1]-{0} dibergentea da



4.- a) Aurkitu f(x)=%arctan(4x)+3 funtzioaren berretura-seriezko garapena,

non balio duen adieraziz.
b) Kalkulatu f*V(0).
(2 puntu)

a) f(x)——arctan(4x)+3 = f’(x)—lJr16 > i( 16x2)n=i(—1)”.16“.x2

n=0 n=0

-bll—\
-l>||—\

vX/\ 16x\ 16x2<1 < Xe (

Eta aurreko tartean integratuz:

. 2n+1 11
f(x)—f(O) Z( 1)"-16"- il VXE(—Z,Z]

n+l
Z( ) baldintzaz konbergentea = 3S jarraitua
5 4(2n+1)

af (—EJ jarraitua
4

Baldin x=-=

baldintzaz konbergentea = 3S jarraitua

Z:4(2n+ 1)

Baldin x=+ =
af (—j jarraitua
4

Beraz f(x)=3+zw:(—1)“-16”~ X VX e 11
’ — 2n+1 4'4

b) Aurreko atalean lortutako berretura-seriezko garapena f funtzioari dagokion Taylor-

£ n)
en seriea da [Z ) ~x”J.

o n!

Beraz, n =25 baliorako, x*"* = x>, eta:

5 X _1P0) o (U0 _ 167
51 51! 51! 51

(-1)*-16 f°9(0) = -16* -50!



5.- Aurkitu analitiko eta grafikoki

funtzioaren definizio-eremua.

f(x,y)= =

arcsin ( .

(1.5 puntu)

D:{(x,y)eRZ/—lgigl,x-(x2+y2—7z2)>0, y —e* >O}
2r

1< X1 o —2r<x<2r
27

y-e*>0 < y>e'

X-(X*+y*-7°)>0 =

<

J

x>0 eta x> +y*>7x°

x<0 eta X’ +y* <7’

/l

i




L(1+x*)-siny
6.- (X y)= X1 y? V% Y)#(0.0) ¢ntzioa emanik:
0 (x,¥)=(0,0)

a) Aztertu bere jarraitutasuna (0,0) puntuan.
b) Aztertu bere diferentziagarritasuna (0,0) puntuan.

(1.75 puntu)

a) f jarraitua da (0,0) puntuan < ( I)irrg0 . f(x,y)= 1(0,0). Hau da:
X,¥)—=>(0,

L(1+x?)-siny»  L(1+p?-cos®@)-sin(p-sin@ 2 2
(1+x) YO (1+p 2) (p ):"mp cos 6’2psm6’:

(y)-00  x? 4 y? P20 p) oo P

= lim p-cos’#-sin@=0= f(0,0)
p—0*
Vo

Beraz, f jarraitua da (0,0) puntuan.

b) Deribatu partzialak existitzen direla frogatzen hasiko gara:

0
90
£(0,0) = lim MO =TO0 i, h® ~_,
h—0 h h—-0 h
9 0
£0,0) = lim QK =TO0 _jk*
k—0 k h—0 k

Eta orain diferentziagarritasunerako B.B.N erabiliz:
L(1+h?)-sink
i | (h.k)- (0,0)~h-£,(0,0)~k ,(0,0) ! N+k2 e
m = =

| m
(h,k)—(0,0) th + k2 (h,k)—(0,0) /hZ + k2

L(1+ po*-cos® @)-sin(p-sin & 2.0082 0. 1. S
= lim ( a 3) (p )= lim p_-C0S 93 p-sing _ lim cos’@-sin@
p\;;o p p%o p pv—;O

Beraz, f ez da diferentziagarria (0,0) puntuan.

(*) Polarretan adieraziz:

X = p-C0S6@

a) atalean { .
y=p-sind

h=p-cosé@

b) atalean )
k=p-sing



X2 v ixzy | |
7.- Kalkulatu f(x,y)=1(x-yY) funtzioaren deribatu partzialak

x-1 V(X,y)/ x=y
(4,2) puntuan.

(1 puntu)
h
£/ =lim DTG et i L
h—0 h h—0 h h—>0h
0,
_ T 1L\2
D —fim Q=D g T
k—0 k—0 k

8.- Izan bedi z= f(x,y) funtzio diferentziagarria V(x,y) e R*. Baldin f(0,0)=3,
f(0.1,0)=3.01 eta f (0.1, 0.2) =3.018 balioak ezagutzen badira, kalkulatu f-ren
deribatu partzialen balio hurbilduak (0,0) puntuan.

(1 puntu)
f funtzio diferentziagarria denez V(x,y) e R* = Af =df V(x,y)eR’. Hau da:
V(x,y)eR? = Af = f(x+h,y+k)—f(x,y)=df (x,y) = f/(x,y)-dx+ f,(x,y)-dy
non h=dx eta k =dy
(0,0) puntuan aplikatuz:

f(0,0)=3
(0,0 = h=dx=0.1, k=dy=0 =
f(0.1,0)=3.01
, , 0.01
= Af =0.01=df (0,0)= f/(0,0)-(0.1) = fx(O,O):W=0-l
Era berean:
f(0,0)=3

= h=dx=0.1, k=dy=02 =
f(0.1, 0.2)=3.018

= Af =0.018=df (0,0) = f/(0,0)-(0.0)+ f/(0,0)-(0.2) =

0.018—- f/(0,0)-(0.1) _0.018-0.01 _0.008

= f/(0,0)=
y( ) 0.2 0.2 0.2

=0.04



