KALKULUA - IDATZIZKO FROGA 2

(A eredua)

1.-a) a, eta b, gai orokorrak emanik, noiz esaten da baliokideak direla?

b) Hurrengo gai orokorrak emanik:
2 ES
] Cn:n +1 dn:Sin(n—i_lj en:3n+l1
n

erantzun, arrazoituz, ondoko galdera hauek:

I.  Zeintzuk dira baliokideak?
i. {a}, {b}, {c,}, {d,} eta {e,} segiden artean, zeintzuk dira

n 2 2
n

a _L bn:tan(
n“+1

konbergenteak?
ii. >a, >b, D¢, >d eta >e serieenartean, zeintzuk daukate
=1 =1 n=1 n=1 n=1

izaera berdina?
(2 puntu)

a) a, eta b, gai orokorrak baliokideak dira < Iim%:l

nN—o0

b) i)
n+l) n+l n 1
G=n ) T T
bn:tan( 23 j~ 23 ~iz
n“+1) n°+1 n = a ~d eta c ~¢
2 2
¢, =0 My
n n
1
g, =3m 12 5301

i) {a,}, {b,}, {c,}, {d,} eta {e} segida guztiak konbergenteak dira, denek
limite finitua baitute.

i) da,, Yb eta ) d konbergenteak dira, ziz seriearen izaera berekoak
n=1 n=1 n=1 n=1

baitira (hirurak gai ez-negatiboen serieak dira, beraz konparaziozko irizpidea aplikatu

ahal zaie).

ZCn eta Zen ere gai ez-negatiboen serieak dira. Eta ez dutenez konbergentzi
=1 n=1

baldintza beharrezkoa betetzen, orduan dibergenteak dira.



n+(n+1)+(n+2)+...+(n+n)

2.- Kalkulatu lim

n—ow n

(1.5 puntu)

{n?} segida hertsiki gorakorra eta dibergentea da, beraz Stolz irizpidea (*) aplika
daiteke:
n+(N+1)+(M+2)+...+(2n)

.mn+(n+1)+(n+2)+...+(n+n)

lim . = i -
(:)Iim n+(n+D+M+2)+...+(2n)-(n-1)-n-(n+1)-...—(2n-2)
n—o nz_(n_l)z
_lim 2n+(2n-1)—(n-1) ~Iim3—n=§

n—w 2n-1 n—w© 21 2



3.- Estudiatu Z n seriearen izaera.
~1-3-5-...-(2n-3)-(2n-1)

(1.5 puntu)
0 nn
Da, non a, = >0 Vvn
) 1.3-5-...-(2n-3)-(2n-1)
D”Alembert irizpidea aplikatuko diogu:
n+l
lim 21 _ fim (n+1) 1.3-5-...-(2n-3)-(2n-1) _
e g no*1.3.5....-(2n-3)-(2n-1)-(2n+1) n"
n+1 n n -
:"m&:imwzl.“m(n_ﬂj _821 = Ya
oo (2n+1)-n" e (2n+1)-n" 2 o=\ N 2 ~

dibergentea da.



4.- Aurkitu f(x)=L(2+X) +12—X funtzioaren berretura-seriezko garapena, non
+X
balio duen adieraziz.
(2 puntu)
2X
f(X)=L(2+x)+——=g(x)+h(x)
1+x

e g(x)=L(2+x) =
1
= g (X) - 1 % (_zj Z( l) n+l VX € (_21 2)

2+x 1+X
2

X : - ' .
(*) r= -5 arrazoiko serie geometrikoaren batura da. Konbergentea <> r| = ‘—E <1

Eta integratuz emaitza hori:

n+1

X

00090 =3 (V' g (22
= g(X):L2+i(—l)n'% VXE(—Z,Z)

X =—2 puntuan ng

3g jarraitua
n+l

X =2 puntuan (- ) _ —
L2+ Z konbergentea (Leibniz) = 3batura jarraitua

n+l

Beraz, g(x)=L2+i(—1)“. X

—_— VY -2,2
e~ 2n+l . (n +l) Xe ( ]

Fk

. h(x)=1i—xx Z i (-x)" —22( "X vxe(-11)

(**) r =—x arrazoiko serie geometrikoaren batura da. Konbergentea < |r|=|-x| <1

Eta orain lortutako garapen biak batuz (biak konbergenteak diren eremuan):

n+l

f(x) = L(2+x)+——L2 Z( )" znﬂx +Zz( DX o
=N f(x):L2+§:(—1)“-(2+m]-x”+1 vx(-1,1)



5.- a) Baldin f funtzioaren berretura-seriezko garapena Z(—l)n -(2n+1)-x*" bada,
n=0

aurkitu f"(0).

b) feC”(R) funtzioa emanik, non vxeR f"”(x)=e*@+n+x) Vvn=0,12,...
(fP2(x)=f(x)), lortu p,(x) ((McLaurin-en 2. mailako polinomioa) eta r,(x)
(polinomio horri dagokion Lagrange-ren hondarra).

(2 puntu)

. . : = £7(0) :
a) f funtzioaren berretura-seriezko garapena Taylor-en seriea da, ZT'X alegia.
n=0 -

Emandako garapenean n=1 baliorako bigarren mailako batugaia dugu. Eta Taylor-en
seriearen bigarren mailako batugaiarekin konparatuz:

-3x° :%.x2 & f"(0)=-3-21=-6

b) p,(x)= f(0)+ f’(O)-x+%-x2

Orduan, f”(x)=e*(1+n+x) ¥n=0,12,... adierazpenez baliatuz:

f(0)=fO(0) =€’ =1
f'(0)=e"-2=2 = pz(x):1+2x+gx2
f7(0)=¢€°-3=3

£7(0X) o e"(4+0%)

Eta r,(x) = 3l 3




KALKULUA - IDATZIZKO FROGA 2

(B eredua)

1.-a) a, eta b, gai orokorrak emanik, noiz esaten da baliokideak direla?

b) Hurrengo gai orokorrak emanik:

2 2n _
an = L(1+i2j bn — 5 C :n—-i_l d =en3+1 en :Sin(ﬁj’

n n+1 " n*+4n+2 " 2n° +3
erantzun, arrazoituz, ondoko galdera hauek:

I.  Zeintzuk dira baliokideak?
i. {a}, {b}, {c.}, {d.,} eta {e,} segiden artean, zeintzuk dira

konbergenteak?
ii. >a, b, Dc, >d eta Ye serieenartean, zeintzuk daukate
= = n=1 n=1 n=1

izaera berdina?

(2 puntu)

a) a, eta b, gai orokorrak baliokideak dira < lim & =1

n—oo

b) i)
1 1
- _2 _2
b, = 32
n“+1 n
2 2
cn:n—+1~n—2:1 = a,~e, eta c ~d,

n>+4n+2 n
2n

d, =em "2 530 =1

) ( 2n—1j 2n-1 2n 1
g, =sin ~ ~ =
2n*+3) 2n*+3 2n® n?

i) {a,}, {b,}, {c,}, {d,} eta {e} segida guztiak konbergenteak dira, denek
limite finitua baitute.

i) Y a, b eta >e konbergenteak dira, ziz seriearen izaera berekoak
n=1 n=1 n=1 n=1

baitira (hirurak gai ez-negatiboen serieak dira, beraz konparaziozko irizpidea aplikatu

ahal zaie).

ch eta Zdn ere gai ez-negatiboen serieak dira. Eta ez dutenez konbergentzi
= n=1

b::tldintza beharrezkoa betetzen, orduan dibergenteak dira.



2n+(2n+1)+(2n+2)+...+(2n+n)

2

2.- Kalkulatu lim

n—o n

(1.5 puntu)
{n?} segida hertsiki gorakorra eta dibergentea da, beraz Stolz irizpidea (*) aplika
daiteke:
2n+(2n+)+(2n+2)+...+(3n)

im 2n+(2n+1)+(2n+2)+...+(2n+n)

li > =lim >

n—oo n n—oo n
(:)Iim 2n+@2n+)+(@2n+2)+...+(38n)—-(2n-2)-(2n-1)-(2n)-...—(3n-3) _
o n? —(n-1)>2 -
_lim 3N+@Bn-H+(@Bn-2)-(2n-2)-(2n-1) Iim5_n=§

R 2n-1 noe2n 2



= [

3.- Estudiatu ) (2?)' — seriearen izaera.
n=1 (n') -3

i |

Da, non a, = (2?)} >0 Vn

n=1 (nl) -3

D”Alembert irizpidea aplikatuko diogu:

fo e e (n+2)1 ()23 1. (2n+2)(2n+]) 4
e g moe ((N+)D-3" (2n)! 3 e (n+D)(n+)

dibergentea da.

3

>1 =

(1.5 puntu)



4.- Aurkitu f(x)=x-e*+L(3+x) funtzioaren berretura-seriezko garapena, non
balio duen adieraziz.

(2 puntu)
f(x)=x-e*+L(3+x)=g(x)+h(x)

) Xn ) Xn+1

° — vxeR
o n! = nl
e h(x)=LE@B+x) =
1
M0 &1 X
= h(X)_m:l+3 Zg (——) Z( 1) n+1 VXE(—3,3)

<1

X . : i .
(*) r= -3 arrazoiko serie geometrikoaren batura da. Konbergentea < |r| = ‘_E

Eta integratuz emaitza hori:

n+l

h(x)—h(O):i(—l)"-m Vxe(-33) o
o h(x):L3+i(—1)"-m vx e (=3,3)

x =—3 puntuan Zh

3h jarraitua

X =3 puntuan = (-1)" - N
L3+ Z—l konbergentea (Leibniz) = 3batura jarraitua

n=0

n+l

Beraz, h(x) = L3+i(—1)”- X

—— VXxe(-3,3
~ 3n+1 A (n +l) Xe ( ]

Eta orain lortutako garapen biak batuz (biak konbergenteak diren eremuan):

n+1

© XI’H—l o0 . X
P 3" -(n+1)
1

< f()= L3+Z(3M( (1r)]n+l)+m]-x”” vx e (-3,3]

f(X)=x-e"+L[B+x)= vxe(-33] <




n+l

5.- a) Baldin f funtzioaren berretura-seriezko garapena Z&.x” bada,

n=1

aurkitu f(0).
b) feC”(R) funtzioa emanik, non vxeR f"(x)=e*(n+x) Vvn=012,...
(f2(x)=f(x)), lortu p,(x) ((McLaurin-en 2. mailako polinomioa) eta r,(x)
(polinomio horri dagokion Lagrange-ren hondarra).

(2 puntu)

. . : = £7(0) , :
a) f funtzioaren berretura-seriezko garapena Taylor-en seriea da, Z—|-x alegia.
n=0

Emandako garapenean n =4 baliorako laugarren mailako batugaia dugu. Eta Taylor-en
seriearen laugarren mailako batugaiarekin konparatuz:

4 4) 1
_x_:f_(O)‘X4 P f4)(0):_i:_6
4 41 4

f"(0)

'X2

b) p,(x)=f(0)+ f'(0)-x+

Orduan, f"(x)=e*(n+x) ¥Yn=0,1,2,... adierazpenez baliatuz:
f(0)=f20)=e’-0=0

f'(0)=e’1=1 = p,(X)=x+X%°

f"(0)=¢’-2=2

£7(0X) o _e"(E+00) s

Eta r,(x) = 3 3



KALKULUA - IDATZIZKO FROGA 2

(C eredua)

1.-a) a, eta b, gai orokorrak emanik, noiz esaten da baliokideak direla?

b) Hurrengo gai orokorrak emanik:

S 2_
a :i b, =221 cn:tan(3n+1j d :2n 1 e :Sin( :m j
3 n"+1

n n2 n3

erantzun, arrazoituz, ondoko galdera hauek:

I.  Zeintzuk dira baliokideak?
i. {a}, {b}, {c,}, {d,} eta {e,} segiden artean, zeintzuk dira

konbergenteak?
ii. >a, Db, D¢, >d eta >e serieenartean, zeintzuk daukate
=1 =1 n=1 n=1 n=1

izaera berdina?
(2 puntu)

a) a, eta b, gai orokorrak baliokideak dira < Iim%:l

nN—o0

b, =220 122 520 =1

2n* -1 2n°
n= T~ o7 =1

2n 2n
e —sin( an j~ an__4n_4
" n+1) n*+1 n® n?
i) {a,}, {b,}, {c,}, {d,} eta {e} segida guztiak konbergenteak dira, denek
limite finitua baitute.

= a,~C, eta b ~d,

d

I < - . =1 . .

i) D.a,, >, eta >e konbergenteak dira, > — seriearen izaera berekoak
n=1 =1 =1 n=1

baitira (hirurak gai ez-negatiboen serieak dira, beraz konparaziozko irizpidea aplikatu

ahal zaie).

an eta Zdn ere gai ez-negatiboen serieak dira. Eta ez dutenez konbergentzi
n=1 n=1

baldintza beharrezkoa betetzen, orduan dibergenteak dira.



(n+D)+(M+2)+(n+3)+...+(n+n+1)

2.- Kalkulatu lim

n—o n

(1.5 puntu)

{n?} segida hertsiki gorakorra eta dibergentea da, beraz Stolz irizpidea (*) aplika
daiteke:

Iim(n+1)+(n+2)+(n+3)+...+(n+n+1) :"m(n+1)+(n+2)+(n+3)+...+(2n+1) _

n—oo n n—oo n2

Qlim(n+1)+(n+2)+(n+3)+...+(2n+1)—n—(n+1)—(n+2)—...—(2n—1) 3
_n—>oo r]2 _(n_l)z -
(2n+1)+2n-n 3_n:3

=lim ~lim —
n— 2n-1 now2n 2




3.- Estudiatu 21'3‘5'7‘...~(2n—1)

seriearen izaera.
~ 3.6-9-...-3n

(1.5 puntu)

o 1.3.5.7-....(2n-1)
Da, non a, =
) 3:6-9-...-3n

D”Alembert irizpidea aplikatuko diogu:

Iimﬂ—Iim1'3'5'7""'(2n_1)‘(2n+1)- 3:6-9-....3n
noe g o= 3.6-9-...-3n-(3n+3) 1.3-5:7-...-(2n-1)

>0 Vn

2n+1 2

=i =—<1 = 3 a_ konbergentea da.
n>»3n+3 3 nZ:; " g




4.- Aurkitu f(x) L(2—x)—3—x funtzioaren berretura-seriezko garapena, non

balio duen adieraziz.
(2 puntu)

f(x)=L(2—x)—l‘°i—XX=g<x)+h(x)

gx)=L(2-x) =

n

_ gi_%(ﬁj :_i;ﬂ Vx e (=2,2)

= (0=
2—X 1_5 n=0
2

—<1

X . . .
(*) r= > arrazoiko serie geometrikoaren batura da. Konbergentea <> |r| ‘

Eta integratuz emaitza hori:

000-g(0)=-> -5 g XU xe(-22) o

n=0

0 n+l
e g)=L2-) —F/——— 7 Vx e (-2,2)
n=0
X =2 puntuan /ng
3g jarraitua

X = -2 puntuan (- )“+1 - N
Z konbergentea (Leibniz) = 3batura jarraitua

) n+l
Beraz, g(x)=L2-> ———— 7 vxe[-2,2)
n=0

o0

= &
. h(x)=13—XX = D 3x-x"=>3"" vxe(-11)
- n=0

(**) r =x arrazoiko serie geometrikoaren batura da. Konbergentea <> |r|=|x| <1

n=0

Eta orain lortutako garapen biak batuz (biak konbergenteak diren eremuan)

0

+l
znﬂ 07D =™ wx(-11) <
n=0

S 1 n+l
= (X) = LZ—Z(?)'FmJX VX(—l,l)

n=0

n=0

(=L@ =t2-3



(_1)n ' X2n+1
n!' (2n+1)

5.- a) Baldin f funtzioaren berretura-seriezko garapena z bada,
n=0

aurkitu f"(0).

b) f eC*(R) funtzioa emanik, non ¥xeR f™(x)=e*-(n—-1+x) vn=0,12,...
(fP2(x)=f(x)), lortu p,(x) ((McLaurin-en 2. mailako polinomioa) eta r,(x)
(polinomio horri dagokion Lagrange-ren hondarra).

(2 puntu)
& £7(0)

a) f funtzioaren berretura-seriezko garapena Taylor-en seriea da, Z '
n=0 n:

X" alegia.
Emandako garapenean n=1 baliorako hirugarren mailako batugaia dugu. Eta Taylor-en
seriearen hirugarren mailako batugaiarekin konparatuz:

3 m 1
_X_= f (O)'X3 Py fm(o):_iz—z
3 3! 3

b) p,(x)=f(0)+ f’(O)-x+@-x2

Orduan, f"(x)=e**-(n-1+x) ¥Yn=0,1,2,... adierazpenez baliatuz:
f(0)=f20)=¢"-(-1)=—e

f'(0)=€e"-0=0 = pz(x):—e+%~x2
f"(0)=¢"-1=¢

£7(0%) 5_e"M2+0x) s
31 3!

Eta r,(x) =



