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Azterketaren iraupena: 2 ordu eta erdi

IZEN-ABIZENAK:

TALDEA:

2

Xy
1- f(xy)=1x2+y? v(x,y)=(0,0)

0 (x,y)=(0,0)

a) Kalkulatu, (0,0) puntuan, definizioa erabiliz, bere deribatu direkzionalak
=1, G=(,0) eta G=(0,1) norabideetan.

b) Aurreko emaitzak ikusita, zer esan dezakezu funtzioaren
diferentziagarritasunaz (0,0) puntuan?

funtzioa emanik:

(1.5 puntu)
/13 _h12 'h2
a) d—]: _ lim A Ahe) = 1(0.0) :Iim’i—zzhf-h v =(h;,h,) unitario
Ulog *+° ) 10 y) 2 2
o df ,
Baldin i =(1,0) = —| =1f/(0,0=0
du| .,
o df ,
Baldin i=(0,1) = —| =f,0,0=0
du| .,

unitarioa da, eta d—t L
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b) Aurreko atalean lortutako balioen arabera, baldin f diferentziagarria balitz (0,0)
puntuan, orduan:

Baldin i =(11) = U:(

d—]: = £/(0,0)-h + f,(0,0)-h, =0 Vi =(h,h,) unitarioa.
dd g
Baina — 1 lortu dugu U—(i i] bektorerako. Beraz, f ez da
dilgo 242 NN o

diferentziagarria (0,0) puntuan.




2.- Aurkitu g(x,y)=x*+y® funtzioak hartuko duen balio maximoa x*+y’=1

zirkunferentzian, eta adierazi zein puntutan lortuko duen.

(

1.5 puntu)

g funtzio jarraitua eta x°+y*=1 multzo itxi eta mugatua denez, Weierstrass-en
teoremak ziurtatzen digu, g funtzioak bere balio maximo eta minimo absolutuak hartzen

dituela multzo horretan.

Kalkulatzeko, g funtzioaren puntu kritikoak multzo horretan lortuko ditugu. Puntu
kritiko baldintzatuak, hain zuzen ere. Lagrange-ren biderkatzaileen metodoa aplikatuz:

w(x,y) = x> + y3+/’t(x2 +y° —l)

Eta funtzio honen puntu kritikoak:

W =3x*+2Ax=0 < x(3x+21)=0 =

o 3y
2
X*+y’=1
E—(LLJ
Eaie-X__3 o yoy-sl o J2'\2
22 2 F_(_L_Lj
NZRENF)

x=0 = y=#1 =

A=(0,1)
{B:(O,—l)

{

C =(1,0)
D =(-1,0)

Beraz, 8 puntu kritiko lortu ditugu. Eta bakoitzean funtzioaren balioa kalkulatuz:

g(A)=g(C)=1  g(B)=g(D)=-1 g(E)=% o(F)=—

1

NG

Orduan, g-ren balio maximoa zirkunferentzia horretan 1 da, eta A=(0,1) eta C =(1,0)

puntuetan lortzen da.
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3.- lzan bedi F(x,y,2) = xy+z+sin(22)+.|.et—edt+ ;
1

a) Estudiatuea F(x,y, z) =0 ekuazioak z =z(x,y) funtzio inplizitua
definitzen duen P(x,y, z)=(, ~ /2, —x/2) puntuaren ingurunean.
b) Kalkulatu z/(1, z/2) etaz/ (1, z/2).

(1.5 puntu)
a) Funtzio inplizituaren teorema erabiliz:
i. F(/P)=0
I:X,:ere —e
ii Frox- Y jarraituak di = /2 /2
. 3R =Xx-——= eta jarraituak dira P(x,y, z)=(, #/2, —x/2) puntuaren

F/=1+2cos(2z)

inguruneannon x =0 eta y #0.
iii.  F/(P)=-1%0

Beraz, P(x,y,2)=Q =12, —x12) puntuaren ingurunean A1z =1z(x,y)
diferentziagarria, z(1, 7 /2) =—n/2 izanik.
R(P)_~=

b) z,(1, 7/2) =~ oy 7 xl2)=-

FP)
F(P) 2

F(P)



4- F(XV,2)=2x-1 +(By+xz)-j+(xy—2)-k eremu bektoriala emanik, kalkulatu
bere lerro-integrala x> +y*=4-z (0<z<4) gainazalean definituriko C = ABDE
kurban zehar, non A(2,0,0), B(0,2,0), D(0,0,4) eta E(0,-2,0).

ZA

(1.75 puntu)

Ilf-df:J(Zxdx+(3y+xz)dy+(xy—z)dz): I ﬁ-dF+Iﬁ-dF
C C AB BE

AB BE

2

2 2 . —A_
non, ABE{X Yy _4eta BEE{Z 4-y .
Z x=0

0 2 2
Ilf-dF:j(2xdx+3ydy)=j2XdX+j3ydy=XZEJF%YZ =2
b - 2 0 0

T L Y
F.df I(Bydy—zdz): J3ydy—jzdz =0 ¢
2 0

BE BE

Beste modu batera (kasu honetan, askoz desegokiagoa):
— {xz +y° =4

C’=CUEA kurba itxia definitzen dugu, non EA=

_eta, honela, F eta
z=0

bere lehenengo deribatu partzialak jarraituak direnez R® osoan, Stokes-en teorema
erabil daiteke:

§F-or=[F.dre [F-or = [[rot(F)-oS =[] (rot(F)-N)axdy
c’ o EA s Ry
X*+y><4

,S=z=4-xX"-y* VY(x,y)eR, =
non z X -y (X, y)eR,, {XZO

= N =(2x,2y,1) 7/<%

eta r—ot(lf)=(0,—y,z) =(0,-y,4-x*-Yy?)



Beraz, g‘,lf ~dF=“‘(4—x2 —3y”)dxdy
R

2
Eta, koordenatu polarretan:

T T
X=pCcosd ——<H<—
PP Nl=p = |R,=R,={ 2 " 2
y=psiné o
<

Beraz:

2

3 4
p(4-pcos’0-3p’sin’0)dp do = _[[2,0 —'0— c032¢9+3sin20)j do =

0

o
T
o
=i
Il
—ro N
(SR YY)

NN

(8—4(cos2 0 + 3sin> 9)) do = f (8—2(1+c0s(26) — 6(1- c0s(26)) d6 =

_z
2

Il
—_—ro N

B

4c0s(20) d0 = 2sin(20)|?, =

2

Il
—alN

|
NN

0

2 0
Eta .[F j 2de+3de)=j2XdX+I3ydy:XZ‘Z*gyz =2
A EA 0 -2 B

Orduan, _[If-dr=g$|f-dr— F.df =2
J

(@]



5.- a) ldatzi, arrazoituz, eta koordenatu egokiak erabiliz, a eta b ardatzerdietako

elipseak mugaturiko eskualdearen azalera ematen duen integral bikoitza.
Kalkulatu integral hori.

b) Kalkulatu F=Lx-i+Ly-j+5-L(x*-y*)]-k eremu bektorialak sortzen duen

fluxua, C kurbak mugaturiko S =3x+2y+z =10 gainazalaren zatian zehar, bere
proiekzioa z =0 planoan a eta b ardatzerdietako elipsea delarik.

)

Y

e

(1.5 puntu)
a) Izan bedi (0,0) puntuan zentroa duen elipsea, bere ardatzerdiak a eta b direlarik:
X2 y2
? + b_2 =1

Elipse honek mugaturiko eskualdearen azalera kalkulatzeko koordenatu polarrak
erabiliko ditugu:
{x:apcose

_X y _
y=bpsin@ |J|=ab,0 = {ny:_2+_2§1 P Rgp:pSJ

Beraz:

Azalera(R,, ) = [ dxdy = Zjﬁjabp dpdf=abr
Ry 00

Yy

b) [[F-dS = j(l_x-dydz+Ly-dzdx+[5—|_(x3-yz)].dxdy)=ijj(ﬁ-N)dxdy

s Ry

2 2
non S =3x+2y+z=10 V(x,y)eRXyEX—2+g—231 = N=(321), 7<%:>

= ”If .dS :”(3Lx+2Ly+5—L(x3 : yz))dxdy:J'J.dedy:5~AzaIera(ny):5ab7z
S R R

Xy

D

Xy



2>4-2x*+y*> (S))

6.- Izan bedi V ={x* + (y-1)* <1 (S,) solidoa mugatzen duen S gainazal itxia.
z<4 (S;)

a) Kalkulatu V solidoaren bolumena.
b) T(x,y,z)=2x*+(y-1)°?+6z° funtzioak V solidoan dagoen tenperatura
adierazten du. F=-VT eremu bektorialak, berriz, beroaren fluxuaren

dentsitatea, S mugan zehar, ematen du. Kalkulatu S zeharkatzen duen F
bektorearen fluxua.

c) Kalkulatu F-ren zirkulazioa S, eta S, gainazalen arteko ebakidura-
kurban zehar.

(2.25 puntu)

a) 5
Koordenatu zilindrikoak erabiliz:
X = pcosé 224-2p
y=psing |[J|=p = V={p<2sing
Z1=1 z<4
0<O<rx
& V=:0<p<2sing . Beraz,
S, 4-2p<z7<4
7 2sin@ 4
Bol(V)=[ [ [ pdzdpdo=
e 0 0 4-2p

:—ISSIH 9d9-—j$|n0 (1-cos H)dH——G[ cos 6 +
3

Beste zenbait planteamendu:

v' Goiko aldagai-aldaketa erabiliz, baina integrazio-ordena aldatuz (mugak
konplikatuagoak geratzen badira ere, sortzen den integrala, berriz, aurrekoa
bezain erraza da)

OSQS” 4 4 2sin@
V=i4-dsing<z<4 = Bol(V)=[ [ [ pdpdzdo=

4_2 ] 0 4-4sing 4-z

TSpSZSInH 2

T 4 _ 2 T -3 V4
=1 2sinzg_ 4=2) dzdo= | gsin®g_ 29N 0 dezﬁjsingedezﬁ
) 8 ) 3 3] 9



v Poloa (0,1) puntuan jarriz (ezin dugu ebatzi sortutako integrala):

X = pCcosd 0<6<L2rx
y=1+psingd |[J|=p = V=:0<p<1 =
z=1 4-2p*+2psing+1<z<4

N

Tl 4 27 1
[ | pdzdpdo=[[2pJp*+2psin0+1dpdo
0 4-2p?+2psin6+1 00
b) F=-VT= (—4x,-2(y—-1),-12z) bektorearen fluxua S gainazalean zehar bere

gainazal-integralak ematen digu. Bektore hori eta bere lehenengo deribatu partzialak
jarraituak direnez R® osoan, eta S gainazal itxia denez, Gauss-en teorema erabil daiteke:

= Bol(V)=

O ey

[[F-as "= [[[ div(F)dxdydz = ~18-Bol (v ) = —18-% 128
S \%

c) F-ren zirkulazioa C kurba itxian zehar bere lerro integralak ematen du. Eta
F =—VT denez, badakigu jlf~dr bidearekiko independentea dela. Beraz, 95!3 dFr=0
C

Beste modu batera: Stokes-en teorema erabili daiteke, eta r—ot(lf) =0, orduan

(STOKES)

$E-ar = [[roi(F)-ds =0
[¢ S,



