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Azterketaren iraupena: 2 ordu eta erdi

IZEN-ABIZENAK:

TALDEA:

X+y+z-t=0
x> -y’ —z-t*=0

eta t =t(x,y) funtzio diferentziagarriak definitzen dituela jakinda:

1.- P(x,y,2,t)=(1,0,0,1) puntuan { ekuazio-sistemak z =z(x,y)

a) Kalkulatu t=t(x,y) funtzioaren aldakuntza maximoa Q(X,Yy)=(1,0)
puntuan.

b) Kalkulatu t=t(x,y) funtzioaren aldakuntza Q puntuan, 4x+3y+25=0
zuzenaren norabidean.

(2,25 puntu)
a) Wt(l, O)‘ kalkulatu behar dugu.

Emandako sisteman x-rekiko deribatuz:

1+z, -t =0 Ppunan (147 (1,0)-t,(1,0)=0 ,
, 2 4 = , , 3-4t,(1,0)0=0
2x—1z,-3t°-1, =0 2-12,(1,0)-3t,(1,0)=0
3
& t(@1,0)=—
x(1,0) 1
Emandako sisteman y-rekiko deribatuz:
1+z) -t =0 Ppunwan 1+ 7' (1,0) -t/ (1,0)=0
’ /y 2 4 ' y( ) ry( ) 1_41:’ (110):()
—2y—z,-3t"-t, =0 -2,(1,0)-3t,(1,0)=0 y

, 1
= ty (1,0) = Z

2 2
Beraz, Wt(l,O)‘:,/(%) +(%) :@




dt
b) —
)dU

kalkulatu behar dugu, non G bektore unitarioak, 4x+3y+25=0 zuzenaren
(1,0)

. . unitarioa 3 4
norabidea adierazten du. Hauda, G =(-3,4) = U :(__ _j

5'5

Beraz:

d—f =—§~t;(1,0)+f~t'y(1,o) 9.4 _5_1

dd| o) 5 20 20 20 4
Oharra:

unitarioa
i=3-4) = U= G,—EJ aukeratuz gero, orduan d—E 1
5 5 du (1,0) 4

Zeinuaren diferentzia, norabidean aukeratutako noranzkoaren mende besterik ez dago.
Balio absolutuan, funtzioaren aldakuntza berdina da.



2.- Aurkitu 2x+z=4 eta x*+y°=17 Dbaldintzak betetzen dituzten
f(x,y,z)=y+2z funtzioaren maximo eta minimo absolutuak, kontuan hartuta

baldintza horiek espazioko elipsea definitzen dutela. (Justifikatu mutur absolutuen
existentzia)

(1,5 puntu)

Eskatzen dizkiguten maximoa eta minimoa elipse batean definituta daude, multzo itxi
eta mugatuan, hain zuzen ere. Eta f funtzio jarraitua denez, Weierstrass-en teoremak
ziurtatzen digu, existituko direla maximo eta minimo absolutuak multzo horretan.

Aldi berean, bi baldintza bete behar dituztenez, kalkulurako Lagrange-ren
biderkatzaileen metodoa erabiliko dugu:

W(X,Y,2) = Y +22+A(2X+ 2 4)+ (X +y* ~17)
Funtzio honen puntu kritikoak aurkituko ditugu:
W, =2;L+2yx=0}
w, =1+2uy=0

W =2+1=0 <

2X+2=4

X +y* =17 = 16y*+y*° =17 < y=+1

Baldin y=1 = x=-4 = z=12

Baldin y=-1 = x=4 = z=-4

Bi puntu kritiko atera zaizkigu: A(x,V,z)=(-4,112) eta B(x,y,z) =(4,-1,-4)
Eta, f funtzioaren balioa puntu horietan kalkulatuz:

f(A)=25eta f(B)=-9

Beraz, A maximo eta B minimo absolutuak dira.



1 1-y
3.-  Kalkulatu f(x, y):IL(t x)dt + J' L(t+y)dt funtzioaren gradientea
1 0
P(x,y) =(2,e) puntuan.
(1,25 puntu)

1

/(%) = j— L=

X

1 x-1 1
= = = f/(2.e)==
% «(2,€) 2

2

1
1 X

X
X

£1(x, y)_j dt LO=LE+y)" =LO-L(Y) = f/(2e)=-1

Beraz, Vf(2,e) = (%— j



- 2ry?=1 z7=1-
4.- lzan bedi lehenengo oktantean Cls{x +0y , G, z{ 0 d eta
X

12
C, E{Z_l X kurbek definituriko C kurba itxia eta zatika leuna. Izan bedi C

y=0
kurbak mugaturiko S gainazal leuna eta orientagarria,
X +y*<1
=z=2(XYy) V(xy)eR, =1x=0 erara adierazita.
y>0

F(x,y,2)=(x"y, zcosy+x’,sin y) bektorea emanik:

a) Kalkulatu F bektorearen dibergentzia eta errotazionala.

b) Kalkulatu, justifikatuz, F bektorearen zirkulazioa C kurban zehar.
(2,25 puntu)
a) F(x,Y,2) :(xzy, zcos y + x%,sin y) =(X ,Y,Z) eremu bektoriala emanik:
div(lf) =X +Y/+2Z,=2xy-1zsiny
rot(F)=(z;-Y,. X, -Z..Y/-X;)=(cos y—cosy,0-0,3x’ -x*) =(0,0,2x*)
b) Ariketa bi eratan egin daiteke.

(i) Kontuan hartuta F eta bere lehenengo deribatu partzialak jarraituak direla eta C
kurba itxi eta sinplea, orduan Stokes-en teorema erabili daiteke:

o ()5 () N oo

non Fcﬁ(lf):(0,0,sz)

STOKES

eta S=z=12(x,y) V(x,y)eR,

1l
pzd)
|

|
N

|
N
=

~

Beraz,ﬁ(lf)N:ZX2 = Sﬁlf-d .[Zx dxdy*+27]/zflp .cos’@dp do =
RXY

C

= p-c0s0
p-C0S |J|:p = RXyERgE

X
(*) Polarretan: { .
y=p-sindg

zl2

:—J'cosed

0

NI—‘

7] 1+c0s(26))d ﬂe 5'”(29)}” (_j%

-hll—\



(i) Lerro-integrala kalkulatuz:

On_.
'I'Il
“l

95lf-df:Sﬁ(xzy-dx+(zcosy+x3)-dy+sin y-dz): J. F-d
[ C C

O
N

X = Cost

2 2
e C = Ty _lz y =sint o<t<Z =
z=0 120 2
5 5 2 2
= jlf dr = '[( cos’t-sin®t+cos’ t)dt = j L+C0S(20) ) _(sin(2Y) )
2 2
o 0 0
2 _
lj(l+2005(2t)+1+cos(4t)—l cos(4‘r)jdt=
44 2
5 _ z
L j (1+2cos(2t) +cos(4t))dt = 1[t +sin(2t) + sm(4t)j2 .
43 4 4 ), 8

y X letik Ora =

1—
0

c {Z
° ) =
X

- .dF = j(zcosy-dy+sin y-dz)=
CZ

(1—y)cosy—siny)dy =

D e—y
T
B — o

Q)
(S|ny+cosy jycosydy (smy+cosy) [(ysmy jsmydy}

u=y = du=dy
dv=cosydy = v=siny

=(sin y +cos y) —(ysin y)iJ —(cos y)iJ =1-sinl-cosl+sin1—-1+cosl=0

=1-x? -
. CBE{Z " = [F.r=0
y:O c

Eta hiru emaitza hauek batuz:

3



X - y=2Xx

PR 2
(x-y) (x-y)
integralaren bidearekiko independentzia.

5-a) F(xy)= .] eremu bektoriala emanik, aztertu jlf-dr

b) Azaldu aplikagarria den bidearekiko independentzia hurrengo kasuren batean,
eta, baiezko kasuan, kalkulatu integralaren balioa:

i. gglf-df, non C=x*+y*=1
C

i, gglf-df, non C=(x-1>2+(y+1)>=1
C

iii. Ilf -dr, non C marrazkian erakusten den kurba den, A=(0,-1) puntutik
Cc

A
B=(L10) puntura
B

A

4

a) F(x,y)=X(Xy)1+Y(x,y)-] eta bere lehenengo deribatu partzialak funtzio
2X

(x=y)*
lzan bedi D, ={(x,y)eR*/x-y>0} (edo D,={(x,y)eR’/x-y<0}) eremu
sinpleki konexua, non aurreko baldintzak egiaztatzen diren.

(1,75 puntu)

jarraituak dira R* —{(x,y)/x—y =0} eremuan. Eta X|(x,y)=Y/(x,y)=

Orduan, jlf-dF bidearekiko independentea da eremu horretan.

b) i. kasuan ezin da aplikatu bidearekiko independentzia, C=x*+y*=1 kurba
horrelako eremu sinpleki konexuan edukita ez baitago (x—y =0 zuzena zeharkatzen
du).

ii. kasuan aplikagarria da, C =(x—1)*+(y+1)* =1 kurba D, eremuan edukita baitago.
Kurba itxia eta sinplea denez, orduan 4} F.dr=0.
C

iii. kasuan ere aplikagarria da, berriro D, eremuko kurba delako. Kasu honetan, A eta B
puntuak elkartzen dituen zuzena definituko dugu, bide horretatik integratzeko:

(-x=1dx = f(x— Xx—=1)dx = —Ildx =-1

0

C=y=x-1 = _[ If-dF:ledx+
0

C(A—B)

O t——y



S,=x*+y?=2z

6.- 1zan bedi { gainazalek osatzen duten S gainazal itxia. lzan

S,=xX*+y*=z+1
bedi, ere, F(x,y,z) =2x?-i —4xy- j+xy-k funtzio bektoriala.
a) Kalkulatu S gainazalak mugaturiko V solidoaren bolumena.
b) Kalkulatu F -ren integrala S, eta S, gainazalen arteko ebakidura-kurban

zehar, A=(1,1,1) puntutik B:(O,\/E ,1) puntura.

c) Kalkulatu S osatzen duten S, eta S, zati bakoitzetik irteten diren rT)t(lf)

funtzioaren fluxuak.

(3,5 puntu)
a)
SNS, & 2z=1+1 & =1
2 2
o CE{X +y =2
z=1

Solidoaren bolumena zilindrikoetan
kalkulatuko dugu:

X=p-c0SO

y=p-sind |J|=p

z=1

V2

l

%2 27 2 2
[ pdzdpdo=| Ip(%—p2+l]dpd9:
pP-1 00

Bolumena (V) = J‘.U dxdydz = T

Y

72 3 27 2 4 2 1
= [ I(p—p—]dpdﬁzj('g——p—j d(9=272'(1——j=7r
00 2 0 2 8 0 2
b) _[ F.dr = I (2x* - dx—4xy-dy+xy-dz) =
C(A>B) C(A>B)
oD x=+/2 cost A=(LLDtk < t=2
CE{ y =g y=\/§sint 4 & %Stﬁ%
z=1 7=1 B=(0V21)a & t=2



[ Fur=

C(A—B)

( —4:J2 cos? tsint —8+/2 cos? tsmt)dt

12!E ﬁT -

Mu'—.mn

3 72[:_4\/5(i
7
Oharra: Parametrizazio naturala erabili beharrean, kartesiarretan ere kalkula daiteke

aurreko integrala.
—X
—_ ]9 _y2 dv =
Cz{y_ 2-x x letik Ora = {y 2 x2

z=1 dz=0

J. F.dr = J. (2x2-dx—4xy-dy+xy-dz):f2x2-dx—Jg4x\/2—x2-[ _ij-dx=
1 1

C(A—>B) C(A—-B)

:56x2 -dx:2x3‘iJ =2

c) Kontuan hartuta F eta bere lehenengo deribatu partzialak jarraituak direla eta
S =S, US, gainazal itxia, orduan Causs-en teorema erabili daiteke:

()
Eta, aldi berean: J'_[rot( )-ds = ”rot( )-ds +”rot( )-dS =0

Beraz, ﬁrot( )-ds ——Hrot( )-ds

Izan bitez S;=z=1 V(x,y)eR,=x"+y*<2, eta S'=S;US, gainazal itxia.
Honela:

[[rot(F)-ds = Hrot( )dS+Hrot( )dS=0 < Hrot( )-dS =—[[rot(F)-ds
s’ S;
Eta kalkula dezagun azken integral hau:

Irot( )dS +ﬂ(rot( ) a)dxdy(;)i.[—4ydxdy:)0

(*) rot(F)=(x,—y,~4y), N=(0,01) etay<E

_, GAUSS

'U dlv(rot( ))dxdydz 0

(**) y funtzio bakoitia da y =0 zuzenarekiko simetrikoa den R, eskualdean.

Beraz,

J'_[rot( )-dS =0 eta _Urot( )-dS =0



Beste modu batera: ﬁ(lf) funtzioaren fluxuak definizioz kalkulatuz.

e S, gainazalaren zatitik irteten den ﬁ(lf)-ren fluxua:

Hrot( )-dS - +”(rot( )N)dxdy(;)_g(—xz+y2—4y)dxdy:

27

-l

*) ﬁ(lf)=(x,—y,—4y), N =(-x,-y1), y<§ eta R, =R, =

p(-p cos® 0+ p*sin® 6—-4psind)dp do =

o'—.s‘

0<0<L2rx
OSpS\/E

2z 4 3 V2 27
:—J' p—(cosze—sin20)+4isin0 de:-j cos(20)+ﬂsin0 do =
4 3 3

0 0 0

2
_[_sin20) 82 82 ol o
2 3 i

e S, gainazalaren zatitik irteten den Fﬁ(lf)-ren fluxua:

”mt( )-S = +ﬂ(f0t( )- )dxdy— ﬂ (2% +2y? —4y) dxdy =

2z

!l

_— - T 0_
(*) rot(F):(x,—y,—4y), N =(-2x,-2y,1), y>§ etaR =R, = 0<

p 2,02 cos® 8 —2p*sin* @ +4psin H)dp do=

o'—.&

(2p°cos? 0-2p°sin* +4p°sind)dp d6 =

o'—.gj
o'——;&

N

V4

!

= (sin(Ze) —%cos H] =0

0

4 3 V2 2z
'D—(cos 6 —sin 9)+4 sing | do= J' 2cos(20)+£sm0 do =
2 3 3

0



