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Azterketak bi zati ditu, bakoitza partzial bati dagokiona. Partzial bakoitzean ikasleak 4 
ariketa ebatzi beharko ditu. Partzial bakoitzaren balioa 10 puntukoa da. Partzial bat 
bakarrik egin behar dutenek ordu bat erdi daukate burutzeko. Partzial biak egin behar 
dituztenentzat, azterketaren iraupena hiru ordukoa da.  
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1.- a) Aztertu hurrengo serieen izaera: 
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2.- a) Aurkitu ( ) arctan(5 )f x x  funtzioaren berretura-seriezko garapena, tartea 
non balio duen adieraziz. 

b) x aldagaiaren balio baterako, aurreko garapena 
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bihurtzen da. Zehaztu zenbat gai hartu behar diren serie horretan, euren batuketa 

kalkulatzean, 
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 zenbakiaren balio hurbildua lortzeko, errorea 210  baino 

txikiagoa izanik. 
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3.-  Aurkitu analitiko eta grafikoki hurrengo funtzioaren definizio-eremua: 
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4.- Izan bedi biltegi zilindrikoa non tenperatura  2 2

( , , ) 10 y xT x y z x e z e       

funtzioak adierazten duen, eta demagun ( , , ) (0,0,2)P x y z   puntuan gaudela. 

a) Zehaztu zein litzateke tenperaturaren aldakuntzaren abiadura 
( , , ) (2,3,1)Q x y z   puntura abiatuko bagina lerro zuzena jarraituz. 

b) Zein norabidetan mugitu beharko genuke tenperatura ahalik eta arinen 
jaisteko? Eta igotzeko? 
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Azterketak bi zati ditu, bakoitza partzial bati dagokiona. Partzial bakoitzean ikasleak 4 
ariketa ebatzi beharko ditu. Partzial bakoitzaren balioa 10 puntukoa da. Partzial bat 
bakarrik egin behar dutenek ordu bat erdi daukate burutzeko. Partzial biak egin behar 
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1.- a) Frogatu ( , , ) L( ) 0F x y z z xyz    ekuazioak ( , )z z x y  funtzio inplizitua 

definitzen duela 21
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b) Orain ( , , ( , )) 0F x y z x y   ekuazioan x-rekiko deribatuz: 
 

1 0
( 1)1

x
x x x

yz
yz xy z xy yz yz zxyz

z z z
xyxyz xyz xyz xyz xy x z
xyz

                    
 

2
( ) 4

1
(2 1)

2

xz Q  

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( ) 4 0xz Q    baita. 

 



2.- Aurkitu 2 2( , , ) 1 0x y z y x      eta  ( , , ) 0x y z x z     ekuazioen bitartez 
adierazitako baldintzak betetzen dituzten ( , , ) 5f x y z zx y    funtzioaren mutur 
erlatiboak.  

(3 puntu) 
 
Lagrange-ren biderkatzaileen metodoa erabiliko dugu f-ren mutur erlatibo baldintzatuak 
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Bi puntu hauek sailkatzeko, baldintza nahikoa aplikatuko diegu: 
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Baina puntu kritiko hauek bete behar dituzten baldintzak hemen ere kontuan hartu behar 
ditugu, beraz: 
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Eta hemendik: 
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3.- Izan bitez :g    deribatu jarraitua duen funtzioa eta 2:f    deribatu 
partzial jarraituak dituen funtzioa. Adierazi, arrazoituz, hurrengo adierazpenak 
zuzenak edo okerrak ote diren: 

a)   1

0
( ) ( )

d
g x dx g x

dx
  

b)  0
( ) ( )

td
g x dx g t

dt
  

c)  0 0
( , ) ( , )

x x

t

d
f x t dt f x t dt

dt
   

d)  0 0
( , ) ( , ) ( , )

x x

x

d
f x t dt f x t dt f x x

dx
    

e)  1 1

0 0
( , ) ( , )t

d
f x t dx f x t dx

dt
   

f) Baldin 
40

1 1
( ) (2)

1 5

t
F t dx F

x
  

  

(1.5 puntu) 
 

a) Okerra da:  1 1

0 0
( ) . ( ) 0

d
g x dx kte g x dx

dx
    . 

b) Zuzena da: 
0

( )
t
g x dx  integral parametrikoa da, t parametroa delarik. Hortaz, t 

parametrorekiko deribatuz, emaitza hori lortzen da. 

c) Okerra da: 
0

( , )
x

f x t dt  integral parametrikoa da, x parametroa delarik. Beraz, 

kalkulatuko bagenu, emaitza x-ren mende definituriko funtzioa litzateke. Hortaz: 

   
0 0

( , ) ( ) ( , ) ( ) 0
x xd d

f x t dt F x f x t dt F x
dt dt

      

d) Zuzena da: 
0

( , )
x

f x t dt  integral parametrikoa da, x parametroa delarik. Beraz, x 

parametroarekiko deribatuz, emaitza hori lortuko genuke.  

e) Zuzena da: 
1

0
( , )f x t dx  integral parametrikoa da, t parametroa delarik, eta t 

parametrorekiko deribatuz, emaitza hori lortzen da. 

f) Okerra da: 
Deribazio parametrikoa

4 40

1 1 1
( ) ( ) (2)

1 1 17

t
F t dx F t F

x t
     

   

 

 

 

 



4.- Izan bedi 

2 2
1

2 2
2

3

4

4

8

S x z

S y x z

S y

   
    
  

 gainazalek osaturiko S gainazal itxia eta zatika 

leuna eta har dezagun ( , , ) 2F x y z x i y j k    
  

 eremu bektoriala. Kalkulatu: 

a) S gainazala osatzen duen 2S  gainazalaren zatiaren azalera. 

b) S gainazaletik irteten den fluxua F


 bektorearen eraginez. 

c) S gainazala osatzen duen 2S  gainazalaren zatitik  irteten den fluxua F


 

bektorearen eraginez. 

d) F


 bektorearen zirkulazioa 1S  eta 2S  gainazalen arteko C ebakidura-

kurban zehar. 
          (3.5 puntu) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 2

1 2

4

0

x z
C S S

y

  
  


  

a)      
2

2 2

2Azalera 1
xz xz

x z

S R R

S dS N dxdz y y dxdz       


 

non 
  2

2 2 2 2
2

,1, 2

24 ( , ) 4

x z x

zxz

N y y S y x

y zS y x z x y R x z

                     


 

 2 21 4N x z   


 

 
Orduan: 

     

 

23/222 2(*)
2 2 2

2

0 0
0

3/2

1 4 1
Azalera 1 4 1 4 2

3 / 2 8

17 1
6

xzR

S x z dxdz d d
 

    




       

 

  
 

1S

2S  3S  

xzR  

Y 

X 

Z 

C 

N


 



 
(*)  Polarretan adierazita: 

cos 0 2
eta

sin 0 2

z
J

x

   


  
   

     
 

 

b)    
(  itxia  GAUSS)

3
S

S

V V

F div F dxdydz dxdydz


    
 

 

Zilindrikoetan adierazita: 

2

cos 0 2

sin eta 0 2

4 8

z

x J V

y y y

   
   



  
        
     

 

   

 

2

2 2 8 2 2 2
2 2

0 0 0 0 04

24
2

0

3 3 8 4 6 8 4

6 6 6 24 4 120
4

dyd d d d d
 



          

   



      

 
     

 

     
 

 

c)      
2

2 2

2
xz

S

S S R

F F dS xdydz ydzdx dxdy F N dxdz           
   

 

non 
  2

2 2 2 2
2

,1, 2

24 ( , ) 4

x z x

zxz

N y y S y x

y zS y x z x y R x z

                     


 

   
2 2(*)

2 2 2 2 2 2

0 02

4 4 2 4 sin 4 2 cos
xzR

x x z z dxdz d d



       

  
 

                 

 
(*) Berriro polarretan adierazita: 

cos 0 2
eta

sin 0 2

z
J

x

   


  
   

     
 

22 24
4 2 2 3 2

0 00

2 16
sin 2 cos 16sin 4 8 cos

4 3 3
d d

         
                    
   

 
22

00

16 8
8 1 cos(2 ) 4 cos 8 4sin(2 ) 4 sin 24

3 3
d



                    

 

d)  
(**)

2 0
C C

F dr xdx ydy dz     
    

 

(**) ( , , ) 2F x y z x i y j k    
  

 eta bere lehenengo deribatu partzialak jarraituak dira 
3  eremu sinpleki konexuan, non   0rot F  

 
 integrala bidearekiko independentea 

den. Eta C kurba itxi eta sinplea da. 


