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Escenario y Actores

e Una foliacion .# es una particion
de una variedad diferenciable M en
subvariedades conexas (hojas) de
la misma dimensién. Si existe una
métrica en M tal que la distancia
entre las hojas es localmente cons-
tante, diremos que la foliacion es
riemanniana.

e Se dice que una foliacién es taut si existe una métrica en M para
la cual todas las hojas de .# son subvariedades minimales de M.
Intuitivamente, eso significa que el volumen de las hojas es local-
mente constante.

e El invariante cohomoldgico adecuado para estudiar el espacio co-
ciente M/.% es la cohomologia basica H*(M/.%), es decir, la
del siguiente complejo de formas diferenciales:

V(M) F)={weQ(M): ixw=ixdv=0 VX tangente a .Z}

e Dada una métrica j, tenemos la forma de curvatura media r,
asociada a g (intuitivamente, mide la variacién del volumen local
de las hojas en la direccién transversa a las mismas).

Caracterizacion Cohomologica
(caso regular compacto)

Sea .# una foliacién riemanniana sobre la variedad compacta y sin
borde M. Entonces, k, puede suponerse basica (Dominguez) y ce-
rrada (Kamber-Tondeur). Es més, define la clase de minimalidad
K = [r,] € H'(M/.Z), que no depende de p, sino sélo de .# (Alvarez).
Ademads, son equivalentes:

e .7 es taut;
e (Masa) HY(M/.%#) = R, siendo ¢ la codimension de .#.
e (Alvarez) La clase k € H'(M/.7) es nula.

ObJ et1vO: reproducir esta caracterizacién para
Foliaciones riemannianas singulares.
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Nuevo escenario: Foliaciones
Riemannianas Singulares

e Si permitimos que las hojas tengan dimen-
siones distintas y mantenemos la condicion
meétrica, obtenemos una Foliacién Rieman-
niana Singular (FRS).

RS agrupamos las hojas por su di-

on, obtenemos una estratificacién de

H-"',"-'._M ,#5 particion por estratos. El correspon-

l,‘\ diente a la mayor dimension es el estrato

\ maximal, que es un abierto denso de M.

Los demas estratos son singulares. La res-

triccion de .# a cada estrato es una foliacién
riemanniana (regular).

e Ejemplo: Podemos definir una FRS en
S? segtin las érbitas de una rotacién, como
en la figura. El estrato maximal esta fo-
liado por circulos, y cada uno de los pun-
tos fijos es un estrato singular. No existe
ninguna métrica en S? que haga que todas
las hojas sean subvariedades minimales.
Intuitivamente, el volumen de las hojas no
puede ser localmente constante, pues co-
lapsan en los puntos singulares. No obs-
tante, la parte regular por separado (un
cilindro foliado por circulos), si que ad-
mite una métrica minimizante.
e De hecho, dada una FRS cualquiera, no existe ninguna métrica
global sobre la variedad que haga que todas las hojas sean sub-
variedades minimales (Miquel-Wolak).

Conclusion: 1la propia naturaleza singular
de las FRS nos invita a abordar la minimalidad
geométrica no globalmente, sino en cada estrato.
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Nuestros resultados: Foliaciones
Riemannianas Singulares taut

Sea .# una Foliacién Riemanniana Singular sobre la variedad cerrada
M. Nuestro estudio se puede resumir en los dos teoremas siguientes:

Teorema: (RSW) Sea S un estrato de la FRS (M, #). Entonces, el
estudio y la caracterizaciéon cohomoldgica del caso regular compacto es
vélido para la Foliacién Riemanniana (S,.%), es decir, existe una clase
de minimalidad ks € H'(S/%) cuya nulidad equivale a que (S,.%)
sea taut y equivale a que H?%s7(S/.7) = R.

Idea de la prueba: (Notar que S es, en general, una variedad no com-
pacta). Mediante la desingularizacién de Molino de (M, .%#) pode-
mos embeber cada estrato (.5,.#) como un abierto saturado de una
foliacién riemanniana sobre una variedad compacta, y utilizar ahi los
resultados ya conocidos.

Teorema: (RSW) Sea .# una Foliacion Riemanniana Singular so-
bre la variedad cerrada M. Entonces existe una clase de cohomologia
basica k € H'(M/.%) que induce la clase de minimalidad kg en cada

estrato (5, .%).

p
Conclusiones finales

e Dada una FRS .# sobre la variedad cerrada M, cabe
preguntarse por su caracter taut o minimalidad co-

homoldgicamente hablando (i.e. existe una clase de
minimalidad k € H'(M/.%)).

e La interpretacion geométrica (minimalidad de las ho-
jas) de la minimalidad cohomolégica de (M,.%) no
puede hacerse globalmente, sino individualmente en
cada estrato: k = 0 € HY(M/Z) si y sblo si cada
(S, ) es taut.

Corolario: (RSW) Toda FRS sobre una variedad cerrada y simple-
mente conexa es taut en el sentido anterior.

Nota: La desingularizacién de Molino no conserva la simple conexion,
pero si que conserva el caracter taut.




