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‘ Esquema I

Construimos una Sucesién de Gysin para acciones (singulares) de S°.

1. Sucesiones de Gysin;
2. Nuestro resultado;

3. Ejemplos de acciones singulares de S°.
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‘Objetos de estudio'

M variedad diferenciable (C'°°), cerrada (compacta y sin borde);

Acciéon diferenciable cualquiera

S3x M — M

Cohomogias singulares

H*(M), H*(M/S?)

Sucesiones exactas y espectrales que las relacionen.
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Sucesion de Gysin (clasica)

Dado un fibrado
T M —B

de fibra esférica S*, la sucesién de Gysin asociada es la sucesién exacta:

. HY(B) = H'(M) 2, H"™8B) = H"YB)— ...,

donde es la integracién a lo largo de las fibras y e la multiplicacién

por la clase de Euler del fibrado.
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‘Maﬂs sucesiones de Gysin'

= Casos particulares: acciones libres de S! y S°;

= Generalizaciones:
e flujos (acciones libres de R) isométricos (o riemannianos);
e acciones singulares de St y S?;
e flujos riemannianos singulares;

e acciones toéricas semilibres;
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Casos particulares: accién libre de S! I

En el caso de una accién libre y diferenciable

St x M — M,

el espacio de érbitas M/S! es una variedad diferenciable, y tenemos un

fibrado principal
m: M— M/S'

es decir, la situacion anterior para k = 1. La sucesion de Gysin

correspondiente es:

L HY(M/SY) IS H(M) 2 B (M/SY) = B (MSY) —

N /
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Casos particulares: accién libre de S?

En el caso de una accién libre y diferenciable
S* x M — M,

el espacio de érbitas M/S? es una variedad diferenciable, y tenemos un

fibrado principal
m: M— M/S?

es decir, la situacion anterior para k = 3. La sucesion de Gysin

correspondiente es:

o HY(M/S?) I H(M) 2 H3(MSP) - B (MSP) — ..

N /
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Generalizaciones sucesion Gysin'

Acciones isométricas de R

» Inducen una foliacién .% (flujo)

= M /R no es una variedad, pero tenemos un buen sustituto: la
cohomologia basica H* (M /.%)

= Se puede construir la sucesion de Gysin:]Kamber-Tondeur, 1983]

S H(M).F) = HY(M) 2 B Y(M).F) < HYY(M/).F) — ...

También en el caso de que el flujo no sea isométrico, sino sélamente

riemanniano [JIRP, 2000]:

S HY(MF) IS (M) 2 HY(M)F) =< BN (M)F) — ..

. y,




Geometry meeting 2009

Acciones singulares de S*. 8/27

-

N

‘Casos particulares: accién no libre de S* I

[Hector-Saralegi, 1993]

Grupos de isotropia: finitos y S'.
F' conjunto de puntos fijos.
M /S' no es una variedad, sino una variedad singular.
, . sz * 1N * * 1
Cohomologia de interseccion: HZ(M/S*) = H*(Q5(M/S))

i ™ i *
. — HL(M/S") = Hi{(M) — H

p

Si la accion es semi-libre (s6lo puntos libres y fijos), y tomamos
P = 0 (cohomologia ordinaria):

S H(M/SY) I H(M) 2

= (M/S") — HZN(M/SY) — .

— H"Y(M/SY F) = HFTY(M/SY) —|..

N
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Casos particulares: acciéon semi-libre de S°

[Saralegi, 1993]
= Grupos de isotropia triviales: {1} y S°.
= F' conjunto de puntos fijos.
= M/S® no es una variedad, sino una variedad singular.

i ™ ori b e ryi
RN Hm(M/S?’) “— H'(M) — H.7*(M/S’) — Hpj;i(M/S?’) s

En particular,

S HY(MJS?) T HY(M) 2 H3(MSP, F) = HTY(M/SP) — | .

N /
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‘ Esquema I

Construimos una Sucesién de Gysin para acciones (singulares) de S°.

1. Sucesiones de Gysin;
2. Nuestro resultado;

3. Ejemplos de acciones singulares de S°.
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‘Sucesi(’)n de Gysin para una accién cualquiera de S° I

[JIRP-Saralegi 2009]

Sea
S« M — M

una accion diferenciable. Entonces, tenemos la siguiente sucesion de

Gysin:
L HI(M) — Hi3(M/S3, 2 /83)@(Hi—2 (Mgl))_Z2 L H Y (M/S?)
—s H"PH M) —,
= Y = puntos de isotropia no finita

» la accién de Z? estd inducida por j € S°

\- (—)~%2 denota el subespacio de elementos antisimétricos. /
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‘Estratiﬁcacién de M inducida por la accién de S° I

Posibles subgrupos de isotropia (salvo conjugacién) |G.E. Bredon,
1972]:

e finitos;

o St

e N(St)y~stujy-st
o S°

F:MS3;E:{:U€M: dimS?3 < 1}

Estratificacion:

FCYXYCM

= Y no es una variedad, pero F, M\ F y 3\ F si que lo son.

N /
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Herramienta singular: formas de Verona. I

= M/S? es una variedad singular.

= Podemos usar cohomologia de Verona: w € Q*(M\X) es de Verona

sl existen

o w; € O (X\F)

o wy € O (F)

compatibles en un cierto sentido (explosion, entorno tubular. .. )
= Formas de Verona: Q0 (M/S3)
= H*(M/S?) >~ H*(M/S?) [Verona, 1971]
= Andlogamente, H*(M/S®,¥X/S3) = H*(M/S?,%/S?)




Geometry meeting 2009 Acciones singulares de S°. 14/27

‘ Esstrategia de la demostracién'

. . 3
Usamos formas S3-invariantes: Q* (M )"

« H*(Q(M)%") = H*(M)

Problema de Gysin

0 — Q(M/S?) <& QF (M)S" — Coker I — 0

— H' (M) — H"?(Coker I) — H""Y(M/S°) — ...

. 3
Calcular H*(Coker I) = H*( gs(%);) )
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Calculando H*(Coker 1)

Tomamos la integracion a lo largo de las fibras:
ﬁ: Coker I — Q73 (M/S?, % /S?)

y obtenemos la sucesion exacta corta:

0 — K’;r} — Coker T - QF3(M/S?, % /S?) — 0

Descomponiendo las formas invariantes, llegamos a que esta sucesion

escinde, con lo que tan sélo queda calcular la cohomologia de

A*(M) = K’;rf.

N /
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‘ Excision '
Usando técnicas de excision, tenemos
H*(A™(M)) = H*(A*(X)) = H"(A™(%, F))
Mas atun, podemos reducirnos a calcular la cohomologia
H*(X',U)

siendo ¥/ C ¥ el conjunto de puntos con isotropia conjugada a S, y U
un entorno adecuado de F'.

N /
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— 7o
;De dénde sale (H*_2(MS1)) ?

Tenemos los homeomorfismos:

Y = SS X N(S1) Elgl = (83/81) X N(S1) /st E/SI = SQ X7 E/SI

2

De modo que, por Kiunneth:
H* (X, U) = H*(S? xz, ©5,S% x5, US)
= H*(S? x £, §2 x US )22

- (H*(S2) @ H* (2%, USl))ZQ

— (HO(S2) 2 H*(E/817 Ugl))ZQ o (H2(S2) 2 H*_Q(Z,Sl7 U81)>Z‘

1 1\ 42
_ H*(E//S?), U/S?)) D (H*—Q(E/S ,US )>

N /
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‘ Esquema I

Construimos una Sucesién de Gysin para acciones (singulares) de S°.

1. Sucesiones de Gysin;
2. Nuestro resultado

3. Ejemplos de acciones singulares de S°.
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Multiplicacién-accién S? y S° I

Consideramos la accién de Hopf ¢ : St x S? —S? a derecha, es decir,

o (2, (z1,22)) = (21 - 2, 22 - z). Consideramos también el espacio
cociente S? = S°/S*.

vs: SPxS? — S?
(9,1h]) +— lg-hl

Es una accién transitiva. Todos los subgrupos de isotropia son

conjugados a S'.

M(Za’w) — (2172’2) ‘ (W1,w2) — (Zl TW1 — Wt 22,21t W2+ 22 -wl).

es la multiplicacién de S3.




Geometry meeting 2009 Acciones singulares de S°. 20/27

/ ‘Accién sobre CIP? I \

: SPxCP? — CPP?

9-lz1,22, 23]+ [ply, (21, 22)), 23]
Tres tipos de estratos:
= 1 punto fijo: (F' = {[0,0,x*]}).
= Isotropia S': X\F =Y/ = {[z1, 22,0]} = CP! = §*
» Puntos “libres” (m = |21, 29, 23] con (|z1| + |22]|) - 23 # 0). Se tiene

M\ = S? x (0,1)

» CP? se puede ver como un Mapping Cylinder

CP* = (S° x [0,1]) / ~

N /
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(CP’#CP I

Pegando 2 copias de la estructura anterior, tenemos otra 4-variedad.
Los estratos esta vez son:

= Puntos méviles: M\X = S3 x (0,1)
= Y= =§?||S?

Es otro Mapping cylinder, con otras identificaciones en los extremos.

N /
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Sucesion de Gysin en estos casos: M s I

En el caso de la accién de S3 sobre S2, tenemos (S2)$' = {N, S}.

Z5 actua:
Zo x {N,S} — {N, S}

intercambiando los polos.
En el caso de M = CP2, tenemos CP2/S3 2 [0,1] y (CP?)S" = {N, S, x}.
La sucesion de Gysin nos dice:
0 — H°([0,1]) — H°(CP?) — 0
0 — H?(CP?) = (HO({N, S} U {x})) " =0

0 — H*(CP?) = H'(]0,1],{0,1}) — 0

N /
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(M, %) foliacién riemanniana (regular)

Sucesion espectral de .. Dualidad

Filtrando el complejo 2*(M) por el grado bésico o transverso, tenemos
una sucesion espectral de primer cuadrante.

31 (F)
que converge a la cohomologia H*(M).

Si la foliacion riemanniana (de dimensién k y codimensién [) es regular,
se cumple una propiedad de dualidad [J .A.Alvarez, 1989]

Ey'(F) = By V')

Si .# es singular, cabria esperar una version perversa de la dualidad,
tomando perversidades duales p, q:

s, ~J k—s,l—
\ z_?EQt(ch) =7 Ly t(g;) /
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Ejemplos anteriores: suc. espectrales'

0 R < f)xAendt> 6 R < f(DxAeAdt>

ReR (o ---<t-e(1—t)-e> R 0o --- <t-e>

o 0 --- 0 0

R 0o --- <1> R (o - <1l>
E5(CP?{CP?,.%) E,(CP2, %)

p = 0 autodual.
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‘ Conclusion: I

La aplicaciéon directa:

SESU(F) 25 By 5T

No se cumple en los ejemplos calculados.

o /
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