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Introduccion . Qué es un teorema de insercion?

Los teoremas de existencia de funciones continuas con valores
reales definidas sobre espacios normales figuran entre los resultados
mas importantes en Topologia de Conjuntos.

Pueden dividirse en tres grupos:
o Teoremas de separacion (Lema de Urysohn)
o Teoremas de extensién (Teorema de Tietze)
e Teoremas de insercion
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Introduccion . Qué es un teorema de insercion?

Los teoremas de existencia de funciones continuas con valores
reales definidas sobre espacios normales figuran entre los resultados
mas importantes en Topologia de Conjuntos.

Pueden dividirse en tres grupos:
o Teoremas de separacion (Lema de Urysohn)
o Teoremas de extensién (Teorema de Tietze)
e Teoremas de insercion

Los Teoremas de insercidn son los mas potentes, en el sentido de
que los otros tipos de teoremas se pueden deducir como simples
corolarios.

Pero quizas también sean los més desconocidos.
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Introduccion . Qué es un teorema de insercion?

Existe una extensa literatura dedicada a la posibilidad de encontrar,
para cada par de funciones reales comparables f y g, una funcién
continua htalque f < h<g.

El primero en investigar de esta situacién fue Hahn (1917) siendo f
semicontinua superiormente y g semicontinua inferiormente
definidas sobre un espacio métrico.

Posteriormente Katétov y Tong (~1950) caracterizaron los espacios
con esta posibilidad de insercidn: los espacios normales.
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Introduccion . Qué es un teorema de insercion?

Existe una extensa literatura dedicada a la posibilidad de encontrar,
para cada par de funciones reales comparables f y g, una funcién
continua htalque f < h<g.

El primero en investigar de esta situacién fue Hahn (1917) siendo f
semicontinua superiormente y g semicontinua inferiormente
definidas sobre un espacio métrico.

Posteriormente Katétov y Tong (~1950) caracterizaron los espacios
con esta posibilidad de insercidn: los espacios normales.

Teorema de Katétov-Tong

Un espacio topoldgico X es normal si y s6lo si, dadas

f,g: X —[0,1], f < g, f semicontinua superiormente y g
inferiormente y tales que f < g, existe una funcién continua
h: X —[0,1]talque f < h<g.

Algunos resultados sobre insercion



Introduccioén Insercién = Separacion

Lema de Urysohn

Un espacio topoldgico X es normal si y solo si, para cada par de
cerrados disjuntos Ay B existe f € C(X) tal que f(A) =1y f(B) = 0.

A cerrado B cerrado
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Introduccioén Insercién = Separacion

Lema de Urysohn

Un espacio topoldgico X es normal si y solo si, para cada par de
cerrados disjuntos Ay B existe f € C(X) tal que f(A) =1y f(B) =0.

xa € USC(X)

A cerrado B cerrado
Xx\B € LSC(X)
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Introduccion Insercién = Separacion

Lema de Urysohn

Un espacio topoldgico X es normal si y solo si, para cada par de
cerrados disjuntos Ay B existe f € C(X) tal que f(A) =1y f(B) =0.

xa € USC(X)

A cerrado B cerrado
Xx\B € LSC(X)

Como xa < xx\p podemos aplicar el teorema de Katétov ...
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Un espacio topoldgico X es normal si y solo si, para cada par de
cerrados disjuntos Ay B existe f € C(X) tal que f(A) =1y f(B) =0.
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Introduccion Insercién = Extensién

Teorema de Tietze

Un espacio topoldgico X es normal si y solo si, toda funcién continua
en un cerrado admite una extensiéon continua a todo X.

f e C(A)

A cerrado
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Introduccion Insercién = Extensién

Teorema de Tietze

Un espacio topoldgico X es normal si y solo si, toda funcién continua
en un cerrado admite una extensiéon continua a todo X.

f e C(A)

A d
g€ USC(X): g — f cerrado
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Introduccion Insercién = Extensién

Teorema de Tietze

Un espacio topoldgico X es normal si y solo si, toda funcién continua
en un cerrado admite una extensiéon continua a todo X.

f e C(A)

A d
g€ USC(X): g — f cerrado

Como f < g podemos aplicar el teorema de Katétov . ..
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Introduccion Insercién = Extensién

Teorema de Tietze J

Un espacio topoldgico X es normal si y solo si, toda funcién continua
en un cerrado admite una extensiéon continua a todo X.

A cerrado

g€ USC(X); ga =

Como f < g podemos aplicar el teorema de Katétov . ..
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Introduccion Funciones reticulo-valuadas

La motivacion de nuestro trabajo es tratar de extender estos
teoremas de extensién (Tietze) y separacion (Uryshon) para

funciones del tipo
f2X—1L

donde el codominio L es un conjunto ordenado més general que la
recta real o el intervalo unidad.
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Introduccion Funciones reticulo-valuadas

La motivacion de nuestro trabajo es tratar de extender estos
teoremas de extensién (Tietze) y separacion (Uryshon) para
funciones del tipo

f2X—1L

donde el codominio L es un conjunto ordenado més general que la
recta real o el intervalo unidad.

El teorema de insercion de Katétov-Tong se puede probar basandose
Unicamente en la estructura de orden de la recta real, sin hacer uso
de su estructura métrica ni de sus operaciones algebraicas.
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Introduccion Funciones reticulo-valuadas

La motivacion de nuestro trabajo es tratar de extender estos
teoremas de extensién (Tietze) y separacion (Uryshon) para
funciones del tipo

f2X—1L

donde el codominio L es un conjunto ordenado més general que la
recta real o el intervalo unidad.

El teorema de insercion de Katétov-Tong se puede probar basandose
Unicamente en la estructura de orden de la recta real, sin hacer uso
de su estructura métrica ni de sus operaciones algebraicas.

Nuestra intencién es, analizar en detalle la demostraciéon de Katétov
para después, en primer lugar extender el resultado de insercion, y
posteriormente concluir los resultados de extensién y separacion
para este tipo de funciones.
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m Escalas asociadas a una funcién

Dada una funcién f: X — [0,1]y g € Q N (0, 1), denotaremos
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Dada una funcién f: X — [0,1]y g € Q N (0, 1), denotaremos

[f>ql={xeX:qg<f(x)}
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m Escalas asociadas a una funcién

Dada una funcién f: X — [0,1]y g € Q N (0, 1), denotaremos

[fzql={xeX:qg<f(x)} y [f>ql={xeX:q<f(x)}

Algunos resultados sobre insercion



m Funcién asociada a una escala

Diremos que una familia 7 = (Fy3 | g € QN (0, 1)) de subconjuntos de
X es una escala sobre X si es no creciente, i.e. si verifica que

Fg, € Fg, siempre que g; < Qo.

Algunos resultados sobre insercion



m Funcién asociada a una escala

Diremos que una familia 7 = (Fy3 | g € QN (0, 1)) de subconjuntos de
X es una escala sobre X si es no creciente, i.e. si verifica que

Fg, € Fg, siempre que g; < Qo.
Ejemplo
Dada una funcion f: X — [0,1],
Fi=(f>qllqeQn(0.1) y Fo=([f=q]lqgcQn(0,1))

son escalas.
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m Funcién asociada a una escala

Diremos que una familia 7 = (Fy3 | g € QN (0, 1)) de subconjuntos de
X es una escala sobre X si es no creciente, i.e. si verifica que

Fg, € Fg, siempre que g; < Qo.
Dada una escala F, fr(x) = \/{qg € QN (0,1) | x € Fy} determina
una Unica funcién f-: X — [0, 1] tal que

[fr>qlCFaC[fr >q] paracadage@Qn(0,1).
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m Funcién asociada a una escala

Diremos que una familia 7 = (Fy3 | g € QN (0, 1)) de subconjuntos de
X es una escala sobre X si es no creciente, i.e. si verifica que

Fg, € Fg, siempre que g; < Qo.

Dada una escala F, fr(x) = \/{qg € QN (0,1) | x € Fy} determina
una Unica funcién f-: X — [0, 1] tal que

[fr>qlCFaC[fr >q] paracadage@Qn(0,1).

Ejemplo
Dada una funcién f: X — [0,1] y las escalas
Fi=(f>qllqeQn(0.1))yFo=(f=q] | g€ Qn(0,1)),se
tiene que

fr, =fr, =1.
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m Funcién asociada a una escala

Diremos que una familia 7 = (Fy3 | g € QN (0, 1)) de subconjuntos de
X es una escala sobre X si es no creciente, i.e. si verifica que

Fg, € Fg, siempre que g < Q.
Dada una escala F, fr(x) = \/{qg € QN (0,1) | x € Fy} determina
una Unica funcién f-: X — [0, 1] tal que
[fr>q] C FgC[fr >q] paracadaqgeQn(0,1).

Sean F y G dos escalas que generan las funciones f y g, respectiva-
mente. Entonces

f<g <= F, C Gg, siempre que g1 < @e.
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m Semicontinuidad

LSC(X) = {f € [0,1]X : [f > q] abierto Yg € QN (0, 1)},
USC(X) = {f € [0,1]% : [f > g] cerrado Vg € QN (0,1)}.
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LSC(X) = {f € [0,1]X : [f > q] abierto Yg € QN (0, 1)},
USC(X) = {f € [0,1]% : [f > g] cerrado Vg € QN (0,1)}.

Sea X un espacio topolégico y f: X — [0,1]. Denotaremos

rx)=\V Afy) vy rx= A VI

UeNyyeU UeNy yeU

donde N, es la familia de entornos abiertos de x.

Algunos resultados sobre insercion



m Semicontinuidad

LSC(X) = {f € [0,1]X : f =1},
USC(X) = {f e [0,1]X : f = f*}.

Sea X un espacio topolégico y f: X — [0,1]. Denotaremos

rx)=\V Afy) vy rx= A VI

UeNyyeU UeNy yeU

donde N, es la familia de entornos abiertos de x.

Algunos resultados sobre insercion



m Semicontinuidad

LSC(X) = {f € [0,1]X : f =1},
USC(X) = {f e [0,1]X : f = f*}.

Sea X un espacio topolégico y f: X — [0,1]. Denotaremos

rx)=\V Afy) vy rx= A VI

UeNyyeU UeNy yeU

donde N, es la familia de entornos abiertos de x.

Sea F una escala que genera la funcion f.

Algunos resultados sobre insercion



m Semicontinuidad

LSC(X) = {f € [0,1]X : f =1},
USC(X) = {f e [0,1]X : f = f*}.
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m Semicontinuidad

LSC(X) = {f € [0,1]X : f =1},
USC(X) = {f e [0,1]X : f = f*}.
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m Semicontinuidad

LSC(X) = {f € [0,1]X : f =1},
USC(X) = {f e [0,1]X : f = f*}.

Sea X un espacio topolégico y f: X — [0,1]. Denotaremos
rx)=\V Afy) vy rx= A VI
UeNy yeU UeNiyeU

donde N, es la familia de entornos abiertos de x.

Sea F una escala que genera la funcion f.
feUSC(X) <= F,C F,siempreque p < q.
felLSC(X) <= FyCIntF,siemprequep < q.

feC(X) <= FqCIntF,siemprequep< q.

Algunos resultados sobre insercion



Teorema de insercion Relacion de Katétov

Una relacion binaria € sobre P(X) es una relacion de Katétov siy
s6lo si para cada A, B, A", B, C C X se tiene que

(Pl) AeB = ACB.

P2) ACAeBCB — AeB.

(P3) AeByA eB = (AUA) eB.

(P4) AcByAe B = Ae(BnBHB).

(P5) A€ B = existe C € P(X) talque A€ C € B. (Interpolacién)
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Teorema de insercion Relacion de Katétov

Una relacion binaria € sobre P(X) es una relacion de Katétov siy
s6lo si para cada A, B, A", B, C C X se tiene que

(Pl) AeB = ACB.

P2) ACAeBCB — AeB.

(P3) AeByA eB = (AUA) eB.

(P4) AcByAe B = Ae(BnBHB).

(P5) A€ B = existe C € P(X) talque A€ C € B. (Interpolacién)

Ejemplos

(X, ) espacio topolégico. (1) A€y B e AC IntB.

2) Ac, B &% 3Uopen ACUC FCB.
p
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Teorema de insercion Relacion de Katétov

Una relacion binaria € sobre P(X) es una relacion de Katétov siy
s6lo si para cada A, B, A", B, C C X se tiene que

(Pl) AeB = ACB.

P2) ACAeBCB — AeB.

(P3) AeByA eB = (AUA) eB.

(P4) AcByAe B = Ae(BnBHB).

(P5) A€ B = existe C € P(X) talque A€ C € B. (Interpolacién)

Ejemplos
(X, ) espacio topolégico. (1) A€y B e AC IntB.
(2 Aec, B & 3UopenACUC FCB.

€1 es Katétov siy s6lo si (X, ) es normal.
€2 es Katétov si y sélo si (X, 7) es extremadamente disconexo.
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Teorema de insercion Lema de Katétov

Lema
Sean € una relacion de Katetov sobre X y {Aq}qcan(o,1) and

{Bg}ge0n0.1) dos subfamilias de P(X) tales que
ACI2 < AQw

g1 < Q2 - qu C qu,

AQz S BCH .

Algunos resultados sobre insercion



Teorema de insercion

< Q< Q3

Lema de Katétov

AQ1

Ul &
Ag

Ul c
Ags
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Teorema de insercion Lema de Katétov

Lema
Sean € una relacion de Katetov sobre X y {Aq}qcan(o,1) and

{Bg}ge0n0.1) dos subfamilias de P(X) tales que
AC12 - AQw

g1 < Q2 - qu - qu,

AQz S BC% .

Entonces existe {Cq}qcqn(o,1) C P(X) tal que

CQz € CQﬁ
H<QPQp = Aqg, € Cq,,
CQZ S BQw .
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Teorema de insercion Lema de Katétov

AQ1 CCh B(h
u ¢ U ¢ u
<P < Q3 Ag, Cq B,
u ¢ U « u
Aqa Ctk BOI3

ACIz - AQw BQ2 - BQM ACIz € BQ1'

CQz € CQH Afk € CQN CCI2 € qu :
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Teorema de insercion

Teorema

Sea X un espacio normal, g,h: X — [0,1] talesque g < h, g es
semicontinua superiormente y h semicontinua inferiormente.
Entonces existe una funcion continua f: X — [0,1] talque g < f < h.

Demostracion.
1. Como X un espacio normal,

AeB < ACIntB.

es una relacion de Katétov.

Algunos resultados sobre insercion



Teorema de insercion

Teorema

Sea X un espacio normal, g,h: X — [0,1] talesque g < h, g es
semicontinua superiormente y h semicontinua inferiormente.
Entonces existe una funcién continua f: X — [0,1] talque g < f < h.

Demostracion.
2. Consideramos las escalas

G={l9>qllgee Y H={["h>ql}ge0
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Teorema de insercion

Teorema

Sea X un espacio normal, g,h: X — [0,1] talesque g < h, g es
semicontinua superiormente y h semicontinua inferiormente.
Entonces existe una funcion continua f: X — [0,1] talque g < f < h.

Demostracion.
3. Como g < h, g es semicontinua superiormente y h es inferiormente,
entonces para cada g < @, se tiene que

9=l Cl9=aql
[h>q] C[h> a1,
(9= @] CInt[h> gi]ie. [g=> q] €[h>aq]

Algunos resultados sobre insercion



Teorema de insercion

Teorema

Sea X un espacio normal, g,h: X — [0,1] talesque g < h, g es
semicontinua superiormente y h semicontinua inferiormente.
Entonces existe una funcion continua f: X — [0,1] talque g < f < h.

Demostracion.
4. Podemos aplicar el Lema de Katétov y concluir que existe una fa-
milia 7 = {Fy}gco C P(X) tal que
Fg, € Fq,,
Q< = 9> ] € Fg,,
Fq € [h> ¢1].
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Teorema de insercion

Teorema

Sea X un espacio normal, g,h: X — [0,1] talesque g < h, g es
semicontinua superiormente y h semicontinua inferiormente.
Entonces existe una funcién continua f: X — [0,1] talque g < f < h.

Demostracion.
5. F esunaescala (Fg, € Fg, si g1 < @)
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Teorema de insercion

Teorema

Sea X un espacio normal, g,h: X — [0,1] talesque g < h, g es
semicontinua superiormente y h semicontinua inferiormente.
Entonces existe una funcion continua f: X — [0,1] talque g < f < h.

Demostracion.

5. F esunaescala (Fy, € Fg, si gy < @)y lafuncién generada f = fr
verifica:
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Teorema de insercion

Teorema

Sea X un espacio normal, g,h: X — [0,1] talesque g < h, g es
semicontinua superiormente y h semicontinua inferiormente.
Entonces existe una funcion continua f: X — [0,1] talque g < f < h.

Demostracion.

5. F esunaescala (Fy, € Fg, si gy < @)y lafuncién generada f = fr
verifica:

(@ g<f, (19> q2] € Fg sigi < Qo).
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Teorema de insercion

Teorema

Sea X un espacio normal, g,h: X — [0,1] talesque g < h, g es
semicontinua superiormente y h semicontinua inferiormente.
Entonces existe una funcion continua f: X — [0,1] talque g < f < h.

Demostracion.

5. F esunaescala (Fy, € Fg, si gy < @)y lafuncién generada f = fr
verifica:

(@ g<f, ([9 = 2] € Fq, sigi < qo).

(b) f<h, (Fg € [h> gi] si gy < qo).
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Teorema de insercion

Teorema

Sea X un espacio normal, g,h: X — [0,1] talesque g < h, g es
semicontinua superiormente y h semicontinua inferiormente.
Entonces existe una funcion continua f: X — [0,1] talque g < f < h.

Demostracion.

5. F esunaescala (Fy, € Fg, si gy < @)y lafuncién generada f = fr

verifica:

@@ g=f, ([9 = 2] € Fq, sigr < qa).
(b) f<h, (Fg, € [h > gi] sigr < o).
(c) fescontinua, (Fg, C IntFy, sigr < qo).

Algunos resultados sobre insercion



(Il CER G REITELEEY  Planteamiento del problema

Una vez analizada en detalle la demostracion de Katétov nos
planteamos las siguientes cuestiones:
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(Il CER G REITELEEY  Planteamiento del problema

Una vez analizada en detalle la demostracién de Katétov nos
planteamos las siguientes cuestiones:

Problema 1

Sean ahora X un espacio normal, L un reticulo completo y
g,h: X — Ltales que g < h, g es semicontinua superiormente y h
semicontinua inferiormente.

¢ Cuando podemos asegurar la existencia de una funcién continua
f: X— Ltalqueg <f<h.
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(Il CER G REITELEEY  Planteamiento del problema

Una vez analizada en detalle la demostracién de Katétov nos
planteamos las siguientes cuestiones:

Problema 1

Sean ahora X un espacio normal, L un reticulo completo y
g,h: X — Ltales que g < h, g es semicontinua superiormente y h
semicontinua inferiormente.

¢ Cuando podemos asegurar la existencia de una funcién continua
f: X— Ltalqueg <f<h.

Problema 2

En el caso de respuesta afirmativa al primer problema, ;es posible
concluir un resultado de extension analogo al teorema de extensién
de Tietze para funciones con valores en L?
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(Il CER G REITELEEY  Planteamiento del problema

La respuesta al segundo problema es afirmativa; de nuevo tenemos
el resultado general:

Insercion = Extensién.
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(Il CER G REITELEEY  Planteamiento del problema

La respuesta al segundo problema es afirmativa; de nuevo tenemos
el resultado general:

Insercion = Extensién.

he LSC(X); ha=f

A cerrado
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(Il CER G REITELEEY  Planteamiento del problema

En cuanto al primer problema, para poder extender la demostracion
del teorema de Katétov a un reticulo L mas general que [0, 1], la
clave es poder trabajar con escalas y también el Lema de Katétov. Es

decir, necesitaremos:
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(Il CER G REITELEEY  Planteamiento del problema

En cuanto al primer problema, para poder extender la demostracion
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En cuanto al primer problema, para poder extender la demostracion
del teorema de Katétov a un reticulo L mas general que [0, 1], la
clave es poder trabajar con escalas y también el Lema de Katétov. Es

decir, necesitaremos:

Un subconjunto contable D C L y una relacion <1 sobre L tales que:
e D es unabase de L, es decir

a=\/{deD:d<a}.

e < es interpolativa en D, es decir

di < d» = existe dz € Dtal que di < dz < db.

e < esirreflexiva en D, es decir d 4 d.
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Recordemos que un reticulo completo es completamente distributivo
si se verifica que

AVA= \ NAeli) foral{A}i cL

i€l pEl ;e A i€l
Caracterizacion de Raney
Sea L un reticulo completo y a, b € L, escribimos
a<db VBgL:bg\/B, JceB:a<ec.

L es completamente distributivo si y solo si <1 verifica la siguiente pro-
piedad de aproximacion:

a:\/{beL:bqa} paracada a € L.
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Un subconjunto D C L es una base de L si cada elemento de L es un
supremo de elementos de D. En otras palabras, D es una base si

a=\/{deD:d<a} paracadaac L.

Un elemento a € L es supercompacto (completamente coprimo) si

a<a.

Un reticulo completamente distributivo L es <1-separable si existe una
base contable D C L sin elementos supercompactos.

Ejemplo

[0,1] es <-separable:

D =Qn(0,1) es una base de [0, 1] sin elementos supercompactos.
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Teorema

Sea L un reticulo completamente distributivo <1-separable. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) X es normal,

(2) [Katétov-Tong] Sig: X — L es semicontinua superiormente,
h: X — L semicontinua inferiormente, y g < h, entonces existe
una funcién continua f: X — Ltalque f < h< g;

(3) [Urysohn] Si F C X es cerrado, U C X abierto, y F C U, then
there exists a funcioén continua f: X — Ltalque f(F)={1}y
F(X\U) = {0};

(4) [Tietze] Toda funcion continua f: Y — L en un subespacio
cerrado Y de X admite una extensién continua a todo X.
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