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Introduccién Katétov insertion theorem Teorema de insercion Insercién estricta

Introduccion . Qué es un teorema de insercion?

Los teoremas de existencia de funciones continuas con valores reales
definidas sobre espacios normales figuran entre los resultados mas
importantes en Topologia de Conjuntos.

Pueden dividirse en tres grupos:

e Teoremas de separacion

e Teoremas de extension

e Teoremas de insercion
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Introduccion . Qué es un teorema de insercion?

Los teoremas de existencia de funciones continuas con valores reales
definidas sobre espacios normales figuran entre los resultados mas
importantes en Topologia de Conjuntos.

Pueden dividirse en tres grupos:

e Teoremas de separacion (Lema de Urysohn, 1925)

e Teoremas de extensién

e Teoremas de insercion

P. Uryson (1898-1924)
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Introduccioén . Qué es un teorema de insercion?

Los teoremas de existencia de funciones continuas con valores reales
definidas sobre espacios normales figuran entre los resultados mas
importantes en Topologia de Conjuntos.

Pueden dividirse en tres grupos:

e Teoremas de separacion (Lema de Urysohn, 1925)

e Teoremas de extension (Teorema de Tietze, 1925, 1915 esp. métricos)
e Teoremas de insercion
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Introduccion . Qué es un teorema de insercion?

Los teoremas de existencia de funciones continuas con valores reales
definidas sobre espacios normales figuran entre los resultados mas
importantes en Topologia de Conjuntos.

Pueden dividirse en tres grupos:

e Teoremas de separacion (Lema de Urysohn, 1925)

e Teoremas de extension (Teorema de Tietze, 1925, 1915 esp. métricos)

e Teoremas de insercion (Teorema de Katétov-Tong, ~ 1950)
Hahn 1917 (esp. métr.), Tong 1952 (anunciado 1948), Katétov 1951 (corregido 1953)

P. Uryson (1898-1924)

H. Tietze (1880-1964)  H. Hahn (1879-1934)  H. Tong (1922-2007) M. Katétov (1918-95)
=
———
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Introduccién ¢ Qué es un teorema de inserciéon?

Los teoremas de existencia de funciones continuas con valores reales
definidas sobre espacios normales figuran entre los resultados mas
importantes en Topologia de Conjuntos.

Pueden dividirse en tres grupos:
e Teoremas de separacion (Lema de Urysohn, 1925)
e Teoremas de extension (Teorema de Tietze, 1925, 1915 esp. métricos)

e Teoremas de insercion (Teorema de Katétov-Tong, ~ 1950)
Hahn 1917 (esp. métr.), Tong 1952 (anunciado 1948), Katétov 1951 (corregido 1953)

Los Teoremas de insercidon son los mas potentes, en el sentido de que
los otros tipos de teoremas se pueden deducir como simples corola-
rios.

Pero quizas también sean los mas desconocidos.
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Introduccion . Qué es un teorema de insercion?

Existe una extensa literatura dedicada a la posibilidad de encontrar,
para cada par de funciones reales comparables g y h, una funcion
continua f talque g < f < h.

El primero en investigar de esta situacién fue Hahn (1917) siendo g
semicontinua superiormente y h semicontinua inferiormente
definidas sobre un espacio métrico.

Posteriormente Katétov y Tong (~1950) caracterizaron los espacios
con esta posibilidad de insercién: los espacios normales.
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Introduccion . Qué es un teorema de insercion?

Existe una extensa literatura dedicada a la posibilidad de encontrar,
para cada par de funciones reales comparables g y h, una funcion
continua f talque g < f < h.

El primero en investigar de esta situacién fue Hahn (1917) siendo g
semicontinua superiormente y h semicontinua inferiormente
definidas sobre un espacio métrico.

Posteriormente Katétov y Tong (~1950) caracterizaron los espacios
con esta posibilidad de insercién: los espacios normales.

Teorema de Katétov-Tong

Un espacio topoldgico X es normal siy s6lo si, dadas u,/: X — [0, 1],
u < I, u semicontinua superiormente y / inferiormente y tales que
u < |, existe una funcioén continua f: X — [0, 1] talque u < f < /.




Introduccién Katétov insertion theorem Teorema de insercion Insercién estricta

Introduccioén Insercién = Separacion

Lema de Urysohn

Un espacio topoldgico X es normal si y sélo si, para cada par de
cerrados disjuntos Ay B existe f € C(X) tal que f(A) =1y f(B) = 0.

A cerrado B cerrado
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Introduccioén Insercién = Separacion

Lema de Urysohn

Un espacio topoldgico X es normal si y solo si, para cada par de
cerrados disjuntos Ay B existe f € C(X) tal que f(A) =1y f(B) =0.

A cerrado B cerrado
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Introduccioén Insercién = Separacion

Lema de Urysohn

Un espacio topoldgico X es normal si y solo si, para cada par de
cerrados disjuntos Ay B existe f € C(X) tal que f(A) =1y f(B) =0.

A cerrado B cerrado
Xx\B € LSC(X)
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Introduccion Insercién = Separacion

Lema de Urysohn

Un espacio topoldgico X es normal si y solo si, para cada par de
cerrados disjuntos Ay B existe f € C(X) tal que f(A) =1y f(B) =0.

A cerrado B cerrado
Xx\B € LSC(X)

Como xa < xx\p podemos aplicar el teorema de Katétov ...
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Introduccioén Insercién = Separacion

Lema de Urysohn
Un espacio topoldgico X es normal si y solo si, para cada par de
cerrados disjuntos Ay B existe f € C(X) tal que f(A) =1y f(B) =0.

xa € USC(X)

|
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A cerrado B cerrado
Xx\B € LSC(X)

Como xa < xx\p podemos aplicar el teorema de Katétov ...
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Introduccion Insercién = Extensién

Teorema de Tietze

Un espacio topoldgico X es normal si y solo si, toda funcién continua
en un cerrado admite una extensiéon continua a todo X.

f € C(A)

A cerrado
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Introduccion Insercién = Extensién

Teorema de Tietze

Un espacio topoldgico X es normal si y solo si, toda funcién continua
en un cerrado admite una extensiéon continua a todo X.

f € C(A)

A cerrad
u e USC(X); up = f cerrado
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Introduccion Insercién = Extensién

Teorema de Tietze

Un espacio topoldgico X es normal si y solo si, toda funcién continua
en un cerrado admite una extensiéon continua a todo X.

f € C(A)

A cerrado
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Introduccion Insercién = Extensién

Teorema de Tietze

Un espacio topoldgico X es normal si y solo si, toda funcién continua
en un cerrado admite una extensiéon continua a todo X.

1 O
f € C(A)

A cerrad
u e USC(X); up = f cerrado

Como u < | podemos aplicar el teorema de Katétov ...
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Introduccion Insercién = Extensién

Teorema de Tietze

Un espacio topoldgico X es normal si y solo si, toda funcién continua
en un cerrado admite una extensiéon continua a todo X.

A cerrado

ue USC(X); up=f

Como u < | podemos aplicar el teorema de Katétov ...
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Teorema de insercion Relacion de Katétov

Una relacion binaria € sobre P(X) es una relacion de Katétov siy
s6lo si para cada A, B, A", B, C C X se tiene que

(P1) AeB = ACB.

P2) ACAeBCB — AeB.

(P3) AeByA eB = (AUA) eB.

(P4) AcByAe B = Ae(BnBHB).

(P5) A€ B = existe C € P(X) talque A€ C € B. (Interpolacién)
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Teorema de insercion Relacion de Katétov

Una relacion binaria € sobre P(X) es una relacion de Katétov siy
s6lo si para cada A, B, A", B, C C X se tiene que

(P1) AeB = ACB.

P2) ACAeBCB — AeB.

(P3) AeByA eB = (AUA) eB.

(P4) AcByAe B = Ae(BnBHB).

(P5) A€ B = existe C € P(X) talque A€ C € B. (Interpolacién)

Ejemplos

(X, ) espacio topolégico. (1) A€y B e AC IntB.

2) Ac, B &% 3Uopen ACUC FCB.
p
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Teorema de insercion Relacion de Katétov

Una relacion binaria € sobre P(X) es una relacion de Katétov siy
s6lo si para cada A, B, A", B, C C X se tiene que

(P1) AeB = ACB.

P2) ACAeBCB — AeB.

(P3) AeByA eB = (AUA) eB.

(P4) AcByAe B = Ae(BnBHB).

(P5) A€ B = existe C € P(X) talque A€ C € B. (Interpolacién)

Ejemplos

(X, ) espacio topolégico. (1) A€y B e AC IntB.

(2 Aec, B & 3UopenACUC FCB.

€1 es Katétov siy s6lo si (X, ) es normal.

€ es Katétov si y solo si (X, 7) es extremadamente disconexo.
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Teorema de insercion Lema de Katétov

Lema
Sean € una relacion de Katetov sobre X y {Aq}qcan(o,1) and

{Bg}ge0n0.1) dos subfamilias de P(X) tales que
AQ2 < AQw

g1 < Q2 - qu C Bq”

Aqg, € By,.
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Teorema de insercion

Teorema de insercién Insercién estricta

Lema de Katétov

Ag, By

Ul c ul

<< Q3 Ag, Bg,
ul c ul

AQs qu
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Teorema de insercion Lema de Katétov

Lema
Sean € una relacion de Katetov sobre X y {Aq}qcan(o,1) and

{Bg}ge0n0.1) dos subfamilias de P(X) tales que
AC12 - AQw

g1 < Q2 - qu - qu,

AQz S B(% .

Entonces existe {Cq}qcqn(o,1) C P(X) tal que

CQz € CQﬁ
H<QPQp = Aqg, € Cq,,
CQZ S BQw .

Insercién estricta




Introduccién Katétov insertion theorem

Teorema de insercion

Teorema de insercién Insercién estricta

Lema de Katétov

AQ1 CCh BGh

u ¢ U ¢ u

<P < Q3 qu qu Bg,
u ¢ U « u

Aqa Ctk BOIs

AC12 - AQw B(k - BQM ACIz € BCH'

CQz € CQH AQ2 € CQN CCI2 € BQW :
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Teorema de insercion

Teorema

Sea X un espacio normal, g,h: X — [0,1] talesque g < h, g es
semicontinua superiormente y h semicontinua inferiormente.
Entonces existe una funcion continua f: X — [0,1] talque g < f < h.

Demostracion.
1. Como X un espacio normal,

AeB < ACIntB.

es una relacion de Katétov.
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Teorema de insercion

Teorema

Sea X un espacio normal, g,h: X — [0,1] talesque g < h, g es
semicontinua superiormente y h semicontinua inferiormente.
Entonces existe una funcién continua f: X — [0,1] talque g < f < h.

Demostracion.
2. Consideramos las escalas

G={l9>qllgee Y H={["h>ql}ge0
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Teorema de insercion

Teorema

Sea X un espacio normal, g,h: X — [0,1] talesque g < h, g es
semicontinua superiormente y h semicontinua inferiormente.
Entonces existe una funcion continua f: X — [0,1] talque g < f < h.

Demostracion.
3.Como g < h, g es semicontinua superiormente y h es inferiormente,
entonces para cada g < @, se tiene que

9=l Cl9=aql
[h>q] C[h> a1,
(9= @] CInt[h> gi]ie. [g=> q] €[h>aq]
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Teorema de insercion

Teorema

Sea X un espacio normal, g,h: X — [0,1] talesque g < h, g es
semicontinua superiormente y h semicontinua inferiormente.
Entonces existe una funcion continua f: X — [0,1] talque g < f < h.

Demostracion.
4. Podemos aplicar el Lema de Katétov y concluir que existe una fa-
milia 7 = {Fy}gco C P(X) tal que
Fg, € Fq,,
Q< = 9> ] € Fg,,
Fq € [h> ¢1].
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Teorema de insercion

Teorema

Sea X un espacio normal, g,h: X — [0,1] talesque g < h, g es
semicontinua superiormente y h semicontinua inferiormente.
Entonces existe una funcién continua f: X — [0,1] talque g < f < h.

Demostracion.
5. F esunaescala (Fg, € Fg, si g1 < @)
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Teorema de insercion

Teorema

Sea X un espacio normal, g,h: X — [0,1] talesque g < h, g es
semicontinua superiormente y h semicontinua inferiormente.
Entonces existe una funcion continua f: X — [0,1] talque g < f < h.

Demostracion.

5. F esunaescala (Fy, € Fg, si gy < @)y lafuncién generada f = fr
verifica:
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Teorema de insercion

Teorema

Sea X un espacio normal, g,h: X — [0,1] talesque g < h, g es
semicontinua superiormente y h semicontinua inferiormente.
Entonces existe una funcion continua f: X — [0,1] talque g < f < h.

Demostracion.

5. F esunaescala (Fy, € Fg, si gy < @)y lafuncién generada f = fr
verifica:

(@ g<f, (19> q2] € Fg sigi < Qo).
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Teorema de insercion

Teorema

Sea X un espacio normal, g,h: X — [0,1] talesque g < h, g es
semicontinua superiormente y h semicontinua inferiormente.
Entonces existe una funcion continua f: X — [0,1] talque g < f < h.

Demostracion.

5. F esunaescala (Fy, € Fg, si gy < @)y lafuncién generada f = fr
verifica:

(@ g<f, ([9 = 2] € Fq, sigi < qo).

(b) f<h, (Fg € [h> gi] si gy < qo).
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Teorema de insercion

Teorema

Sea X un espacio normal, g,h: X — [0,1] talesque g < h, g es
semicontinua superiormente y h semicontinua inferiormente.
Entonces existe una funcion continua f: X — [0,1] talque g < f < h.

Demostracion.

5. F esunaescala (Fy, € Fg, si gy < @)y lafuncién generada f = fr

verifica:

@@ g=f, ([9 = 2] € Fq, sigr < qa).
(b) f<h, (Fg, € [h > gi] sigr < o).
(c) fescontinua, (Fg, C IntFy, sigr < qo).
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Insercion estricta Introduccion

En el caso de espacios métricos el teorema de extensién de Tietze

puede mejorarse.
En cierto sentido podemos “controlar” la extension de las funciones

continuas definidas sobre conjuntos cerrados.

A cerrado
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Insercion estricta Introduccion

En el caso de espacios métricos el teorema de extensién de Tietze

puede mejorarse.
En cierto sentido podemos “controlar” la extension de las funciones

continuas definidas sobre conjuntos cerrados.

1 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

F(X\A)c(0,1)

A cerrado
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Insercion estricta Introduccién

En el caso de espacios métricos el teorema de extensién de Tietze

puede mejorarse.
En cierto sentido podemos “controlar” la extension de las funciones

continuas definidas sobre conjuntos cerrados.

1 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

F(X\A)c(0,1)

A cerrado

Ademas de para los espacios métricos, ¢ para qué tipo de espacios se
puede asegurar la existencia de este tipo de extension “estricta’?
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Insercion estricta Introduccion

Teorema (Dowker, 1951)

Un espacio X es normal y contablemente paracompacto si y sélo si,
dadas u,/: X — R tales que u < /, u es semicontinua superiormente
y | es semicontinua inferiormente, existe una funcién continua

f: X—Rtalqueu< f<|I.

Insercién estricta
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Insercion estricta Introduccion

Teorema (Michael, 1956)

Un espacio X es perfectamente normal si y sélo si, dadas

u,l: X — R tales que u </, u es semicontinua superiormente y / es
semicontinua inferiormente, existe una funcién continua f: X — R tal
que u < f <y u(x) < f(x) < I(x) siempre que u(x) < I(x).

Ernest Michael (1925-77)
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Insercion estricta Introduccion

Teorema (Michael, 1956)

Un espacio X es perfectamente normal si y sélo si, dadas

u,l: X — R tales que u </, u es semicontinua superiormente y / es
semicontinua inferiormente, existe una funcién continua f: X — R tal
que u < f <y u(x) < f(x) < I(x) siempre que u(x) < I(x).

u e USC(X)
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Insercion estricta Introduccion

Teorema (Michael, 1956)

Un espacio X es perfectamente normal si y sélo si, dadas

u,l: X — R tales que u </, u es semicontinua superiormente y / es
semicontinua inferiormente, existe una funcién continua f: X — R tal
que u < f <y u(x) < f(x) < I(x) siempre que u(x) < I(x).

I € LSC(X)
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Insercion estricta Introduccion

Teorema (Michael, 1956)

Un espacio X es perfectamente normal si y sélo si, dadas

u,l: X — R tales que u </, u es semicontinua superiormente y / es
semicontinua inferiormente, existe una funcién continua f: X — R tal
que u < f <y u(x) < f(x) < I(x) siempre que u(x) < I(x).

I € LSC(X)

u e USC(X)
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Insercion estricta Introduccion

Teorema (Michael, 1956)

Un espacio X es perfectamente normal si y sélo si, dadas

u,l: X — R tales que u </, u es semicontinua superiormente y / es
semicontinua inferiormente, existe una funcién continua f: X — R tal
que u < f <y u(x) < f(x) < I(x) siempre que u(x) < I(x).

u e USC(X)
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Insercion estricta Introduccion

Corolario

Un espacio X es perfectamente normal si y sélo si, para todo cerrado
A C Xy toda funcién continua f € C(A, [0, 1]), existe una extension
continua F € C(A,[0,1]) tal que F(X \ A) C (0,1).

fe C(A[0,1])

A cerrado
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Insercion estricta Introduccion

Corolario

Un espacio X es perfectamente normal si y sélo si, para todo cerrado
A C Xy toda funcién continua f € C(A, [0, 1]), existe una extension
continua F € C(A,[0,1]) tal que F(X \ A) C (0,1).

fe C(A[0,1])

A cerrado
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Insercion estricta Introduccion

Corolario

Un espacio X es perfectamente normal si y sélo si, para todo cerrado
A C Xy toda funcién continua f € C(A, [0, 1]), existe una extension
continua F € C(A,[0,1]) tal que F(X \ A) C (0,1).

he LSC(X); ha = f

fe C(A[0,1])

A cerrado
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Insercion estricta Introduccion

Corolario

Un espacio X es perfectamente normal si y sélo si, para todo cerrado
A C Xy toda funcién continua f € C(A, [0, 1]), existe una extension
continua F € C(A,[0,1]) tal que F(X \ A) C (0,1).

he LSC(X); ha = f

fe C(A[0,1])

A cerrado

g€ USC(X); ga=1

Como f < g podemos aplicar el teorema-de Michael ...
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Insercion estricta Introduccion

Corolario

Un espacio X es perfectamente normal si y sélo si, para todo cerrado
A C Xy toda funcién continua f € C(A, [0, 1]), existe una extension
continua F € C(A,[0,1]) tal que F(X \ A) C (0,1).

he LSC(X); ha = f

fe C(A[0,1])

A cerrado

g€ USC(X); ga=1

Como f < g podemos aplicar el teorema-de Michael ...
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Insercion estricta Lema basico de insercién estricta

Lema

Sea X un espacio topolégico y / € LSC(X, [0, 1]). Sea (Gp)nen UN2
sucesién decreciente de cerrados de X tales que

UG=1[>0 y Gycl[/l>1] forallneN.
€N
Entoncesréxiste u € USC(X,[0,1]) tal que
0<u<! y [I>0]C][u>0].




Introduccién

Katétov insertion theorem Teorema de insercion

Insercion estricta Lema basico de insercién estricta

O BI= W= N=
P 4

(X)

Insercién estricta
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Insercion estricta Lema basico de insercién estricta

O BI= W= N=

(X)

Gy [/>1]
Go o o />%
Gs o o />$
G4C L 90 />1

1> 0] = Upen Go

o[l > 0]
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Introduccién Katétov insertion theorem Teorema de insercion Insercién estricta

Insercion estricta Espacios perfectos

Lema

Sea X un espacio topolégico y / € LSC(X, [0, 1]). Sea (Gp)nen UN2
sucesién decreciente de cerrados de X tales que

UG=1[>0 y Gycl[/l>1] forallneN.
€N
Entoncesréxiste u € USC(X,[0,1]) tal que
0<u<! y [I>0]C][u>0].
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Insercion estricta Espacios perfectos

Lema

Sea X un espacio topolégico y / € LSC(X, [0, 1]). Sea (Gp)nen UN2
sucesién decreciente de cerrados de X tales que

UG=1[>0 y Gycl[/l>1] forallneN.
€N
Entonces%xiste u € USC(X,[0,1]) tal que
0O<u</! y [I>0]c]lu>D0].

Definition
Un espacio X es perfecto si para cada abierto U C X existe una
sucesion creciente de cerrados (Gp)nen tal que U = |, Gy
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Insercion estricta Espacios perfectos

Lema

Sea X un espacio topolégico y / € LSC(X, [0, 1]). Sea (Gp)nen UN2
sucesién decreciente de cerrados de X tales que

UG=[/>0 y G,c[/>1] forallneN.
€N
Entonces%xiste u € USC(X,[0,1]) tal que
0O<u</! y [I>0]c]lu>D0].

Sea X un espacio topolégico perfecto y / € LSC(X, [0, 1]).
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Insercion estricta Espacios perfectos

Lema

Sea X un espacio topolégico y / € LSC(X, [0, 1]). Sea (Gp)nen UN2
sucesién decreciente de cerrados de X tales que

UG=[/>0 y G,c[/>1] forallneN.
€N
Entoncesréxiste u € USC(X,[0,1]) tal que
0O<u</! y [I>0]c]lu>D0].

Sea X un espacio topolégico perfecto y / € LSC(X, [0, 1]).
Para cada n € N el conjunto [/ > 15] es abierto y como X es perfecto
existe una matriz infinita (Hy m)n,men de cerrados tal que

UHnm=101>1 'y HymC[l>1]paratodon meN.
m
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Insercion estricta Espacios perfectos

Lema

Sea X un espacio topolégico y / € LSC(X, [0, 1]). Sea (Gp)nen UN2
sucesién decreciente de cerrados de X tales que

UG=[/>0 y G,c[/>1] forallneN.
€N
Entoncesréxiste u € USC(X,[0,1]) tal que
0O<u</! y [I>0]c]lu>D0].

Sea X un espacio topolégico perfecto y / € LSC(X, [0, 1]).
Para cada n € N el conjunto [/ > 15] es abierto y como X es perfecto
existe una matriz infinita (Hy m)n,men de cerrados tal que

UHnm=101>1 'y HymC[l>1]paratodon meN.
m

Eligiendo G, = U, ;<, Hi se tiene que

UG.=1[>0 y Gpcl[l>1] forallneN.
neN
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Insercion estricta Espacios perfectos

Lema

Sea X un espacio topolégico y / € LSC(X, [0, 1]). Sea (Gp)nen UN2
sucesién decreciente de cerrados de X tales que

UG=1[>0 y Gycl[/l>1] forallneN.
€N
Entonces%xiste u € USC(X,[0,1]) tal que
0O<u</! y [I>0]c]lu>D0].

Corolario

Sea X un espacio topoldgico perfecto y | € LSC(X, [0, 1]). Entonces
existe u € USC(X, [0, 1]) tal que

0O<u</! y [I>0]clu>D0].
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Insercion estricta Doble Insercion

Sea X un espacio topolégico. Las siguientes afirmaciones son equi-

valentes:

(1) Paracada 0 </ e LSC(X) existe u € USC(X) tal que
0<u<lyl[l>0]cC[u>0].
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Insercion estricta Doble Insercion

Sea X un espacio topolégico. Las siguientes afirmaciones son equi-

valentes:

(1) Paracada 0 </ e LSC(X) existe u € USC(X) tal que
0<u<lyl[l>0]cC[u>0].

(2) Paracada u € USC(X)y / € LSC(X) tales que u < /, existe
U € USC(X) talque u < u' < Iy u(x) < U'(x) < I(x) siempre
que u(x) < I(x).
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Insercion estricta Doble Insercion

Sea X un espacio topolégico. Las siguientes afirmaciones son equi-

valentes:

(1) Paracada 0 </ e LSC(X) existe u € USC(X) tal que
0<u<lyl[l>0]cC[u>0].

(2) Paracada u € USC(X)y / € LSC(X) tales que u < /, existe
U € USC(X) talque u < u' < Iy u(x) < U'(x) < I(x) siempre
que u(x) < I(x).

Dem. (1) = (2): Basta con considerar 0 </ — u € LSC(X). O
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Insercion estricta Doble Insercion

Sea X un espacio topolégico. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:
(1) Paracada 0 </ e LSC(X) existe u € USC(X) tal que
0<u<lyl[l>0]cC[u>0].
(2) Paracada u € USC(X)y / € LSC(X) tales que u < /, existe
U € USC(X) talque u < u' < Iy u(x) < U'(x) < I(x) siempre
que u(x) < I(x).
(3) Paracada u € USC(X)y / € LSC(X) tales que u < I, existen
U eUSC(X)yl' eLSC(X)talesqueu<u <I'<ly
u(x) < U'(x) < I'(x) < I(x) siempre que u(x) < I(x).
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Insercién estricta

Sea X un espacio topolégico. Las siguientes afirmaciones son equi-

valentes:

(1) Paracada 0 </ e LSC(X) existe u € USC(X) tal que
0<u<lyl[l>0]cC[u>0].

(2) Paracada u € USC(X)y / € LSC(X) tales que u < /, existe
U € USC(X) talque u < u' < Iy u(x) < U'(x) < I(x) siempre
que u(x) < I(x).

(3) Paracada u € USC(X)y / € LSC(X) tales que u < I, existen
U eUSC(X)yl' eLSC(X)talesqueu<u <I'<ly
u(x) < U'(x) < I'(x) < I(x) siempre que u(x) < I(x).

Dem. (2) = (3): Primero aplicamos (2) para obtener

U € USC(X) talque u < v’ < Iy u(x) < U'(x) < I(x) siempre
que u(x) < I(x).



Introduccion

Katétov insertion theorem Teorema de insercion Insercién estricta

Insercion estricta Doble Insercion

Sea X un espacio topolégico. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

)]

(@)

3

Para cada 0 < / € LSC(X) existe u € USC(X) tal que
0<u<lyl[l>0]cC[u>0].

Para cada u € USC(X) y / € LSC(X) tales que u < /, existe
U € USC(X) talque u < u' < Iy u(x) < U'(x) < I(x) siempre
que u(x) < I(x).

Para cada u € USC(X) y / € LSC(X) tales que u < /, existen
U eUSC(X)yl' eLSC(X)talesqueu<u <I'<ly

u(x) < U'(x) < I'(x) < I(x) siempre que u(x) < I(x).

Dem. (2) = (3): Primero aplicamos (2) para obtener

U € USC(X) talque u < v’ < Iy u(x) < U'(x) < I(x) siempre
que u(x) < I(x).

Como —/ € USC(X)y —t/ € LSC(X) y —/ < —U', volvemos a
aplicar (2) ... O
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Sea X un espacio topologico. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

(1) X es perfecto.

(2) Paracada 0 < /e LSC(X) existe u € USC(X) tal que
0<u<lyl[l>0]Cl[u>0].

(3) Para cada u € USC(X)y /€ LSC(X) tales que u < /, existe
U € USC(X) talque u < u' < ly u(x) < U'(x) < I(x) siempre
que u(x) < I(x).

(4) Para cada u € USC(X)y Il € LSC(X) tales que u < /, existen
U eUSC(X)y/l eLSC(X)talesqueu<u </I'<ly
u(x) < u'(x) < I'(x) < I(x) siempre que u(x) < I(x).
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[EE A1 R4 (50 Doble insercién + Katétov = Insercion estricta

Corolario (Michael)

Sea X un espacio topologico. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) X es perfectamente normal (= perfecto y normal).

(2) Paracada u € USC(X) y / € LSC(X) tales que u < /, existe
feC(X)talque u < f<lyu(x) < f(x) < I(x) siempre que
u(x) < I(x).
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[EE A1 R4 (50 Doble insercién + Katétov = Insercion estricta

Corolario (Michael)

Sea X un espacio topologico. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) X es perfectamente normal (= perfecto y normal).

(2) Paracada u € USC(X)y /€ LSC(X) tales que u < /, existe
feC(X)talque u < f<lyu(x) < f(x) < I(x) siempre que
u(x) < I(x).

Dem. (1) = (2): Sean u € USC(X) y | € LSC(X) tales que u < I.
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[EE A1 R4 (50 Doble insercién + Katétov = Insercion estricta

Corolario (Michael)

Sea X un espacio topologico. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) X es perfectamente normal (= perfecto y normal).

(2) Paracada u € USC(X)y /€ LSC(X) tales que u < /, existe
feC(X)talque u < f<lyu(x) < f(x) < I(x) siempre que
u(x) < I(x).

Dem. (1) = (2): Sean u € USC(X) y | € LSC(X) tales que u < I.

Como X es perfecto, existen v’ € USC(X) y I' € LSC(X) tales que
u<u <I'<lyu(x) < u'(x) < I(x) siempre que u(x) < I(x).
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[EE A1 R4 (50 Doble insercién + Katétov = Insercion estricta

Corolario (Michael)

Sea X un espacio topologico. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

(1) X es perfectamente normal (= perfecto y normal).

(2) Para cada u € USC(X) y | € LSC(X) tales que u </, existe
feC(X)talque u < f<lyu(x) < f(x) < I(x) siempre que
u(x) < I(x).

Dem. (1) = (2): Sean u € USC(X) y | € LSC(X) tales que u < I.

Como X es perfecto, existen v’ € USC(X) y I' € LSC(X) tales que
u<u <I'<lyu(x) < u'(x) < I(x) siempre que u(x) < I(x).

Como X es normal el teorema de Katétov nos asegura la existencia
de f e C(X) talque U’ < f <[y setiene que

u(x) <I(x) = u(x)<u(x)<f(x)<l'(x)<Il(x) O
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