Tema Il

ESPACIOS VECTORIALES

Objetivos

v" Entender qué es un espacio vectorial (mas alla del conocido espacio vectorial
de los vectores geométricos). Saber comprobar si un determinado cenjunto
es espacio vectorial.

v Comprender los conceptos de independencia y depehdencia“lineal. Saber
comprobar si unos vectores son o no linealmente independientes.

v" A partir de los anteriores, entender los concéptos de base y coordenadas.
Dominar el calculo de bases y coordenadas.

v’ Entender el cambio de base en un espacio vectorial. Saber relacionar dos
bases distintas y las coordenadas en‘ambas bases.

I.L1. ESTRUCTURA ALGEBRAICA DE ESPACIO VECTORIAL

En este tema se va a generalizar el concepto de espacio vectorial. Hasta ahora, el
espacio vectorial mas conocido paras.el alumno era el formado por vectores
geométricos; pero recordemos que,’ya‘en el Tema I, hemos visto que E,, (conjunto de
las matrices de orden 'mxn) es un espacio vectorial. Como veremos, a partir de ahora
llamaremos vector a cualguier elemento de un espacio vectorial; su propiedad basica
sera que podremos formar combinaciones lineales con ellos, como por ejemplo au+pv

(siendo u y v dos«ectores):

Definicion. Sea E un conhjunto no vacio cuyos elementos se llaman vectores, y K un

cuerpo conmutativo ( por ejemplo R o C ) cuyos elementos se denominan escalares.

Definimos en E dos leyes de composicion: una interna, que denotaremos por (+) y
denominaremos “Suma o adicion de vectores de E”, y otra externa a la que llamaremos
“Producto de un vector por un escalar”. Recordemos que una ley externa asocia a cada

escalar o y a cada elemento x de E un elemento Unico, que se representa por oxXy
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también pertenece a E; se le llama producto de a por x. En estas condiciones, se dice

que E es un espacio vectorial sobre K si se verifican las siguientes condiciones:

I) Para la ley interna “Suma de vectores se cumplen las siguientes propiedades:

1)vxyekE X+Yy = y+X Conmutatividad
2)VxyzekE (X+y)+z = x+(y+2) Asociatividad

3)Vxek 3J0eE / x+0 =0+ x=x Elemento neutro
AHVxek FI(-X)eE/ xX+(-x)=(-xX)+x=0 Elemento opuesto

) Para la ley de externa, “Producto por un escalar ‘sesatisfacen las siguientes

propiedades:
1) Vxy eE Y oeK o (X+y) = ax+oy
2)VxeE Vaofek (a+B)x = ax+px
3)VxekE Vo ekK (af)x= a(px)
AHVxekE Ix = x ~(.siendo 1 el elemento neutro del producto en K).

Se dice que E es un espacio vectorial real cuando los escalares pertenecen al conjunto R
de los numeros reales (se denota como E(R)). Se dice que E es un espacio vectorial
complejo si los escalares pertenecen al cuerpo C de los nimeros complejos (se denota
como EC)). En general, denotaremos E(K) a un espacio vectorial donde los escalares

pertenecen a un cuerpo cualquiera K. En esta asignatura nos centraremos en los

espacios vectoriales reales.
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Ejercicio

Comprobar si R® es un espacio vectorial sobre R. <

Ejemplos

Cada uno de los siguientes ejemplos es un espacio vectorial con el conjunto apropiado

de escalares (R o C), y con las apropiadas definiciones de suma de vectores y de

producto de un vector por un escalar en cada caso (se dejan las demostraciones para el

alumno).

a) El espacio vectorial real de todos los vectores geométricos en tres dimensiones, con

las operaciones suma de vectores y producto por un escalar.

b) Enxn(R) es el espacio vectorial real de todas las matrices.de orden mxn definidas
sobre R. Enn(C) es el espacio vectorial de todas las‘matrices de orden mxn definidas

sobre C.

c) R" es el espacio vectorial real de todas las matrices columna nxI reales.

d) C"es el espacio vectorial complejo de todas las matrices columna nx1 complejas.

e) El conjunto R de.los nimeros reales (es espacio vectorial sobre R).

f) El conjunto de funciones f(t) definidas en un intervalo (a,b). Si la funcion es real de

variable real, sera un espacio vectorial sobre R.

Recordemos que las operaciones suma de funciones y producto por un escalar se

definen de la siguiente manera:

- Suma de funciones: (f+g)t) = fit) + y(t)
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- Producto por un escalar:  (Af)(t) = Af(t) reR

El elemento neutro de la suma es la funcidén 0(t) que vale cero Vt e (a,b).

g) P, es el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que n:

Pr={ p(x)=anX"+oun.aX" .. +ouxtag /o€ R},

Recordemos que las operaciones suma de polinomios y producto por un escalar se

definen de la siguiente manera:

Suma de polinomios:

P(X) =, X" +a, X"+ .+ alx+ao}
-1
q(X):ﬂan +ﬂn—lxn o F ,le"'ﬂo

P(X) +a(x) = (@, + B)X" + (s + B )X £ i+ (o #B)X+ (g + )

Producto de un polinomio por un escalar:

Ap(X) = Ao X" + Ao, X% ... +Ma X+ A,

A partir de aqui, cuando queramos ‘especificar que un elemento es un vector (es decir,
que pertenece a un espacio vectorial), lo'haremos denotandolo con una letra minuscula

en negrita.

Algunas consecuencias de la definicion de Espacio Vectorial

Se E un‘espacio vectorial sobre K. Entonces, pueden extraerse las siguientes

consecuencias (se'han omitido las demostraciones, salvo para la consecuencia 5)):

1) Si xeE y 0eK setieneque Ox =0 (vectornulo).
2) Vxe E y Va € K se tiene que (-a)x = -ox.

En particular (-1)x = -(1x) = -x.

3) Vo e K o0=0.
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4) Laigualdad ax = 0 sélo se verificasi o =0 6 x=0.
5 i) Va#0 ox=ay = x=Yy

i) Vx=0 oax=px = a=p

Demostracion:

HDox=ay = ox-ay =0 = a(x-y) =0 por(4) = a=0 6 x-y=0
Como estamos suponiendo que a=0, entonces x-y =0 = x=y
i) ax = fx = ax-px=0 por4) = a-f=006 = 0.
Como estamos suponiendo x#0, entonces a-f =0 —a=p" "=

Consecuencia. Los escalares a0 y los vectores x#0 son'simplificables para la ley de

composicion externa.

I1I.2. SUBESPACIOS VECTORIALES

Definicién. Sea E un espacio vectorial./Un subconjunto:no vacio F de E se dice que es
un subespacio vectorial de E si él mismo es.un espacio vectorial con las operaciones
suma de vectores y producto de un escalarypor un vector definidas en E (es decir, es un

espacio vectorial dentro de otro)

Como veremos a continuacion, el proceso para comprobar si un subconjunto F de un
espacio vectorial E es también un espacio vectorial puede simplificarse. La razén es que
de las 10 propiedades que habria que comprobar, varias de ellas es seguro que se
cumpliran, por estar F dentro de E. Por lo tanto no tendremos que comprobar estas
propiedades, y solocomprobaremos las que puedan fallar. Esto se expresa en el

siguiente teorema.

Teorema. Las condiciones necesarias y suficientes para que un subconjunto F de E sea

subespacio vectorial sobre K son:

I) que contenga al vector nulo de E:

OeF
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II) que sea estable para la suma:
v x,ye F X+yeF

IlT) que sea estable para el producto por un escalar:

VXe FyVae K axeF

Demostracion. Tenemos que demostrar que un subconjunto F de E es un subespacio

vectorial de E si y solo si se cumplen las propiedades I alll .

<) Esta implicacion es evidente.

=) Supongamos que las propiedades I a Il se cumplen. Veamos que-entonces se

cumplen el resto de las propiedades para que F sea espacio vectorial.

Para la suma:
1) Laley es interna en F, por cumplirse ).
2) Asociatividad: se cumple por cumplirsewen E.
3) Conmutatividad: se cumple por cumplirse en E.

4) Elemento neutro;

WX e F, 310eF [ x+0 = x = 0+x.

Se cumple, porque seha exigido que se cumplal (0 € F).

5). ‘Elemento inverso:

VX € F,3(-x) eF/x+(-x)=0 = (-x)+x
Se cumple, porque
X =(-1x € F, por ser (-1) eK 'y por verificarselll.
Para el producto por un escalar:
Se cumplen todos los axiomas en F por cumplirse en E. (]

Observacion: La condicion exigida a un subespacio vectorial F de contener al vector 0,

es equivalente a exigir que F£J.
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Ejercicio

Sea W ={(a b 1)'/abe R}). Comprobar si W es un subespacio de R>. <

Ejercicio

Sea W ={(a b 0)'/abe R}). Comprobar si W es un subespacio de R®. «

En todo espacio vectorial E, los conjuntos {0} y E se denominan subespacios vectoriales

triviales.

11.3. DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL

Definicion. Sea E un espacio vectorial sobre K, y sea {ey e ... €g.un conjunto de

vectores de E. Se dice que un vector xeE es combinacion dineal de {e1, e, .., eg} si

existen g escalares a1, a,...., oy pertenecientes a’K tales ques

X = ohCit.an€rtiuetog ey

Es facil darse cuenta de que existen infinitasscombinaciones lineales de {e;, e, ... eq4}. El
conjunto de todos los elementos que.se.pueden formar como combinacion lineal de
{e1, e .., e} pertenece.a E; ademas, es un subespacio vectorial de él. Es decir, si

llamamos
F={X =i+ et ... togeq e K 1= 1,2,...,q}
F es subespacio vectorial de E:

Demostracion.

I) 0 € F, pues el vector nulo puede escribirse como la combinacion lineal
0=0e;+ Oex + ...+ Oeq
) VxyeF x+y e F, ya que:

XeF=X= a8, + a8, + ... +8,
yeF=y= pe +5,e,+ .. Jrﬂqeq
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X+y=(a +a8, + .. +a,8,)+(Be +pe,+ .. +p3e)=

=(a + )6, +(a, +B)e, + ... +(a,+p,)e, € F

II) vxeFy VaeK, ax e F puesto que:

XeF=>X= e +a,8, + ... + e, =
u

ax=a(ae, +a,e, + ... +ae)=(aa) e +(aa,)e, + ... +(a05q )eq eF

Se dice que {eyey, ...eq} €s un sistema de generadores del subespacio F. Se dice también

que F esta generado por {eyey, ...€4}, y se representa por F=Span {ey,e,,...eg}.

Definicion. Cuando {ej ey, ...eq} genere todo el espacio E se dice.que {ey, €5 ..;e4} es

una familia total de vectores (para E).

Teorema. Sea {eje;,...e5} un conjunto de vectores.dé un espaciowectorial E, y sea x
otro vector de dicho espacio vectorial. Si x es_combinacion’ lineal de {eye,...eq},

entonces Span {ejey,...eq;}=5Span {ey,e;,...eq, X}.

Segun este teorema, si de un conjunto.de vectores.eliminamos aquellos vectores que
son combinacion lineal de los restantes, el conjunto de vectores resultante genera el

mismo subespacio vectorial que el conjunte de vectores inicial.

Definicion. Se dice quel.un conjunto finito S={eje;..e;} de vectores de un espacio
vectorial E es linealmente dependiente, o que es una familia ligada de vectores, si y s6lo
si alguno de ellos es combinacion lineal de los restantes. De la misma manera, S es un
conjunto de vectores. linealmente independiente, o es una familia libre de vectores,

cuando ningun vector es combinacién lineal de los demas.

Ejemp

En la familia
—fa — — N
T={e1=1, e,=X, e3= X", €4= X*-2X}
se observa que
€4 =6€326

Por lo tanto, {e;,e,, e3e4} son linealmente dependientes. «
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Se presenta a continuacion una definicién alternativa de dependencia e independencia

lineal, muy Util a propositos practicos.

Definiciones. Sean {eje,,...eq} un conjunto finito de vectores de un espacio vectorial E.

Los vectores {ey,e.....e4} son linealmente independientes si y solo si la relacion
a8 + a8, + ... tae, =0 (1)

se cumple sélo cuando a1 = o, = .. = ag= 0.

En el caso de que dicha relacion se cumpla con algunos escalares no nulas, se dira que

{eye,,...eg} los vectores son linealmente dependientes.

Ejemplo

Comprobar si los polinomios {1, x, X’} son linealmente independientes.

Solucion. Si formamos la relacion
a+hx+cx?=0

obtenemos que a=b=c=0 (identificando los_coeficientes de las variables del mismo

grado Vx), con lo que el conjunto-de polinomios {1xx*} es linealmente independiente.

<

0
B 1 .
Estudiar si S=/1 €p= , 8 = Nt e, = 5 es una familia libre de
3

vectores en R*.

Solucion. Para ello planteamos la expresion
oL181+0e 0383 +0oes =0

y resolvemos la ecuacion. Esta da lugar al sistema homogéneo de cuatro incognitas

siguiente
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oy +a, = 0
20, +a, =0
a, 2a, = 0
6a, +3a, +6a, = 0
1
0

cuya matriz de coeficientesA =

5 tiene rango cuatro. Por lo tanto la

© O O B
o O N O
W+ = O

6

solucion es Unicamente la trivial (a1=0, 0;=0, a3=0, 04=0) y los vectores. son

linealmente independientes. «

Ejemplo

Comprobar si los polinomios {1, x, X, x*-2x} son linealmente independientes.

oa1l+ooX+ a3 X2 +04 (X2-2X) =0

2o
o1+ ((12-20L4) X+ (OL3+ a4) xX5.=0
Esto nos lleva a un sistema de ecuaciones:Su soluciénies: o; = 0, a; =204 Y 03 = -0y,

VoueR (lo que significa que la expresion anterior es cierta, por ejemplo, con as=1, 01=0,

0a2=2y a3=-1). Luego los polinomios {1, x, %2, x°-2x} linealmente dependientes. «

Estudiar si No=14 ¢, €& , 8, = 5 es o no familia libre de

vectores en R*.

Solucion. Para ello hay que resolver la ecuacion
aier+oxertozeztases=0
que da lugar al sistema homogéneo de cuatro incégnitas siguiente:
ol +o4 =0

200+ o3 =0
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cuya matriz de coeficientesA = tiene rango tres. Por lo tanto, al

0

o O O -
o O N O
w k= O

tratarse de un sistema homogéneo y ser el rango de la matriz de coeficientes menor
que el numero de incognitas (que es cuatro), existe solucion distinta de la nula, por lo

que los vectores son linealmente dependientes.

Si queremos obtener la relacion de dependencia (qué relacion.hay entre los vectores)

resolvemos el sistema de ecuaciones. En este caso obtenemos:
Ol1= - Olg, Ol2 =~ Olg, O3 = 2044, VouseR

Asi por ejemplo, para a4=1, o0u=-1, ap,=-1y az=2tésulta:
-e1+(-) e, +2e3+ e4=0.
Observacion 1. En los ejemplos que.se han.visto en R* se observa que la matriz de

coeficientes del sistema de ecuaciones (matriz A) tiene por columnas las componentes
de los vectores de S (vectores cuya independencia queremos comprobar). Por ello, si
existe una combinacioén lineal entre los vectores de S existira idéntica relacién entre las
columnas de dicha matriz. En el primer ejemplo, como el rango era 4 las 4 columnas
eran linealmente independientes; y por lo tanto también lo eran los vectores de S. En el
segundo ejemplo; como €lrango de A era tres, tres columnas seran linealmente
independientes, y ensconsecuencia sélo 3 de los vectores de S seran linealmente

independientes.

En general, se puede decir que si se forma una matriz cuyas columnas son las

componentes de los g vectores de un sistema S de vectores de R", el rango r de dicha

matriz nos indica el nimero de vectores independientes del conjunto S. Si r=g,
entonces S sera una familia libre de vectores. Mientras que si r<g, entonces existiran

q-r vectores dependientes de los r, y el conjunto S no sera libre. Veremos mas adelante
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cdmo, trabajando con vectores de un espacio vectorial cualquiera, podremos hacer uso

de esta propiedad si trabajamos con las “coordenadas” de los vectores.

Observacion 2. Notese que las dos definiciones vistas para dependencia e

independencia lineal son equivalentes.
Demostracion.

) Supongamos que en el conjunto {eje;,...eq} hay un vector combinacion lineal de
los demas. Por ejemplo, supongamos que e; es combinacion lineal delos restantes:

Entonces se tiene

€ = 2y + . + &6,

donde los escalares a. no seran todos nulos. Pasando el vector e, al segundo

miembro de la ecuacion

(-De, +ae, + ... wee, =0

Por tanto la relacion (1) se estara cumpliendo.cen algunos coeficientes no todos
nulos.

(1) Supongamos ahora que la relacién
e + By ¥ ... +e, =0

se cumple con.algunos coeficientes no nulos. Por ejemplo, supongamos que a;
es no nulo.Entonces, dividiendo entre a, y despejando e;

1
& =m— (@8 + . + a8))
&,

con lo que'e; es combinacion lineal de los restantes. =

Los conceptos de dependencia e independencia lineal son cruciales en algebra lineal.
Entre otras cosas, nos conduciran a nuevas formas de estudiar los conceptos de rango
de matrices, y la existencia y unicidad de soluciones de sistemas de ecuaciones.
Ademas, constituyen la clave para entender cobmo representar elementos de espacios
vectoriales de una manera simple, nos ayudan a entender las dificultades numéricas
que pueden aparecer en el calculo de soluciones a problemas aplicados, etc. Asi, es

absolutamente esencial manejar estos conceptos y ser capaces de determinar si un
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conjunto de vectores es linealmente independiente.
Definicion. Una familia infinita es libre, si toda familia finita sacada de ella es libre.
Existen dos tipos de espacios vectoriales:

1) Espacios vectoriales en los que no es posible formar una familia que sea infinita y

libre como, por ejemplo, el formado por los vectores usuales ( pues una familia libre no

puede contener mas de tres vectores), R", Eyn, P, ...

2) Espacios vectoriales donde es posible formar familias que son-a la vez libres e

infinitas. Por ejemplo:
Si={LxxX, ... X" X" .}
S; ={1, cos x, cos 2x, ... ,COS nx, ...}
S; ={e e .., e™ .}

I.4. BASE, DIMENSION Y COORDENADAS

Nos vamos a ocupar en, este curso .de\ espacios vectoriales de tipo finito. Como

veremos, éstos son espacies que‘estan generados por un ndmero finito de vectores;

por ejemplo, R®. En estos espacios vectoriales no pueden formarse familias infinitas y

libres.

En un espacio vectorial .de tipo finito, tienen especial interés aquellos sistemas
generadores que sonysademas, independientes. A ellos se les llama bases. Todo vector
del espacio se podra expresar de una Unica manera como combinacién lineal de los
vectores de una base; a los coeficientes de esa combinacién se les llama coordenadas

del vector dado.

I1.4.1. Base

Definicion. Sea E un espacio vectorial sobre K. Un conjunto finito de vectores
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{el,ez, eq} de E se dice que es base de E si es una familia libre y total. Es decir, es un

conjunto de vectores linealmente independientes y capaces de generar todo E.

Ejemplo

1 0 0

Probar que el conjunto de vectores 3 e, =[0|,e,=|1],e,=|0| tes una base de
0 0 1

R°.

Solucion.

- Veamos si son linealmente independientes.

G\~ O

0
N&3
1

“
«
o O B+

- Veamos ahora si son un sistema~total (es“decir, si generan todo R3). Para ello

comprobaremos si todo vectofiu‘de R puede expresarse como combinacién lineal de

{e1, e, e3}.
ul
Siu= | W\le R3, es muy sencillo ver en este caso que
u3

U=uieit+ures + uUzes

Por tanto u es combinacion lineal de los vectores {e;, e,,e3}. En este caso, ademas los

coeficientes de la combinacion lineal coinciden con las componentes del vector u.

Asi pues, el conjunto {e;, e,, e3} es un sistema libre y total. Por lo tanto es una base de

R3. Esta base recibe el nombre de base canénica de R>. «
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Ejercicio

1 1 1
Probar si los vectores 1 e, =( 0|, e, =| 1], &, =|1| {forman una base de R’. «
0 0 1

Ejemplo

Comprobar si {1, x, x*} es una base de P,.

Solucion.

- Como se ha visto antes los 3 vectores son linealmente/independientes, ya que si

formamos la relaciéon
2i_
a+bx+cx“=0

obtenemos que a=b=c=0 (identificando:los coeficientes de las variables del mismo
grado Vx), con lo que el conjunte de polinemios {1xx’} es linealmente

independiente.

- Ademas el sistema es total,'ya que {1, %, X’} genera todo PP, (se deja la comprobacién

para el alumno).

En consecuencia {1, x, X’} €s una base de P,,

Comprobar si {1, x, x*, %"} es una base de P,. <«

Ejemplos

- La base candnica de R (espacio vectorial sobre si mismo) es {1}.

- La base candnica de C (espacio vectorial sobre si mismo) es {1}.
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- La base candnica de C espacio vectorial sobre R es {1,i}. <«

Definicién. Un conjunto infinito de vectores se dice que es base de un espacio vectorial
E si y solo si es libre y cada vector del espacio E se puede obtener como una

combinacion lineal de un nimero finito de vectores de la base.

Ejemplos

- El conjunto {1, ¢, £, ..} es una base del espacio vectorial real de todos los polinomios.

- En el espacio vectorial de las funciones continuas la familia libre infinita
{€",e*, €™, ..} no es una base, pues a partir de ella no se.pueden obtener todas las

funciones continuas. «

Teorema: existencia de bases. Todo espacio vectorial E de tipo. finito, distinto de {0},

tiene una base.

Demostracion. Supongamos que E = Span{uy, uy; ..; Uy} Si los vectores uy, uy,..., Uy, SON
linealmente independientes, entonces son .una “base de E. Si no son linealmente
independientes, habra al mehos-uno dewellos que sea combinacion lineal de los
restantes. Por el teorema«wisto en, el{@partado I1.3, si suprimimos todos estos vectores,
obtendremos un conjunto linealmente independiente que sigue siendo total. Es decir,

se obtiene una base de E.

d 0 0
Comprobarsi § e, =| 0}, e,=|1|,e,=|0},e, =
0 0 1

es una base de R>. En caso de

[ = =

no serlo, obtener una base a partir de ella. <

Ejercicio

Sea P, el espacio de los polinomios de grado < 2. Consideremos la familia:
G={e1 =2, e, = x+3x? €3 = 4+3x +9x%, &4 = X>-1, e5 = 2x*+x+3}
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Comprobar si es una base de P,. En caso de no serlo, obtener una base de ella. «

En esta seccion y la siguiente se iran viendo una serie de teoremas que simplificaran de

manera notable la busqueda de bases.

Teorema: representacion unica en una base. Sea E un espacio vectorial sobre K. Y

sea B={e;, e, .., e} una base de E. Entonces, todo vector xeE se puede expresar de
manera Unica como combinacion lineal de los vectores de B.
Demostracion. Supongamos que el vector se puede expresar de dos formas:

X=0o1€1+oxer+ ...+ 0n€n

X=PBi1er+P2er+...+PBnen
Restando ambas expresiones resulta:
0 = (01-B1) €1+ (a2-P2) 2%+ ... + (an=Pn) €n

Ahora bien, siendo la base una familia libre se llegaa que:

(11-[31 = (Xz-Bz = - OLn-Bn =0
de donde
o =Bi Yi
En consecuencia, la expresién de x en la base B es Unica. []

A estos escalares oy, as, ., o, seles denominara coordenadas del vector x en la base B,

como se definea continuacion.

Definicion. Sea B = {ey, e, ..., e,} una base de un espacio vectorial E. Entonces,
VXeE,X=X161+Xo60+ ...+ Xp€n

Los coeficientes xi, x5, ... X, de esta combinacion lineal (Unicos, segun se ha visto

anteriormente) se llaman coordenadas de x con respecto a la base B.

Las coordenadas se representan mediante el vector coordenado de un vector x con

respecto a B, que es la matriz columna de orden n x I siguiente
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Xn

En el Tema IV veremos que la aplicacion que asigna a cada vector x de E su vector
coordenado con respecto a la base B es una aplicacién biyectiva (o isomorfismo). Todos

los célculos con vectores abstractos de E pueden equivalentemente efectuarse con sus

coordenadas en K". es decir, Ey K" son, para propositos practicos, equivalentes.

Esto explica porqué el conjunto de matrices nxI es tansimportante:«nes permite
representar a todos los espacios vectoriales de dimensian-finita. Asi, el isomorfismo
coordenado nos permite realizar calculos con las coordenadas en lugar de con los
vectores abstractos; tambiéen nos permite verificar, por ejemplo,‘la independencia lineal

y la generacion de vectores trabajando con'las coordenadas:.

Teorema. Sea {b;, b,, ..,b,} una base de.un espacio vectorial E. Y sean {y1, Y2, ... Yym} m

vectores de E. Sim>n {y1, Y2, ... Ym} €S un conjunto linealmente dependiente.

Eje
1 -1 1 -2

¢Es e, =|&NE, =|ANE; =|1[e,=| 0 un  conjunto linealmente
3 2 1 1

independiente? "\ «

11.4.2. Dimension

Teorema de la dimension. Todas las bases de un espacio vectorial E de tipo finito
tienen el mismo numero de vectores. Es decir, si {by, by, ...b,} y {d1, da, ...dn} son dos

bases de un espacio vectorial E, entonces n=m.

Demostracion (opcional). Si m>n , como {d;, d;, ...d,} son vectores del espacio
vectorial E, generado también por {by, b,, ...b,}, por el teorema anterior el conjunto {d;,

d,, ...dn,} seria linealmente dependiente, lo cual contradice la definicion de base.
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Si n>m, siguiendo un razonamiento analogo al anterior, se deduce que el conjunto
{by, by ..b,} seria linealmente dependiente, obteniendo por tanto la misma

contradiccion.
En consecuencia n=m. 0

Definicién. Se llama dimensiéon de un espacio vectorial E al nUmero de vectores de una

base de E. Se escribe dim E.
La dimension del espacio vectorial {0} es O, por convenio.

Cuando la dimensién es finita se dice que el espacio vectorial es de dimension finita. En

otro caso sera de dimension infinita.

Ejemplos

- Ya se ha visto que el espacio vectorial real R? tiene una base formada por 3 vectores.

Por tanto dim R*=3, y todas las bases de"R*tendran 3.vectores.

- También se ha visto que PP, tiene una.base formada por 3 vectores. Por tanto

dimP,=3, y todas las bases de P, tendran 3 vectores.

- Hallar la dimensién.de R".

- Hallar la dimensiéon de P,

- Hallar la dimension de Ejy,. <

Corolario. Sea E un espacio vectorial de dimension n, y supongamos que

E = Span {uy, uy, ..., u,}. Entonces {uy, uy, .., u,} es base de E.

Demostracion. Si {uy, uz, .., u,} no es un conjunto linealmente independiente,
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tendriamos una base de E con menos de n vectores, lo cual es una contradiccién. [

» Como consecuencia de los dos ultimos teoremas, se puede afirmar que el nimero
maximo de vectores linealmente independientes en un espacio vectorial de dimension
finita viene dado por la dimensién del espacio vectorial. Asi mismo, del corolario
anterior se sigue que el niUmero minimo de vectores de un conjunto generador de un

espacio vectorial viene dado por la dimensién del espacio vectorial.

Teorema. Sea E un espacio vectorial, y sea {u;, uy, .., u,} un conjunto linealmente
independiente de E. Si v es un vector de E que no pertenece a Span{uy, uy, ..., Up}, el

conjunto {v, uy, uy, .., up} es linealmente independiente.

Corolario. Sea E un espacio vectorial de dimensidén n y supongamos que {uy, Uy,..., Up}
es un conjunto de vectores de E linealmente independiente. Entonees {uy, uy, ..., u,} es

una base de E.

Teorema. Sea F un subespacio vectorial de uh/espacio vectorial E de dimension finita, y
{dy, d2, ..., d} una base de F. Entonces.se puede encontrar una base de E que contenga

al conjunto {dy, d, ..., dp}.

Corolario. Sea E un espacio”vectorial, de dimension finita. Si F es un subespacio

vectorial de E, entonces dim F<dimE.

Demostracion (opcional). SiF={0} es obvio. En otro caso, es consecuencia inmediata del
teorema anterior, ya que se puede encontrar una base de E que contenga a una base

deF. [
Ademas, se puede demostrar que si Fc E y dim F=dim E, entonces F=E.

II.5. CAMBIO DE BASE

Puesto que un espacio vectorial de dimension finita tiene infinitas bases, en este
apartado nos vamos a interesar por conocer cual es la relacion que existe entre las

coordenadas de un vector respecto a dos bases distintas.

Sea E un espacio vectorial de dimensién n. Y sean B={ey, e,, .., e,} y B'={e", e"5, .., €'}
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son dos bases de E. Cada vector e’; de la base B’ se puede expresar como una

combinacion lineal de los vectores e; de la base B
n

e, =a;e+a,e+..+a;e=>ae, j12.n (2
i=1

con lo que

&
2]

Cs (elj):

nj

Sea x un vector de E. Dicho vector se podra expresar com¢’combinacion:lineal de los

vectores de B
X=X1€1+ X282+ ... + Xn'€p )]

pero también se podra expresar como combinacion lineal de los vectores de B’
X=X 18714+ X087+ ..+ X €' n (4)

Sustituyendo en (4) las expresiones (2) de los'vectores e’jen la base B se tiene
n n n
X=X\ W Al X5 > ae + .+ X, D ae=
=1 i=1 i=1

n

j=1 i= i=1

=1

Dado que las coordenadas de un vector en una base son Unicas, las expresiones (2) y

(5) han de ser iguales
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ZaiiX'J
X, ’:1 a, a8, .. .. & X',
X2 Zasz'J ay 8y ay, X|2
C=| .| =" -
Xn n a'nl anl a‘nn Xn
Zam.x'J

o equivalentemente
Co ()= (Ca(e)) | Cale?) |+ | Cal€))) Ca®
Es decir
Co =Py -CalX)

P,z se llama matriz de paso de B a B'. Como'se ha visto tiene por columnas las

coordenadas de los vectores de la base B"\respecto deila base B. Es por lo tanto una

matriz regular.

Ejercicio

Hallar la matriz de paso de la.base B de R?

A la base

Ejercicio

Hallar la matriz de paso de la base B de R?
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a la base B’

Ejemplo

Sean B={e;=(11), e,=(12)} y B'={e’s = (01), e, = (21)"} dosbases delespacio

vectorial R% Y sea x un vector cuyas coordenadas en la base B’ son'xg'=(3 4)’. Obtener
las coordenadas del vector x en la base B'.
Solucion.
CONFoe (%)
Hallemos la expresion de los vectores de B“en la base B

e1=(01D'= o1 (LD + 02(12)!

de donde
A 1 1 e, =—€ +e
= ., = — o, = = = — .
1:a1+2a2 N y 2 1 1 2
=021 "=0z(1D) +as(12)"
de donde
2=ayt a 3 1 e’ =3, —¢
= O, = o, =— j— = —
1:a3+2a4 3 y 4 2 1 2
Por tanto
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)=o) (-

.6. DIMENSION Y ECUACIONES DE UN SUBESPACIO VECTORIAL

Sea E un espacio vectorial sobre K de dimensién n, y sea B= {e;, e, ..., e,} una base de

E. Cualquier vector u de dicho espacio vectorial podra expresarse.como combinacion

lineal de esta base.
U=Xpe1+Xoer+ ...+ X, €

Por lo que

Ce(U) "=

Si u pertenece ademas a un subespacio vectorial U de E, estas coordenadas van a estar
ligadas por alguna o.algunas relaciones (ecuaciones) lineales que van a caracterizar al
subespacio. Estas restricciones seran homogéneas (han de serlo para asi garantizar la

estabilidad respecto a la'suma y al producto por un escalar), del tipo:

DX + X+ ...+ b,x, =0
D, X B 05X, + .o + byx, =0

2n*n

,donde r<n

Estas ecuaciones representan las ecuaciones cartesianas o implicitas del subespacio.

La dimension del subespacio U sera:
dim U =n - r = dim E - nimero de restricciones (ecuaciones independientes).

Otro tipo de ecuaciones que caracterizan al subespacio van a ser las ecuaciones
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paramétricas, que aparecen en funcion de parametros (por ejemplo, resolviendo el

sistema anterior). Habra tantos parametros libres como sea la dimension del

subespacio U. Son de la forma:

X = Cud +Cp o G A

X, = Cy A4 +Cp Ay + oo +Cp A

donde: A1,A, ... Anr €K son parametros libres.

Ejemplo

Si consideramos el espacio total E
dmE=n

No existen ecuaciones implicitas de E.

Tiene n parametros libres, siendo sus‘ecuaciones parameétricas

2,n-r n—

r

Si se considera ‘el subespacio nulo:

dim{0} =0
=0
: : : o =0
El subespacio {0} tiene n"ecuaciones implicitas
X, =0

y no tiene parameétros libres. <«

Ejemplo

Hallar las ecuaciones del siguiente subespacio de subespacio de R*:
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A simple vista observamos que U cumple:

Y que la dimensién de U es
dim U = dim R® - n° ecs. indep.=3-1=2
Lo que coincide con el nimero de parametros libres en U.. «

Ejemplo

Hallar las ecuaciones del siguientes subespacio U de R*

U=span{ (1/21°00)"; (-1/2010)", (-1001)"}
Solucién. Sabemos que dim R*'= 4.
Por otra parte dim U =3. (ya que vemos que esta generado por 3 vectores, y estos 3

vectores son linealmente independientes — se deja al alumno la comprobacién-, por lo

que forman dna base de U):
Por lo tanto

dimU=dimR*—nPecs. indep = n°ecs=4-3=1
U vendra caracterizado por una ecuacion cartesiana.

Buscamos por lo tanto la ecuaciéon que deben cumplir las componentes de un vector

de R* para pertenecer a U. La buscamos imponiendo la condicién de que para que un

vector pertenezca a un subespacio (U en este caso) debe ser combinacion lineal de una

base — o de un sistema generador- de dicho subespacio)

Pagina 70




Espacios vectoriales

Por tanto, si u=(x; x; x3 xs)' es un vector de U, se puede prodecer de la siguiente
manera: formamos una matriz con las coordenadas de dichos vectores y con las de u, y

obligamos a que el rango de dicha matriz sea 3

V2 -y2 -1 x
1 0 0 x
rg =3
0 1 0 x

w

0 0O 1 x,

Podemos realizar este proceso trabajando con transformaciones elementales, o en este

caso simplemente anulando el determinante de orden 4

12 -1Y2 -1 x
1 0 0 x,
=0
0 1 0 x
0 0 1 X

de donde se obtiene que
2X1-XotX3+2%X4 = 0

es la ecuacion cartesiana o implicita del’'subespacio U.

Si se buscan las ecuaciones.paramétricas podemos proceder de la siguiente manera
X2 = 2X1+X3+2Xa
y tomando como ‘parametres
Xe=1, X3=S, Xa=Tr

resultan las ecuaciones paramétricas del subespacio

X, =t
X, =2t+s +2r
X; =S
X, =T

donde t, s y r son los parametros. Se observa que hay tres parametros libres, lo que

coincide con la dimension del subespacio (como debia ser). <«
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Ejemplo

Hallar las ecuaciones del subespacio U de R* generado por

{(w2100), (-12010)"}

Solucién. Sabemos que dim R* = 4.

Por otra parte dim U =2 (esta generado por 2 vectores linealmente independientes

entre si, por lo que forman una base de U).

Por tanto
dimU=dmR*-n°ecs. indep = n%ecs=4-2=2
U vendra caracterizado por dos ecuaciones cartesianas.

Buscamos por lo tanto las 2 ecuaciones quée deben cumplir las componentes de un

vector de R* para pertenecer a U. Para“ello imponemos la condiciéon de que para que

un vector pertenezca a un subespacio (U en‘este caso) debe ser combinacién lineal de

una base — o de un sistema generador- de dicho subespacio)

Por tanto, si u=(x. % % xi)" ‘es*un vector de U, formamos una matriz con las
coordenadas de dichos vectores y con las de u, y obligamos a que el rango de dicha

matriz sea.2:

Y2 -y2 x

1 0 x

rg =2
0 1 x
0 0 x

Trabajando con transformaciones elementales (mas sencillo en este caso), o anulando
menores de orden 3 y 4 en la matriz obtendriamos las ecuaciones. Por ejemplo,

trabajando con los menores
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Y2 -12
1 0 X | =0 = 2x-X+X=20
0 1 x

<

12 -12 x
1 0 X |=0= x,=0
0 0 x,

Anulando cualquier otro menor de orden tres obtendriamos las mismas ecuaciones.

Si buscamos las ecuaciones paramétricas

{)9:1/2 (X, = %)

X, =
y tomando
Xo =t Yy X3 =S
resulta
X/ =12 (th=g?)
X, =1
X=19
o0

Hay dos parametros libres, coincidiendo con la dimensién del subespacio. <«
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Tema II. Ejercicios

II.1.

IL.2.

IL.3.

I1.4.

I1.5.

I1.6.

Sea V el conjunto de polinomios

ap+agt +at>+ ... +apt"

tales que a;e K. Demostrar que V es un espacio vectorial sobre K con respecto a

las operaciones usuales de suma de polinomios y producto de un polinomio por
un escalar Ae K.

Indicar cuales de los siguientes subconjuntos constituyen un subespacio
vectorial de R*:

a) U={(x1 x2 x3 Xg)' / xg+xo+x3=1}
b) V={(x1 x2 X3 X4)T/X1€ N }

Sea V el espacio vectorial de todas las matrices'cuadradas nxn sobre un cuerpo
K. Demostrar que W es un subespacio de V;donde:

a) W esta formado por las matrices simétricas.

b) W estd formado por todas lasimatricesique conmutan con una matriz dada
T.Estoes, W = {AeV /AT=TA}

Consideremos un sistema homogéneo de m ecuaciones lineales con n
incognitas, y coeficientes reales

apXiFapxe +...tax, =0

A X1+ AxXo + ... +aX, =0

a.m]_X]_ + am2X2 + - +aman = 0

Demostrar que el «conjunto W de todas sus soluciones es un subespacio
vectorial de R”,

Sea V el espacio vectorial de todas las matrices 2x2 sobre R. Mostrar que W no
es un subespacio de V, donde

a) W consta de todas las matrices con determinante igual a cero.

b) W consta de todas las matrices A tales que A’=A.

En el espacio vectorial real P; (polinomios de grado<3 con coeficientes reales)

se consideran los conjuntos Uy V:
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I.7.

I1.8.

IL.9.

I1.10.

IL.11.

IL.12.

II.13.

a) U={pkx) = a+bx+cx’/ab,ccR}

b) V=1{p/pQ) =1
:Son Uy V subespacios vectoriales?

Determinar si el vector v=(3 9 -4 -2)" pertenece al subespacio generado por
up=(1-203)",u,=(230-1)",u3=(2-121)"

31
Escribir la matriz E = 1

SRS

Escribir el polinomio v = t*+4t-3 sobre R como una’combinacion.lineal de los

} como una combinacion lineal de las matrices:

polinomios : e; = t?-2t+5, e, = 2t*-3t y e3 = t+3
;Para que valores de o dejan de formar base los siguientes vectores de R*?
{(al-aa),(03e12),(-a10)}

Sea V el espacio vectorial de-las,matrices cuadradas de orden 2 sobre R. Hallar

el vector coordenado de la matriz AeV-relativo a la base:

o~ ] BT s o mones 3]

Sea E un espacio vectorial sobre K de dimension n, y sean By B’ dos bases de E.

Sefalar cual“es la matriz P de paso de la base B a la base B":

a) La matriz que tiene por columnas las coordenadas de los vectores de la
base B.en:la base B’

b) La matriz-que tiene por columnas las coordenadas de los vectores de la
base B’ en labase B

c) La matriz que tiene por filas las coordenadas de los vectores de la base B en
la base B’

d) La matriz que tiene por filas las coordenadas de los vectores de la base B’
en la base B.

e) ninguna de las anteriores.

Sea B={ey, e, ..., e} una base de E, espacio vectorial sobre R.
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Se considera B'={uy, u,, ..., u,} donde

u =>a-e Vi=1..,n
=1

Hallar la condicién necesaria y suficiente para que B’ sea base de E.

I1.14. En R®se consideran las bases B={ e; , e,, €3 } y B'={wv;1, v, v3}siendo:

vV, =2¢
vV, =—€, + 26,
Vy =-38

Hallar las coordenadas del vector 4e;+e,-5e3 en la base B’
I.15. Seaelvectoru=(1 1 0 1) referido alabase B={e;, €5, ez, es}.

Calcular sus componentes en la base B'={e'; , e, .e"s, €'y}, relacionado con la
anterior por las siguientes ecuaciones:

e, =€, t+e,
e, =8,

e's =y Fe,
€ N¢, -2,

I.16. En R® se tiene una base/B.= {x1, X X3} y un vector x cuyas coordenadas con

respecto a B son: (1 %1 2)"

a) Demostrar “ que el ‘conjunto S={x3+x3 x1+x2+x3} es linealmente
independiente.

b) Completar S a una base B’ tal que las coordenadas de x respecto a B’ sean :
NN 1)

1
I.17. Sea F el subéspacio.de.lP; dado por F= { p/j p(x)dx = 0}
0

Hallar una base de F y completarla hasta formar una base de Ps.

I.18. Sea V el espacio de las matrices 2x2 sobre R, y sea W el subespacio generado

{[‘14 _25]’(—11 zlsN_ZS ‘74j,[_15 —;j}

Hallar una base y la dimension de W.

por
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IL.19. Sea M,(R) el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden dos sobre R.

Y sea el subconjunto N formado por las matrices de la forma:
-a 0
b a+b

a) N es un subespacio vectorial de My(R)

Demostrar que:

b) Encontrar una base de N

¢) Hallar la dimension de dicho subespacio vectorial.

I.20. Sea V el subespacio vectorial P; formado por los polinemios que.cumplen

p(0) = p(1) = 0. Hallar la dimension y una base de V.

I.21. Hallar una base de los siguientes subespacios vectoriales de P5(x) :
a) U={peP;/p(0)=0}
b) V={peP;/p'(x)=0 VxeR}
o W={pePs/pk)=p(-x)}

I.22. Sea V el espacio.vectorial de las matrices simétricas de orden 2 sobre K.

Demostrar quexdim V=3"y hallar una base.

I.23. En el espacio vectorial W de las matrices simeétricas de orden 2 sobre R, se

\ & 1 - 4 1 3 -2
considera la siguiente base:
-1 2 1 0] |-2 1

Hallar las coordenadas de la matriz AeW relativas a la base anterior si:

1 -
a) A=

-5 5

1 2
b) A=

2 4

I.24. Sea W el espacio generado por los polinomios:
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I1.25.

I1.26.

I1.27.

11.28.

I1.29.

I1.30.

v, =t -2t +4t+1
Vv, =2 - 32 +0t—1
v,=t*+6t-5

v, =2 -5t +7t+5

Hallar la dimension y una base de W.

Sea M el subespacio de [P, generado por :

e, =x*-1
e, =x"+1
e, = x> —7x-10

Hallar una base de los polinomios que contenga una base de M.

Hallar la dimensién y una base del espacio solucion W del sistema:
X+2y+2z-s+3t=0
X+2y+37+s+1=0
3x+6y+8z+s+5t=0

Demostrar que los subespacios generados.por los vectores:
up=(12-13)" uy=(241-2)" u;=(363-7)

y el generado por los'vectores
va=(12441)" v,=(2 4 -514)

son iguales.
Dadosx=%2 -21), y=(120), z=(06 -1)".

Hallar la dimension del'subespacio generado por ellos, asi como sus ecuaciones
cartesianas y paramétricas

;Qué condiciones deben cumplir los coeficientes del polinomio p(t)=at*+bt+c
para que pertenezca al subespacio engendrado por los polinomios py, p2, ps?

D1 = t+2t+1 | po= 2%+t+2 | pg = t2++1

Indicar si las siguientes afirmaciones son verdaderas (V) o falsas (F). Si E es un
espacio vectorial de dimension cuatro y F es un subespacio vectorial de E de
dimension tres entonces :

a) Ftiene una ecuacion paramétrica

b) F tiene tres ecuaciones paramétricas.
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I1.31.

I11.32.

c) Ftiene tres ecuaciones cartesianas independientes
d) Ftiene una ecuacion cartesiana independiente.
Hallar las ecuaciones implicitas y paramétricas del subespacio vectorial de R*

F=Span{(1111),(-1010)7,(2002)"}

Se considera en R* el subespacio vectorial W cuyas ecuaciones respecto a una
base B = {uj, uy, Uz, Uy} son
X1+Xo-X3=0

X1+Xo+X3+Xs = 0
Se considera una nueva base B’ = {u;-uy, u>-us, Uz-Us, Uy}
a) ¢Cuales son las ecuaciones de W respecto de la baseB'?
b) ;Qué coordenadas tiene el vector v=u;-u, respecto de {as bases By B'?

c) ¢ Pertenece el vector v al subespacio W.?
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Tema IL. Soluciones Ej.
IL.1.
I1.2.
a) U no es subespacio vectorial
b) V no es subespacio vectorial
IL.3.
I1.4.
IL.5.
IL.6.
a) U es subespacio vectorial
b) V no es subespacio vectorial
II.7. Sipertenece: v=1u; +3u,-2u;
I.8. E=3A-2B-C

I1.9. VvV = —3e1+2e2+4 es3

1L10. o=0; a=1; a= _:

LM
L1l B= M &l ),

I.12. b)

o) ol s 3]

A=~7TM1+11M,-21M3+30M4

II.13. a11.02-... ‘Gpn# 0
IL14. (2 -1 1)
I.15. ug=(1-11-1)
I1.16.

a) ...

b) B' = {x1+X2, X1+X2+X3, -X1-3 X2+X3}
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I.17. Base de F={x-1/2 , x*-1/3 , x*-1/4}

Base de P5(x)={1, x-1/2, x*-1/3, x*-1/4}

1 -
I.18. dmW=2 B-=
1

II.19.

a) ...

L

c) dimN(R) = 2

I.20. dmV =2
I1.21.
a) Base de U = {x, X*, x°}
b) BasedeV ={1}

c) Basede W = {1, x}

I1.22.

I1.23.

- {a allalfe
RCIERIL

[[5 4

B = {(-x), (*-x)}

O |

A=3M1+1M>-2M3

I.24. dimW =2, Bw«={vy, va}

II.25. B={e, ey e3}

I.26. dmW =3

1

7

s 1 tin2 . teg_rl t
Bw={(1-3000) (0> -210)', (0~ 201)}

I1.27.
I.28. Dim =2

Ec cartesiana :-2x;+x,+6x3=0
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Espacios vectoriales

X =3
Ec paramétricas : ¢ X, = 25— 6t
X; =t

I1.29. c=a
II.30. a)F; b)F, oV, dV
I.31. Ecimplicita: x;+x3-x2-x4 = 0

Ec paramétricas :

I1.32.
a) 2x,-x3=0,x4=0
b)v=u;-uy vg=(1-100)% vg=(21000)

c) Si.
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