Tema |

ALGEBRA MATRICIAL Y
SISTEMAS DE
ECUACIONES LINEALES

Objetivos

v’ Repasar los conceptos de matrices y determinantes ya conocidos.
v" Estudiar las transformaciones elementales.

v" Aplicar las transformaciones elementales al ¢alculo dél rango de una matriz,
la inversa de una matriz y la resolucion.de sistemas'de ecuaciones lineales.

.1. OPERACIONES CON MATRICES. REPASO

[.1.1. Definiciones

Antes de presentar las operaciones matriciales y sus propiedades se veran unas

definiciones:

Definicion. Se llama matriz. de orden mxn a un rectangulo de mxn elementos

dispuestos en m filas y n columnas. Tales elementos, que se representan por a; donde

i es la fila y jla columna;pertenecen a un cuerpo K , usualmente R o C.

El conjunto de todas las matrices de orden mxn definidas sobre el cuerpo K se

representa por E, (K) o simplemente E ..

Definicion. Dos matrices A y B se dicen equidimensionales o del mismo tipo si tienen

el mismo numero de filas y de columnas.

Definicion. Dos matrices A y B equidimensionales se dicen iguales si:

ai,-:bij Vizl, 2,...m A ijl, 2,..,Nn
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Definicion. La matriz de E,«(K) que tiene todos sus elementos nulos se denomina
matriz nula, y se representa por (0) mxn.

Definicion. Dada una matriz A=(a;)mx» se llama matriz opuesta de A y se representa

por -A, a la matriz -A = (-aj)mxn-

Definicién. Se llama matriz linea la matriz que consta de una sola linea. Si esta
formada por una sola fila se llama matriz fila y si esta formada por una sola columna

matriz columna.

Definicion. Una matriz cuadrada de orden "n" es un cuadrado’de”n? numeros

colocados en n filas y n columnas.

Definicion. Los elementos a; de una matriz cuadrada se dice que pertenecen a la

diagonal principal y se llaman elementos principales.

Definicion. Se llama matriz diagonal a toda matriz cuadrada cuyos términos situados

fuera de la diagonal principal son todos nulos.

Un caso particular de matriz diagonal.es la - matriz -escalar en la que todos los

elementos de la diagonal principal sen iguales.

Definicion. La matriz cuadrada en la que todos los elementos de la diagonal principal

son 1y el resto 0 se denomina matriz unidad.

.. 0
01 .. 0 1 si i=]j
T =(5i.)={ o=
T S 0 si i=#]

0 &Y 1

Definicion. Una matriz cuadrada se dice triangular superior si todos los términos
situados por debajo de la diagonal principal son ceros. Analogamente, se dice
triangular inferior si todos los términos situados por encima de la diagonal principal son

ceros.
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Ejemplo

1 00 O

1 2 3
2 300

0 56 <
4 56 0

0 0 8
7 8 9 10

%,_J
matriz triangular superior
matriz triangular inferior

Definiciéon. Se llama traza de una matriz cuadrada a la suma de los elementos de su

diagonal principal, es decir

Traza(A)=Y a; =a, +a, +..+a,
i=1

[.1.2. Suma de matrices

Sea E;x» (K) el conjunto de matrices de orden mxn definidas sobre el cuerpo K.

Definicion. Dadas dos matrices A,BeE,y,, se.llama suma de Ay B, y se denota por

A+B , a otra matriz CeE,, tal que sus elementos c; se obtienen como:
Cij = aqjj + bij Vi=4722:...m A Vj 31,2, ..,n

siendo A=(a;), B=(b).
Es decir, se define la operacion suma.sobre E,.«,(K) como la aplicacién:

+ 1 Enxn X Emxn — Emxn

(AAB) —» C=A+B

donde C se'obtiene comeo se ha indicado anteriormente.
Esta operacion verifica las'siguientes propiedades:

1- Ley interna: VA, B € Ejxn = A+B eEpun

2- Asociativa: VA,B,C € Exn = (A+B)+C =A+(B + C)

3- Elemento neutro: VAeE;x, 3 (0)eE x,/ A +(0)=(0)+A=A

4- Elemento opuesto: VAeE xn 3 (-A)eEmxn! A+(-A)=(-A)+A=(0)

5- Conmutativa: VA,BeE,,,, = A+B=B+A
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Es decir, el conjunto E,., con la suma tiene estructura de grupo abeliano o

conmutativo.
1.1.3. Producto por un escalar
Definicion. Dada A =(aj)eEnxn Y o € K, se define el producto del escalar o por la

matriz A'y se denota por ¢A a la matriz BeE,,, , cuyos elementos b;=a-a; se obtienen

a partir de los elementos de A multiplicando a todos ellos por el escalar a.
Es decir, se dota a E,x, de una ley de composicion externa con los elementos de K

+:KxE,., — E...
(a, A) — axA=B

Esta operacion verifica las siguientes propiedades:

1- a(A+B)=a-A+a-B VaecK AVABeE.\,
2- (a+p)- A=a-A+p-A Va feK¥aV AeEnn
3- (ap) - A=a-(LA) Va fe K AV A e Enn
4- 1.A=A 1eK vV A e Enxn

siendo 1 el elemento neuiro de K respecto del producto.

Cuando un conjunto como. Ex, esta provisto de dos operaciones, una interna respecto

de la cual es grupo abeliano y otra externa que satisface las propiedades 1, 2, 3 y 4,

se dice que el conjunto tiene estructura de Espacio Vectorial sobre el cuerpo K. Segun

esto, (Emnxn,t, -) €s Espacio Vectorial sobre K.

[.1.4. Producto de matrices

Definicion. Sean las matrices AcE,,, ¥ BeEy, , €s decir el numero de filas de B

coincide con el niumero de columnas de A. Se llama matriz producto de Ay B, y se
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denota por A-B, a otra matriz C de orden mxn tal que sus elementos son de la forma

mxp Pj pxn mxn
P
C; =ayby; +apb,; +..+a.b, =D ab,
k=1

Ejemplo

0
31 22><3. 2 5 oq G =3x0+1Ix1+2x2=%
3x1
C

A x B =

Observacion. Teniendo en cuenta lo dicho‘anteriormente el producto A-B solo tiene
sentido cuando el numero de columnas’'de ‘A es igual al'numero de filas de B. Por tanto

puede ocurrir que exista A-B y no exista B-A, pero aun existiendo B-A no tiene porqué

coincidir con A-B; es decir, el producto de matrices no es conmutativo.

r -2y(2 -1y (0 -
2 - 1 -2 2 -7
B-A= : = <
1 0)\0 3 1 -2
Si B-A = A-B se dice que las matrices Ay B son permutables o conmutables.

Segun lo visto con anterioridad, cuando se multipliquen matrices ha de tenerse
cuidado con el orden de los términos. Para distinguir el orden en el producto A-B se

dice que A premultiplica a B o multiplica a B por la izquierda; de la misma manera, B

postmultiplica a A o multiplica a A por la derecha. Si se quiere multiplicar ambos
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miembros de una ecuacién X=Y por una matriz P es importante que, o bien
premultipliguemos ambos miembros por P, o bien postmultipliguemos ambos

miembros por P.
Propiedades

I- Distributividad del producto respecto de la suma por la izquierda
VAe€eEmAVB,CeEn=AB+C)=AB+AC
2- Distributividad del producto respecto de la suma por la derecha
VA BeEwmAVCeEy=(A+B)-C=AC+B.C
3- Asociatividad
VA€Emnn,BeEn,CeEx=(AB)-C=A-(B-C)

4- o (AB)=(aA)-B=A - (aB) V A € B (B € Eng, Vo € K

La propiedad: A-B =0= A=0 6 B=0 no se cumple. En eljproducto de escalares se sabe
que a-b = 0 si y solo si alguno de los factores es cero. En el producto matricial esta

condicion es suficiente pero no necesaria, es decir puede ocurrir que, siendo A = (0) y

B = (0), su producto A-B sea nulo.

1,71

Ei
10
0°0»0
Sean A=|0 Oy B= 9 , entonces
1+ 0

0 0 0)
1 1 0)

De la misma manera, en escalares si a-b=a-c y a #0 = b=c. Sin embargo la igualdad

o o o

o o o

o o o

o o o
A

matricial A-B = A-C aun siendo A#(0) no implica B=C pues A-(B - C)=(0) puede darse
siendo B-C#(0).
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Ejemplo

10
0 01 0 01
Sean A=|0 0|,B= y C= , entonces
10 1 00 010

A-B=A-C, A#(0) y B=C <

Observacion. Facilmente se ve que si A es de orden mxn, entonces /,," A=Ay A-l, = A.
Es decir, las matrices I, y I, juegan el mismo papel que el numero 1 en la

multiplicacion.

Potencias de matrices cuadradas

Definicion. Sea p € Z*. Se llama potencia p-ésima de una matriz cuadrada A a la
matriz que se obtiene multiplicando A p veces por si misma.

AP =(A-A-A-...-A) (Z"no incluye 0)
\—ﬂ/—d

p veces

Propiedades

1- APAT = AP™9 vp,qeZ’
2- (AP = AP Vp,qeZ*
3- |A” =|A?| wpez’

Nota. A°=/ VA cuadrada, porcénvenio.

Las propiedades anteriores son validas para cualquier orden de la matriz A y podrian
inducir a pensar que todos los calculos del Algebra matricial son analogos a los del

Algebra elemental, pero esto no es cierto.

Ejemplo

Sean Ay B dos matrices cuadradas del mismo orden. Entonces

(A+B)? = (A+B)(A+B) = A>+BA+AB+B? = A*+2AB+B?
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pues en general AB = BA.

Del mismo modo
(A+B)(A-B) = A> + BA +-AB - B?2 A%2-B? <«

Si A es una matriz diagonal, el calculo de las potencias se simplifica notablemente.

4 0 0 A 0 0Y)(4 0 O /112 0 O
A=OAZO:>A2=A~A=OAZO'0120=O/1§O,
0 0 A4 0 0 A4 0 0 A4 0 O /132
Af 0 0
A=A.A=|0 L 0
0 O /133
y, en general,
A0 0
AP=1 0 A 0 | VpeZ’
0 0,4

Potencias de matrices cuadradas.regulares:(opcional)

Sea peZ', y se considera una matriz'regular A, (<3 A7), se tiene entonces que

(A A MAL. AR\ Y - AY

= (A7) =(A")
(A" =(A-A .. AT

p veces

Considerando este resultado, se/define la potencia de exponente entero negativo de A

regular, A?, comoAP'= (AL)P={A?)" vpezZ'

Propiedades

1-APAY = AP yp geZ' VAregular
2- (APY9=APY  VYp,qeZ’ . VAregular

3- |A|7p :‘A’p‘ VpeZ' VA regular
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Finalmente como propiedades en que intervienen exponentes positivos y negativos se

tiene:

a) (AP)-(A9) = A" Vp,qeZ" VA regular

b) (A?)=AP!  Vp,qeZ" VA regular

Si A es una matriz diagonal:

Ay 0 0 At 0 (8
|A|=11~22%3yAa= 0 A4 O = A'=| 0 ALY
0 0 A4 0 o A4t
y, en general,
AP0 0
AP= 0 A" 0 | VpeZ VA regular,
0 0 A4°

I.2. TIPOS ESPECIALES DE MATRICES

Definicion. Se llama matriz traspuesta de una matriz A a la que se obtiene
intercambiando las filas de A porilas columnas de A, y se representa por A'o A'. Es

decir, si A=(aj)€Emn = A'=(a)) €Em-

Propiedades.

1-(A)Y'=A VAecEn

2- VA,BEEmn = (A+B) = A'+B!

3-V A€Epyg , VBeEgyn= (A-B) = B"-A!

En general:
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(A+A+. +A)=A"+A'+.. . +A
(AA A =AALCA
Definicién. Una matriz cuadrada se dice que es simétrica si coincide con su

traspuesta, es decir A= A' (< a;=a; Vi, j=1,2,..., n).

Definicién. Una matriz cuadrada A se dice antisimétrica si coincide con la opuesta de

su traspuesta, es decir A =-A' (< a;=-a; Vi,j=1,2,..,n).

Ejemplo

1 2 3 0 -2 4
2 56 2 0 -5 A
3 6 8 4 5 0

matriz simétrica matriz antisimétrica

Propiedades
1- Si A es una matriz cuadrada A + A' es simétrica.
2- Si A es una matriz cuadrada A - A*es.antisimétrica.

3- Toda matriz cuadrada se puede descomponer de forma Unica como suma de una

matriz simétrica y otra antisimétrica
Las demostraciones.de las propiedades anteriores se dejan al alumno como ejercicio.

Definicion. Una matriz cuadrada A se dice regular si existe otra matriz cuadrada, a la
que llamaremos inversa de A y“se denota por A", tal que A-A'=A"-A=l. En caso

contrario se dice que A es.singular.

Definicion. Una matriz 'cuadrada A se dice ortogonal si su traspuesta es igual a su

inversa, es decir, si A'= A" . Por lo tanto, A es ortogonal < A“A =A-A" =/.

1.3. DETERMINANTES

1.3.1. Definicion de determinante (opcional)

Asociado a cada matriz cuadrada existe un escalar que es el valor del determinante, y

se calcula de la forma siguiente:
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8; 8, .. &y
Ay, 8y .. Ay, )
A= = Y (Day-a,-.ay
e e s es (jl’jz llllll jn)EPn
a'r|1 an2 ann

donde P, es el grupo de las permutaciones de n elementos, y donde p indica el
numero de inversiones de la permutacion (ji, ja,..., jn) correspondiente a los indicadores

de columnas, respecto al orden natural (1, 2,..., n).

Es decir, para hallar |A| se forman todos los productos posibles de n elementos

tomados de los n* elementos de la matriz, de modo que en cada producto haya un
representante y solo uno de cada columna y de cada fila. A cada producto se leasigna
signo + o -, segun que las permutaciones de los indicadores de fila'y de columna sean

de la misma paridad o no.

Para hacer esto de modo mas simple se ordenan por filas los elementos de cada
término; es decir, el primer factor sera el correspondiente a la primera fila, el segundo
el de la segunda fila,...,el n-ésimo el de la n<€sima fila. Asi, cada término sera de la

forma a -a, -a, -..-a, . En total hay n! simandes: Cada uno de estos términos
N P I Nn

llevara el signo + o - segun que el numero de inversiones de la permutacion (ji, ja,..., jn)
respecto del orden natural (1,2,...,n) sea par o impar. El numero total de sumandos
para calcular un determinante es n!, pues éste es el numero total de posibles formas

de tomar un elemento de cada una dé las n columnas.

Si el término es aira.sas, llevara el signo +, pues en este caso (2,3,1) tiene el

siguiente numero de‘inversiones:
El 2 esta antes que el 1 = 1 inversién
El 3 esta antes que el 1 = 1 inversion

luego (2,3,1) tiene dos inversiones, que es un numero par = El término llevara signo

+.

Ejemplo

Determinante de orden 2: Habra 2! Sumandos. Ordenandolos por filas seran ajyaz y
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aqdasi.
* aq1@2 signo + pues (1,2) no tiene inversiones

* a12821 Signo - pues (2,1) tiene 1 inversion, es decir

4, &

A=
aZl a22

=a;-8y—-a,'3,

Ejemplo

Determinante de orden 3: Habra 3! = 6 sumandos. Ordenandolos por filas seran:

* @182 ass signo + pues (1,2,3) no tiene inversiones
* aq1823 asy Signo - pues (1,3,2) tiene 1 inversion

* a12821 as3 Signo - pues (2,1,3) tiene 1 inversion

* a128923 asq Signo + pues (2,3,1) tiene 2 inversiones
* a13@21 asz Signo + pues (3,1,2) tiene 2 inversiones

* a13@2 asq Signo - pues (3,2,1) tiene 3-inversiones.

Es decir
a, 4,
|A| =y 8y 8y =ay;.8y -asa +8,,.8y;.85 + 858585 - all'a23'a32 -, -3-21-3-33 - a13'a22'a31
aSl a32 a33

expresion que se obtiene facilmente haciendo uso de la Regla de Sarrus. <«

|.3.2. Desarroflo de un determinante por los elementos de una
linea

Cuando el orden de la matriz cuadrada es mayor que 3 no tiene sentido el plantear
una expresion como las obtenidas para orden 2 y 3, ya que seria dificil utilizarlas en la
practica. En su lugar vamos a plantear un método general que nos permita obtener
dicho determinante reduciendo el orden de la matriz con la que trabajamos. Para ello,
vamos a repasar antes algunos conceptos que nos van a ser utiles en la aplicacion de

dicho método:
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Definicion. Si en un determinante D de orden n se suprimen q filas y q columnas, las
restantes filas y columnas definen un nuevo determinante de orden (n-q) que se llama

menor del determinante D.

Definiciéon. Cuando un menor de un determinante esta formado por las g primeras

filas y las g primeras columnas se denomina menor principal de orden q.

Definicion. A cada elemento a; de un determinante D se le asocia un menor que se
obtiene suprimiendo en D la fila i y la columna j. Este menor se denomina menor

asociado a a;y que se denota por Dj.

Definicion. Se llama adjunto de un elemento a;al determinante A; = (~1)-D;; es decir,

al valor de su menor asociado afectado de un signo + o -, segun‘el lugar que ocupa a;.

Desarrollo de un determinante por los elementos de una linea

&; &, . Gy
Ay 8y .. 8y, , ,

Sea D= . Entonces el valor deldeterminanteD es igual a la suma de
anl an2 ann

los productos de los elementos de una.linea (fila.o-columna) por los adjuntos de los

mismos. Desarrollando el determinante por la‘i-ésima fila se obtiene que
D = ajjAir +aipAiz *...+ ainAin

y haciéndolo por la j-ésima columna’ se obtiene
D= alelj + angzj +...+ an,-An,-

En general, se elegira la linea que tenga mayor numero de elementos nulos.

Calcular D =
1|« 2 elementos nulos

3

o Ok W
= B~ O O1
N O N DN

Desarrollando D por los elementos de la tercera fila:
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524 324 354 [352
D=0-0 2 3-4-1 2 3+01 0 3-1.]1 0 2=—6 <«
123 623 [613 612

1.3.3. Propiedades de los determinantes

En algunas ocasiones para calcular un determinante conviene realizar una serie de
transformaciones que no alteren su valor, pero que lo conviertan en otro que tenga
mas elementos nulos. Esto facilitara de forma evidente su posterior desarrollo por los
elementos de una linea, sin mas que escoger para ello la linea del determinante con

mas elementos nulos.

Dichas transformaciones deben tener en cuenta siempre las siguientes propiedades de

los determinantes:

1- El valor de un determinante no se altera cuando se. cambian las filas por las

columnas.

2- Si se cambian entre si dos filas el valor.del determinante cambia de signo

(analogamente con las columnas).
3- Un determinante que tiene dos filas (o dos columnas) iguales es cero.

4- Multiplicando a todos los.elementos de una fila (o columna) por a, el determinante

queda multiplicado por «a.

5- Si en un determinante los elementos de una fila o columna son multiplos de los de

otra, el valor del determinante es cero.

6- Un determinante en el cualwuna fila (o columna) es combinacién lineal de otra es

nulo.
7- Si una fila (o columna) tiene todos sus elementos nulos, el determinante es cero.

8- Si a una fila (o columna) se le suma otra multiplicada por un escalar el determinante

no varia.

O-|A-B|=|ALB VA BeEn, (K).
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1.4. MATRIZ INVERSA DE UNA MATRIZ REGULAR

Proposicion. Una matriz cuadrada es regular si y sélo si su determinante es no nulo.
Proposicion. Una matriz cuadrada es singular si y sélo si su determinante es nulo.

Definicién. Se llama rango de una matriz A al orden del mayor menor no nulo que
puede extraerse de ella. También, teniendo en cuenta las propiedades de los
determinantes, es el mayor numero de filas o columnas que son linealmente

independientes en A.
Si A es regular de orden n entonces rango(A) = n.
Si A es singular cuadrada de orden n, entonces rango(A) < n.

Definicion. Sea A una matriz cuadrada. Se donomina matriz adjunta de A, y se
representa por A® ,a aquella matriz que resulta de-sustituir cada elemento de la

traspuesta A’ por su adjunto.

La inversa de una matriz regular existe y es.unica, y una‘posible forma de calcularla es

la siguiente.

2.2 0
Calcular lainversade A={0.3 1
1 0.1

|Al=2-3.1+1-2.1=8=0 = JA™"

30 [20 [23
11 o1 |01
2 01 3 2 2
1 _ .10 21 20
A=|2 3 0|; A =| - - -1 2 2|
1 01 o1
011 3 2 6
01 |21 [20
30 |20 [23
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38 -4 1/4
At=|3/8 14 -14| <=
38 14 34

Propiedades

1- Si A es regular y A-B=(0), entonces B = (0) VA€ Eqxn(K) A VBeE(K).

Demostracién. Multiplicando a la izda. por A™, que existe por ser A regular
ALAB=A%(0) = IlB=B=(0) =

2-SiAesregularyAB=AC=B=C VAeEpn(K) A VB,CeEpygp (K)

3- A7 = 1 ova reg. € Enn(K).

A

Demostracion. A-A* =1 = |A-A7|=[l]=0.= [A:[Af=1 = |A1|=ﬁ-
4- (A=A VA reg. e Epan(K):

Demostracion. |A’1| =ﬁ +0'por ser A regular = A™ es regular (3 (A")™")

AL (AN =
Multiplicando a la izquierda por A

A-AL (A=A
I-(AY'=A = AY'=A =

5. (A-1)t= (At)_1 YA reg.eEnxn(K)-

Demostracion. Por ser |A#0= ‘A“ #0 = J(AY". Como

AAT=|
trasponiendo
(A'A_l)t — (A_l)t'At — I
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luego la inversa de A'es (A™"). =

6- (A-B)'=B"A" VA,B reg.cE . (K).

Demostracion. |A-B|=|A|-|B|#0 por ser Ay Bregulares = A-B es regular (I(A-B)")
(AB)- (AB)'=1,
premultiplicando por A
AL (AB)-(AB)'=A'=B-(AB)'=A"
premultiplicando por B
B1B-(A-B)'=B*A*= (AB)'=B*A" a

En general: (Ar-Ax... A" = AT A AT

I.5. TRANSFORMACIONES ELEMENTALES DE MATRICES

A la hora de calcular el valor de un determinante de orden elevado o a la hora de
resolver un sistema de ecuaciones mediante” el método de Gauss, por ejemplo, se
realizan sobre las lineas de la matriz o.sobre las ecuaciones del sistema una serie de
operaciones que son conocidas con-el nombre ‘de operaciones o transformaciones

elementales.

Definicion. Se dice que se ha realizado una fransformacion elemental de filas sobre
una matriz Ac E,x,(K) si se ha realizado una de las operaciones siguientes:

1. Intercambiar la fila i-ésima de Aspor la fila j-ésima de A: Fi~F;

2. Reemplazar lafila i-ésima.de A por la fila i-ésima de A multiplicada por A: AF; donde

A€eK-{0} (es decir, 4 esino nulo).

3. Reemplazar la fila i-ésima de A por la fila i-ésima mas la fila j-ésima multiplicada por

A1 F4AF; donde AeK-{0}.

Cuando las operaciones se realizan sobre las columnas de la matriz se dice que se ha

realizado una transformacion elemental de columnas sobre A.
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Las transformaciones elementales no alteran el rango ni la dimensién de la matriz.

Posteriormente se vera que cada transformacion elemental puede representarse de

forma univoca por una matriz.

Definicién. Se denomina matriz elemental a toda matriz cuadrada obtenida al realizar

una transformacién elemental a la matriz unidad.

Ejemplo

Las siguientes matrices son matrices elementales

1 0 0O
0 01
1 3 0 10 0 O
01 0}, , .+
01 0 010
1 00
0 0 0

Definicién. Se denomina transformacion inversa de una transformacion elemental a la

que deshace el cambio hecho por una transformacién elemental.

Como consecuencia de la definicion de matriz elemental se puede afirmar que las
matrices elementales son cuadradas.y-regulares..Puede demostrarse que la inversa

de una matriz elemental es otra matriz elemental del mismo tipo

Teorema. Sea A una matriz de dimensiones mxn y sea P una matriz elemental de
tamafo mxm obtenida ‘al aplicar una determinada operacion elemental de filas a la
matriz unidad de orden m. Si la misma operacion elemental se aplica a la matriz A se

obtiene la matriz.PA.

1 2 0 1 20
A= <F,-F> =B
4 0 6 4 0 6
| 1o F -F 1o P
= < - > =
2 lo1) 7 Tl
1 0y(1 2 0 1 20
P.A= . = =B <«
-1 1)4 0 6 4 0 6

Teorema. Sea A una matriz de dimensiones mxn y sea Q una matriz elemental de

tamano nxn obtenida al aplicar una determinada operacion elemental de columnas a la
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matriz unidad. Si la misma operacidén elemental se aplica a la matriz A se obtiene la
matriz AQ.

Ejemplo
1 2 O 160
A: <3C, > =B
4 0 6 4 0 6
1 00 1 0
l,={0 1 0|<3C,>|0 0=Q
0 01 0 01
100
1 20 1 60
A-Q:( j 0 30 :[ j:
4 0 6 4 0 6
0 01

Observacion. Consecuencia de estos teoremas es el siguiente resultado: si a partir de
A y mediante una sucesién de transformaciones. elementales de filas y columnas
representadas por las matrices elementales Pq,Ps, ... P,y Q4,Qy,:..,Qs respectivamente

se obtiene la matriz B, entonces
B =Pr-Pri. ..P2R1-A-Q1-Q2: Q5.1 Qs
es decir,
B=P-A-Q
donde P=P;-P,. ...PyP+y Q=Q¢- Q2 ...Qs 1-Qs son matrices regulares (por ser producto

de matrices elementales).

Definicion. Se.dice que dos matrices A,BeE,x, son equivalentes si existen dos
matrices regulares P,Q tales que B=P-A-Q, o lo que es lo mismo, A y B tienen la

misma dimension’y el mismo rango.

En el caso de que A sea cuadrada de orden n y regular, es equivalente a /,. Ademas,

se cumple el siguiente teorema.

Teorema. Si A es una matriz regular de orden n, a partir de ella se puede llegar a I,

solo con transformaciones de filas o sélo con transformaciones de columnas.

Demostracion (opcional). Como A es regular de orden n, es equivalente a la unidad

de orden n (/,), es decir
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Ih=Pr-Pr1 ..P2P-A-Q1-Q2 ... Qs1-Qs =
= 1, (Q1:Qz ... Qe1-Qs) =Py -Pry- ..P2PLA=
= (QrQz ... ‘QerQ)™ In=Pr Pry . P2PrA=

= 1n=0Q1Qp ... Qs:1:Qs - Py -Pra ..P2PL-A

Las matrices Q; son matrices elementales asociadas a transformaciones elementales
de columnas, pero también se puede obtener realizando sobre la matriz unidad las
transformaciones elementales de filas convenientes. Asi se puede considerar las Q;
como matrices elementales de filas. De esta forma ya esta demostrado que 7, se

puede obtener a partir de A realizando Uunicamente transformaciones de filas.
Analogamente se demuestra para las columnas. =

Corolario. Si Ay B son dos matrices regulares de orden n, se puede obtener una a
partir de la otra realizando Unicamente transformaciones elementales de filas o

Unicamente transformaciones elementales de columnas.

Ademas
I, =P, -Pri ..Po-PrA = AL =P, P,y ..Po-P I,
In =A-Q1-Qz ": - Qe1-Qs = A =I5 - Q1-Qyz ... -Qs1-Qs

Es decir, la inversa .se puede. .obtener realizando en A las transformaciones
elementales adecuadas, solo de filas o s6lo de columnas, hasta llegar a /, , y
posteriormente realizando esas mismas transformaciones y en el mismo orden a la

matriz /,.

I.6. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

El problema central del. dlgebra lineal es la resolucion de sistemas de ecuaciones
simultaneas. El caso mas importante, y el mas simple, es aquél en el que el nUmero de

incognitas es igual al numero de ecuaciones.

Existen varios métodos para la resolucion de dichos sistemas de ecuaciones: el
método de Cramer, el método de eliminacién, el de sustitucion, etc. De todos ellos el
mas engorroso es el método de Cramer, que involucra el calculo de numerosos
determinantes, y por lo tanto cuantiosas multiplicaciones (por ejemplo, cuando el

numero de incognitas es 5 es necesario hacer 1440 operaciones para resolver el
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problema). Aqui se va a profundizar en el método de eliminacién, en concreto en el
denominado algoritmo de Eliminacion Gaussiana. Antes de abordar la resolucion de

sistemas es conveniente repasar algunas definiciones.

Definicion. Se llama ecuacién lineal o ecuacién de primer grado a una expresion de la
forma: aixi+axot ... +axx, = b. En dicha expresion, aq,as,...,a, se llaman coeficientes y

b es el término independiente. Todos ellos son escalares pertenecientes a un cuerpo

K. Por ultimo x4,x2,...,X, son variables que se suelen llamar indeterminadas o
incognitas.

Definicion. Cuando el término independiente de la ecuacion es 0.se dice que la

ecuacion es homogénea.
Definicion. Se llama solucién de la ecuacion a xi+axxo*.....+ax,=b a un conjunto de
escalares ry,r»,...,r, tales que:
air + axn+ ... +tak=>b
Definicién. Se dice que dos ecuaciones son-equivalentes cuando tienen la misma

solucién.

Definicién. Se llama sistema .lineal de m»ecuaciones con n incégnitas a toda

agrupacion de la forma

A Xyt 8 Xy +. 8y, =D
A% F aX, +..+a,, X, =b,

2n"*n

., X +a,,% .. t+a,X, =b,

que puede expresarse matricialmente

8 8y . By ) (X by

a21 a22 aZn . X2 — b2
aml am2 a‘mn Xn bm
a; 4, .. &,
la, a, ..o a4y, ) . o )
A la matriz se la denomina matriz de los coeficientes del sistema,
a, a, - a,
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ay A, .. A, | b
H
8y 3y . A, b . , . ;
y a la matriz | se la denomina matriz ampliada del sistema.
H
am1 amz amn i bm

Definicién. Se llama solucién de un sistema de m ecuaciones con n incognitas a un

conjunto de n numeros que satisfacen todas las ecuaciones del sistema, es decir, una

Y a, &, .. &, t, b,
t a a .. a t b
n-tupla t=| * |, talque | * % N B
tn aml a‘m2 b amn tn bm

Definicion. Un sistema de ecuaciones se dice homogéneo. cuando todas sus

ecuaciones son homogéneas.

Definicidon. Se dice que un sistema de ecuaciones es compatible cuando posee una o

varias soluciones.

Definicion. Se dice que un sistema de ecuaciones es compatible determinado cuando

posee una unica solucion.

Definicién. Se dice que un sistema de ecuaciones es incompatible cuando no tiene

ninguna solucion.

Definicidon. Se dice que dos sistemas‘de ecuaciones son equivalentes cuando tienen

las mismas soluciones.

Teorema. Cuando un sistema de ecuaciones Ax=b (o equivalentemente la matrix

aumentada (A | b)) es transformado mediante una secuencia de transformaciones

elementales de ‘filas en otro sistema Cx=d (o, equivalentemente, en la matrix

aumentada (C d) ), ambos sistemas son equivalentes.

Demostracion. Como se ha visto anteriormente al tratar las transformaciones
elementales de filas, hay una matrix regular P tal PAx=Pb. Esto significa que D=PA y
d=Pb. Supongase que t es solucion de Ax=b . Premultiplicando por P obtenemos
PAt=Pb, es decir, Ct=d y, de esta manera t resuelve también el sistema de ecuaciones
modificado. Reciprocamente, si t satisface Cx=d, entonces la premultiplicando por P

se obtiene que t resuelve Ax=b . Por lo tanto los dos conjuntos de soluciones son

Pagina 22




Algebra matricial y sistemas de ecuaciones lineales

idénticos.

Las operaciones elementales que se realizan para obtener sistemas equivalentes son
operaciones elementales entre numeros (coeficientes del sistema, términos
independientes). Estas operaciones se pueden reflejar de forma simple trabajando con

la matriz ampliada del sistema.
Método de Gauss

Este método resuelve de forma sistematica los sistemas de ecuaciones lineales,
sustituyendo algunas ecuaciones por otras de manera que el sistema de ecuaciones
resultante es equivalente al inicial y mas sencillo, y en el que la existencia de solucion

se estudia asimismo de manera mas simple.

Se va a proceder a introducir el método ignorando la notacion matricial y escribiendo
las ecuaciones con detalle. Posteriormente se trasladara el proceso a notacion

matricial.

Los sistemas de ecuaciones de la forma

X $8y X, 5+ 3, Xy
Ay X, ...+ X, =D,

2n"*n

se conocen con el nombre de sistemas escalonados. En este caso la matriz ampliada
tiene una forma llamada escalonada. Estos sistemas se resuelven por sustitucion
regresiva; es decir, se despeja x, de la Ultima ecuacion, posteriormente x,. de la

anteultima ecuacion,...;.y por ultimo se despeja x4 de la primera ecuacion.

El método de Gauss consiste en realizar transformaciones elementales de filas para
transformar el sistema de.ecuaciones en otro equivalente que sea escalonado, en el
cual se analizara facilmente la existencia de solucion. Posteriormente, en caso de

existir ésta, se resolvera el sistema mediante sustitucién regresiva.

Ejemplo

Se considera el sistema de ecuaciones
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X, — X, +2%; =1
=X +2X, =% =-1
X, —2X, —X; =3

Si en el sistema anterior se realiza la transformacion elemental consistente en sumar a

la segunda ecuacion la primera, se obtiene el sistema equivalente

X =X, +2%X; =1
X, + %, =0
X, —2X, —X; =3

Si ahora a la tercera ecuacion se le resta la primera se obtiene el sistema equivalente

X, — X, +2%X; =1
X, +% =0
-X, —3%, =2

Finalmente, si a la tercera fila se le suma la segunda se obtiene un.nuevo sistema

X, — X, +2Xp=1
X, XD
— D=2

Este sistema es escalonado y se puede resolver de forma simple. La ultima ecuacion
muestra que x;=-1. Sustituyendo este valor en la segunda ecuacion se obtiene x,=1.
Finalmente sustituyendo losvalores de x,'y x3 en la primera ecuacion se obtiene que

X1 = 4,
Definicién. Una matriz se dice escalonada si verifica las condiciones siguientes:

1) Si hay filas que séla contienen ceros, éstas se encuentran en la parte inferior de la

matriz.

2) En cada fila que no'sole contiene ceros, el primer elemento no nulo, llamado pivote,

aparece a la derecha del pivote de las filas superiores.

Ejemplo

Las siguientes matrices estan en forma escalonada
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. . . . . aj_’l * * * * *

ai,l ai,l 0 a:L * * * 0 0 a * * *
0 a * 0 a, * * g 2.3

o 0 1o o o0of\0 0 0a *jo o0 3, * *

%3 0 00 0 00O

Los elementos a ; representan los pivotes de la matriz escalonada, y los asteriscos *

representan nimeros cualquiera. <«

El proceso de eliminacion gaussiana puede realizarse trabajando sobre la matriz

ampliada de los sistemas (A | b), hasta llevar ésta a su forma escalonada.

Ejemplo

En el sistema del ejemplo anterior se tendria:

1 -1 211 1 -1 211 1 -1 N1 1 -1 21
-1 2 -1 -1|FK+F|0 1 1 0|R+F|0L 1 OFE+F|0 1 10
1 -2 -1,3 1 -2 -1,3 K3 -3¢ 0 0 22

El primer pivote es el elemento que se“encuentra en la posicion a;;. Mediante
transformaciones elementales de filas. se eliminantlos elementos a;s y asz;. A
continuacion el segundo pivote es el elemento a,, y mediante transformaciones
elementales de filas se elimina el elemento-as;, con lo que se consigue una matriz de

coeficientes que esta escalonada.

A partir de la nueva. matriz ‘ampliada resultante de aplicar las transformaciones
elementales se puede reconstruir el sistema, obteniéndose
X =X, +2X%, =1

X, + X, =0
-2%X, =2

Este sistema, que es equivalente al inicial y por tanto tiene la misma solucién, se

resolvera como se ha indicado anteriormente por sustitucion regresiva. «

-jemplo

Se considera el siguiente sistema de ecuaciones

X +10x, =5
3%, + X, —4x, =-1
4% + X, +6%; =1
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Trabajando a partir de la matriz ampliada del sistema obtenemos:

1010 5) s (10 10 5 10 10 5
31 —4 -1|—% 5,00 1 -34 -16|—5R 50 1 34 -16
41 6 1 0 1 34 -19 00 0 -3

que nos permite escribir un sistema de ecuaciones equivalente al original pero mas

sencillo de discutir y, en su caso, resolver :

X +10x, = 5
X, —34Xx,=-16
0x,= -3

Se aprecia de forma inmediata que la tercera ecuacién convierte al sistema en
incompatible, al no ser posible encontrar ningun valor de x, X» y X3 tales que se

verifique 0x1+0x,+0x; = -3. <

Una vez presentado el método de Gauss conviene remarcar la-importancia de discutir
la existencia de soluciones de un sistema, como paso previo a la resolucion del
mismo. Se tiene el siguiente teorema enccuanto a la existencia de solucién de un

sistema y su forma escalonada.

Teorema (de Rouché-Frobenius)...Si p es el numero de pivotes de la forma
escalonada de la matriz de .los coeficientes, g el nimero de pivotes de la forma
escalonada de la matrix. ampliada y n es el niumero de incégnitas del sistema,

entonces:

1. Un sistema es compatible determinado si y soélo si p=qg=n.
2. Un sistema-es compatible indeterminado si y sélo si p=qg<n.
3. Un sistema es incompatible si y sélo si p=q.

Observacion: Un problema que se puede presentar durante el proceso de
triangularizacion es que nos encontremos con un coeficiente nulo como pivote que va
a ser empleado para anular el resto de coeficientes de la columna que se encuentran
por debajo de dicha posicion. En la practica efectuaremos un cambio de filas en la
matriz de tal manera que dicho coeficiente nulo sea sustituido por otro distinto de cero.
Es importante darse cuenta de que siempre deberemos sustituir la fila actual por otra
que se encuentre por debajo de ella para no perder el escalonamiento ya obtenido en

las filas anteriores.
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Ejemplo

Si en el transcurso del proceso de triangularizacién nos encontramos con la siguiente

matriz ampliada:

o O o K
AN O N
N PR e

w P NP

o o 01 W

es evidente que no podemos anular la posicidon as, de la matriz empleando un multiplo

del “pivote” ax, al ser este nulo. Para ello no tenemos mas que intercambiar, por

ejemplo, la segunda y tercera filas entre si de tal manera que tendremos:

1
1
1
2

o O O -
A~ O NN

© o011 OO W

1
1
2
3

pudiendo ahora reanudar el proceso de triangularizacion tal como lo hemos venido

haciendo en los ejemplos anteriores.
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ANEXO 1:MATRICES PARTICIONADAS

Con frecuencia es interesante considerar que una matriz A esta formada por
submatrices, denominadas bloques de A, diciéndose que A es una matriz por bloques

0 matriz particionada.

Eiemplo

a, a, & 5
a; &, 9 1 %12 3 Aj_12X2 | AiZ 2x1
A=la, a, ay,|=|a; a = |

8y 8y Ay 8y Ay ~§~¥; A211x2§ 2 i

Una matriz puede particionarse en bloques de formas diferentes:

Operaciones sobre matrices por bloques.

Las operaciones sobre matrices por bloques se pueden realizar efectuando el calculo
con los bloques como si éstos fueran elementos de las matrices. Para que se pueda
operar con los bloques es preciso que las particiones se hagan de modo que las

operaciones tengan sentido.

Suma de Matrices por Bloques. Sean.A.y B dos matrices de la misma dimension

definidas sobre K y particionadas en'bloques de la misma manera, de forma que cada

bloque A; de A sea.de.la misma dimension que el correspondiente bloque B; de B:

An A12 Aip Bll BlZ Blp

A21 Azz AZp le Bzz sz

A= B=

ANE: - A By By - By
Entonces, cada bloque‘de A+B se obtiene como la suma de los correspondientes

bloques de Ay B

A11+Bll A12+B12 A1p+Blp

A+B= A21+le A22+Bzz A2p+BZp

Aq1+Bql A]Z+qu qu+qu
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Eiemplo
2 0 111 12 31
Sea A=|3 2 10| y B=|2 3 -1:0], entonces
00 24 11 171
2.0 1) (12 3)[(1) (1)) (3 2 42
A+B=[{3 2 1) \2 3 -1){(0) \0)|=|5 5 2 0
(0 02)+(1 11 (4+@1)) (11 3 5

Se observa que, al sumar los bloques, finalmente se estan sumando los elementos de

las matrices Ay B. <

Producto de un Escalar por una Matriz por Bloques. Sea A una.matriz definida

sobre K particionada en bloques de la forma

A A By
| B B A,
ANy D

Para multiplicar A por un escalar4cK se multiplica cada bloque de A por A , es decir

AR AR, . AA,
2N AP, AR, . AR,
ABy AR, . AR,
2 0 111
Sea A=|3 2 -1 0[y4=7, entonces
00 24
7.(201]7.1 4 0 717
7A=| \3 2 -1) (0)|=|21 14 -7 0 <
7-(0 0 2) [ 7-(4)) |0 0 14 28

Producto de Matrices por Bloques. Sean A y B dos matrices definidas sobre K, tales
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que el numero de columnas de A coincide con el numero de filas de B. Si se
particionan estas matrices, podremos multiplicarlas por bloques siempre que la
particién de columnas de A “se corresponda” con la particion de filas de B. Es decir, si

se cumplen las condiciones siguientes:

1) el nimero de columnas de bloques de A es igual al numero de filas de bloques de B

Au AiZ e A1 P Bu BlZ ooc Blm
A= A21 A22 A2p B— le Bzz BZm
Au A42 Alp Bpl sz Bpm

2) el nimero de columnas de cada bloque Aj (fila k de bloques de A) es‘igual al

numero de filas de cada bloque By; (columna k de bloques de B).

Entonces
c, C, .. C,
c, C, .. C P
A-B=| & 7% |, siendo Cy=>"A:B; = A{Bi+A,B,; +..+ A B,
-
Cu Co -~ Cun
Eiemplo.
-1 20
3 01 2. Q.1 1
Sea A=/-1 4121y B=[3 2 -1 0| Hallar AB trabajando con matrices
5 1N 0 0 2 4
2.4 03

particionadas.

Teniendo en cuenta la particion realizada sobre A, es obligatorio realizar en B la

particion:
0 11
B = 2 '1 0
0 2 4

Ademas de esta particién horizontal se pueden o no hacer otras particiones verticales:
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....................................................................

2 0 111
Si se elige como particién de B=| 3 2 —1](2 , entonces
00 2 § 4
Ail g AiZ Bll g BlZ Ailell+A12X821 . A11X812+A12><BZZ
AxB | 22 | 3 | 28 | 2 _ 3x3 3x _
AZl AZZ BZl BZZ A21><Bll+A22X821 A21XB].2+A22X822
2x2 2x1 1x3 1x1 2x3 2x1
-1 2 0 (-1 2 } 31 _
30201+1(002)§301+1(4)4431
32 1 0 N5 N
=\-1 4 2 -1 4 2 —NI0 84 a4\ 7
5 1)(2 0 1) (1 (5 1) (1) (XL [13 2 B9
: + (0 0 2 Lo+ TN
2 1){83 2 -1 -3 2 1){0) \-3 N2 -5 -10

Las matrices cuadradas suelen particionarse.de manera que los bloques o células

diagonales sean también cuadrados.
Aplicacion a lainversion de una matriz

La particion de matrices en blogues es particularmente interesante en la determinacién

de la matriz inversa de una matriz regular de orden elevado.

Sea A una matriz regular de ordenn. Se particiona de la forma siguiente:

24 %10«%&20@ /{r‘l‘S:n
Alext A225xu tru=n

Supoéngase que la matriz’/A™ esta particionada de la forma siguiente:

A Xm’YtXS Jfres=n
Zuxr gTuxs t+u=n

A

Para poder efectuar tanto el producto AA™" como el producto A2 las dimensiones han

de ser las indicadas. (n° columnas de Ay = ne filas de Ag).

Las dimensiones de los bloques de A” han de ser ésas, ya que para poder calcular
AA" se tiene que cumplirque n° de columnas de A;=n° de filas de los bloques de la fila

k de A". Y para poder calcular A"'A se tiene que cumplir que n° de filas de Aj=n° de
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columnas de los bloques de la columna k de A™.

Debe cumplirse que

Aitl A, Z(( tY r!q % (0)
A'A_1=| — mo o roiotxs _ | rxs
A Ay ||Z T|7O) ]
sxt sxu sxro | XS
de donde, operando con los bloques:
AX+A,Z=1

AnY + A12T = (0)
Azlx + Azzz = (0)
ALY + AT =1

Resolviendo este sistema matricial se obtiene X,Y,Zy T,y por lo tanto A™.

La particion de A puede efectuarse de varias maneras. Una de:las particiones mas
interesantes es aquélla en que los bloques diagonales son cuadrados, pues entonces
la particién en A™ es idéntica a la de A (es decir, los bloqués de A’ tienen las mismas
dimensiones que sus homodlogos en A)."De‘la misma manera es interesante la
busqueda de bloques nulos o bloques-unidad, ya que de esta manera se simplifican

los calculos notablemente.

Ejem
2 X &0 0
3 1M 1 0
Calcular lainversade A={0 ©.2 0 0 1], aplicando lateoria de bloques.
1 3 00O
1 4808 0 O
2 N\™M 0 0
3 -1i0 1 0 é%lﬁ% 2X3J 2Y2
A=/0 20 0 1| = sz X-A:X2._ , Al = é XW%.
1 3/0 00 2><21 % 2x§ 3x3 E 3x2
1 40 0 O
I {(0)
3x3 | 3y
AAT = =] o2

de donde, operando con los bloques
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AX+Z=1
A X+AZ=I AY +T =(0)
ALY + AT =(0) A X =(0) = X=(0)
AuX +A,Z =(0) el
AY +A,T =1 AY = jY:(AZl)_lz[t
Z=1
0 0
2 1), o (7 5 00
T=-AY=-{3 -1 (_1 1]: -13 10| = A'=|1 0
0 2 2 -2 01
00
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ITema |. Ejercicios

1. Hallar el conjunto de matrices B, tales que:

1 2
a) Conmuten con la matriz Az(3 4]

b) Cumplen la ecuacién AB=(0) .
c) Cumplen la ecuacién AB=I.

1.2. Probar que las matrices escalares de orden n conmutan con cualquier otra
matriz cuadrada de orden n.

1.3. ¢Para qué valores de a, la igualdad matricial A(B-C)=(0) implica que B=C,

a-1 a—ZJ?

siendo A =
a-3 a-4

|.4. Resolver el sistema matricial:

A+B=C NN2 3
A+ A =0 siendo C={4 5 6
B-B'=0 7 .89
I.5. Calcula la matriz A que verifica el sistema;
o 2
A+ Ad = : 4
- 0
2
. (0 6
A+A =
6 0
0o I
A=l 4
- 0
2

1.6. Calcular la matriz incognita X de la siguiente ecuacién matricial XA+B=C,

siendo:
4 -2 1 1 -3 5
B= , C=
5 1 -3 -2 4 -6

1.7. Calcular las matrices X e Y en el siguiente sistema matricial:

N W O

X+AY'=B
X'+Y-C=D
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1.10.

[.11.

1.12.

1.13.

1.14.

. 10 4 3 1 2 -2 9
siendo: A= , B= , C= y D=
[1 lj (4 6} (3 OJ { 6 GJ

Probar que todas las matrices ortogonales de orden dos y determinante 1
cumplen la propiedad conmutativa respecto del producto de matrices.

Demostrar que el determinante de una matriz antisimétrica de orden impar es
nulo.

a) Si B es antisimétrica, ¢qué puede decirse de A'BA ?
b) b) Si Ay B son simétricas, ¢ de qué tipo es la matriz AB-BA?

Hallar el conjunto de las matrices X que verifican A-X = (X'A).en los siguientes
supuestos:

a) Siendo A simétrica y AX cuadrada.

b) Siendo A antisimétrica regular y AX cuadrada.

a) Demostrar que las matrices (/+A)€ (/-A) son_permutables.

b) Partiendo del resultado anterior, demostrar que también lo son (/-A) e
(I+A)Y" siempre que /+Asea regular.

Sea A una matriz cuadrada.de orden n. Demostrar que:
a) A+A'es una matriz.simétrica
b) A-A'es una matriz antisimétrica.

c) Existen dos matrices unicas S, simétrica, y T, antisimétrica, cumpliendo
queA=S+T.

Sea una matriz cuadrada A de orden n cuyo determinante vale A. Se realizan
las siguientes transformaciones:

a) Se multiplica por a a la matriz A.
b) Se cambian entre si las dos primeras filas de A.
c) Se cambian entre si las dos ultimas columnas de A.

d) Se divide entre B # 0 una de las filas y se multiplica por w una de las
columnas

e) Desde i=1 hasta n-1 sustituimos cada fila F; de A por F; + F4

f)  Trasponemos la matriz.
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[.15.

[.16.

1.17.

1.18.

1.19.

1.20.

Obtener el valor del determinante de la matriz obtenida en cada uno de los
apartados.

Calcular el determinante de la matriz A=(a;) de orden n, cuyo término general
viene dado por a;=|ij|

n-1 -1 -1 ... -1
. , -1 n-1 -1 - -1

Calcular el siguiente determinante de orden n:
-1 -1 -1 - n-1

Calcular el valor del determinante de la matriz de orden n cuyo elemento

o {x Si i=j
genérico es: a; = ..
asii=j
1 2 0
. . -2 0 4 .
Realizar sobre la matriz A= ) 9 las transformaciones elementales
1 1 1

siguientes, asi como sus inversas:

a) Intercambiar las filas (columnas) primera y tercera.

b) Multiplicar la segunda fila (columna) por (-3).

¢) Sumar a la segunda fila (columna), la tercera multiplicada por (-2).

Hallar el rango de la_matriz A, mediante transformaciones elementales en los
siguientes casos:

) A:204]

3y & 6
17 3 =1
b) A=|2 4 1
4 6
1 2 1 2 -1
Hallar las matrices inversas de Az[3 4], B=-1 0 0(,C=|0 1 O
2 0 1 0 2

a) Utilizando soélo transformaciones elementales de filas.

b) Utilizando sélo transformaciones elementales de columnas.
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1.21.

1.22.

1.23.

1.24.

1.25.

1.26.

[N
w
N
>

a a a a
1 a aZ 3 n-1
Calcular la inversa de A= 0 0 a a° n-2 por
0 0 0 0 0 1 (n+1)x(n+1)
transformaciones elementales.
Utilizando el método de Gauss discutir y resolver cuando sea posible los
siguientes sistemas:
X+y+2z=1 X+2y+3z+t=2
5 1 (=0 X+y—-22=2
X+2y+z2= X—y+z-t=
a) y b) y C) {2x+y-2=3
2Xx+y+z=1 X+3y—z+2t=-2 Oy
2X+3y+3z=2 X+y+z=2 X ’
Utilizando el método de Gauss, discutir y resolver los siguientes sistemas en
funcion de keRR:
X+y+z=1 3X=2y+z2=2
a)sx+2y+2z=0 b)J. x-wy+z=1
X+2y+3z=K X+y+kz=2
Utilizando el método de Gauss,. indicar para qué valores de aeR es compatible
el siguiente sistema, hallando1as soluciones:
X+2y+z=1
2%+ Y+ 32 =-4
Xx—-y+(@+2)z=-3a-5
4x #2y +(a+6)z=-3a" -8
Discutir. los. siguientes sistemas, segun los valores de los parametros, y
resolverlos cuando exista solucion:
A 2y—-z=a 1 1 1 3
AX+ Y+ L= X
3x-2z=11 2 -a 3 4
)y X+y+Az=2 h) C) y|=
y+2="6 3 -3 4 7
X+Yy+21z=2 z
2x+y-4z=a 5 —(a+h) 7 8+b
Calcular la inversa de las siguientes matrices particionandolas en bloques

adecuados:
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A
| j ¢, Es necesario que A

m

I
[.27. Hallar la inversa de la matriz por bloques M :(((;)

sea regular para que exista M"'?

B (0O
1.28. Hallar la inversa de P:((O) (C)J donde B y C son matrices regulares de

ordenes respectivos ny m.
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Tema |. Soluciones Ej.

I.1.

[.11.

1.12.

2
a) {BeEzXZ(R)/Bz[a %} a,CeR}

C a+c¢C

b)  B=(0)

YVaeK
0 -1 -2 1 3 5
A=|1 0 -1 B=|{3 5 7
2 1 0 57 9
0 2
A=
4 0
_3 -1
AW
4 -1/ -5

a) Antisimétrica’

b) Antisimétrica.

a) VXeE,(R)

b) X = (0) € Enxn (R)
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1.13.

1.14.

fy A
1.15. (=)™ -(n-1)-2"*
1.16. O

.17, [x+(n-Da](x—a)""

1.18.
0 2 2 ON\Y 1
2 0 -4 M0 -2
a) F.(A)= EL.(A)=
) Fa(A) 1 2 0 (A) 2 2 0
1 ¥ 1 1
% 2,08 1 -6 0
6 0 12 . 2 0 -4
b —3F(A) = -3F,) (A)=
) 2(A) q € (-3F,) (A 0 -6 2
A M 1 -3 1
"2 0 1 2 0
-2 -4 -8 2 8 -4
F, - 2E)A)= F,—2F,) (A =
c) (F, (A 0 2 2 (F,-2F) (A 0 -2 2
1 1 1 1 -1 1
.19.
a) 2
b) 2
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.20. A" =[ J B'=|1 0 C'=
0 1

1 -a 0 0 O 0
01 -a 0 O
121. A'=|0 0 1 -a 0
0 0 0 0 O 1
1.22.

a) Compatible determinado: x=y=z= 1

b) Incompatible.

/‘/%
y/y

Xx=1-2
c) Compatible indeterminado: } zeR

y=1+3z

1.23.

a) VkeR Compatible determinado: x =2,

b) k=#-3 Compatible determinado: x= &

k#-3 Incompatible.

1.24.

a=0 eta a=1: Incompatible.

a=0: Compatible indeterminado: x _—3—5—/1,

a=1: Compatible determinado: x=2, y=1,
1.25.

a) 4=0:Incompatible.
A=1. Compatible indeterminado X=-Y,

A4#0'y A#1: Compatible determinado
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1.26.

1.27.

1.28.

Sy S S S e S Y

A A A

a=06: Compatible determinado: x=5, y=4, z=2

a#6: |ncompatible.

a=4, b=3:Compatible indeterminado x=%—%, y=%+é, VzeR

<)
Il

4, b;’t3:Compatibledeterminado x=12, y=-1, z=-8

2, 71=-2

1
a#4, b=3: Compatible determinado X=§, Y=§

a#4, b=3:|ncompatible.

o oooo 12 0

1
Mt=| 0 0 P'=2|2 -1.0
7 3

_%0% 1 -¥N

I, —A

M*t=| " ] No es necesariorque A sea.regular.

© I,

(BT (0)
@ ct
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