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HITZAURREA

«Grabitazioa eta Kosmologia» Fisikako lizentziaturaregatven zikloko eta graduaren hi-
rugarren eta laugarren ikasturteetako hautazko ikasgaidientzia eta Teknologia Fakultatean.
Gaia, batez ere kosmologia, pil-pilean dago, azken hardatla oinarri esperimentalak (sateli-
teen bidez egindako behaketak eta abar) zabaltzen etatsendoi diren heinean. Ez da harritze-
koa, beraz, gaur egun eta mundu osoan, fisikako oinarriakazio guztietan gai hauei buruzko
ikasgairen bat eskaintzea.

Gaia 0so zabala da eta 6 ECTS kredituko ikastaro batean ditekdena arreta handiz au-
keratu behar da. Alde batetik, kosmologia asko ikas daiezlaibitate orokorra erabili gabe
(horrela egiten da, adibidez J] testu bikainean), baina kosmologiaren azpian dagoenrelka
kintza grabitatorioaren funtsezko teoria klasikoa (etmatik ez daukagu grabitazio kuantikoa-
ren teoria onarturik) erlatibitatea da. Azken teoria honekazo bat dago ikastaro labur batean:
erabili behar den matematika benetan ederra da, bain@étast dute aldez aurretik ezagutzen.
Tresna matematikoa sakonki aztertzen bada, oso denbaradaera daiteke grabitazioaren eta
kosmologiaren fisika ikusteko.

Edukia eta maila aukeratzean hauxe izan da nire irizpidesiagzaletasunak alde batera
utzita: fisika ikasle arruntarentzat (eta ez bakarrik ggoagai hauetaz jardun nahi duenarentzat)
interesgarria eta pizgarria izatea. Horrexegatik, ikasta ikusiko den fisika ulertzeko behar den
minimora laburtu da tresna matematikoa eta behar den hesatuko da eta ez, liburu gehie-
netan egiten den bezala, hasierako gai batean. Arrazaydtéeaikusten diren egiaztapen espe-
rimentalak ez dira bilduko gai berezi batean eta ahal deaibéaster aztertuko dira. Era berean,
gure titulazioan astrofisikari buruzko ikasgai bat eskantdenez, han aztertutako gai batzuk
(hala nola, bariogenesia eta nukleosintesia) ez dira hékasten. Hala ere, espero dugu testua
0so erabilgarria izango dela, lehen sarrera moduan, gegeaign sakondu nahi duenarentzat ere.
Testu labur honetatik kanpo geratu diren gai interesgakio diburuko gaien amaierako «Gehia-
go ikasteko» ataletan zerrendatzen dira, dagokien bitaf@geskuragarriarekin, gehiago ikasi
nahi duen ikasleak jakin dezan nora jo.

Notazioa eta unitate-sistema

Gure notazioa eta unitate-sistema (iKus atalaren hasiera) bat data¥4] biblia beltzean
erabiltzen direnekin; baina, hemen esplizituki idazteogii c faktoreak.

Kalkulu aljebraikoa

Erlatibitate orokorrean zenbait kalkulu (hala nola, Rienitentsorearena) luzeak eta asperga-
rriak izaten dira: kalkulu aljebraikoa egiteko programadrabiltzeko gomendatzen diogu irakur-
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leari (ikus bibliografiare222. orrialdea eta behean aipatzen den ikasgaiaren orrialdaea)ere,
Mathematicasistemaren bidez egindako kalkulu batzuk tartekatu dstuss, adibide moduan
eta azalpena laburtzeko.

Dokumentu elektronikoaren erabilera

Testu hau ordenagailuaren pantailan ikustean, paperdakzaidiak ez dituen hipertestuaren
abantailak erabil daitezke. Horrela, formula bat aipatiembakoitzean, bere zenbakian klik egi-
nez gero, formula dagoen orrialdea ikusiko da pantailanz&#era egin daiteke irudien, taulen,
atalen, erreferentzien, orrien eta orri-oinen zenbakjetta hatz erakuslea agertzen den bakoi-
tzean, hala nola WWW helbide baten gainean dagoenean. Aaseran, Internetekin konekta-
tuta egonez gero, dagokion orrialdea zabalduko da edo,ndekiu baten helbidearen kasuan,
dokumentua ekartzeko edo zabaltzeko aukera edukiko durlesik.

Huts-zuzenketak eta material osagarria

http://tp.lc.ehu.es/jm/ GK htnl orrian aurki dezakete material osagarria goian ai-
paturiko ikasgaietan matrikulatutako ikasleek: ikasgaigprograma, problema-zerrendak, liburu
honenhutsen zuzenketakenbakizko simulazioak eta abar. Handik ere joan daitédedlepla-
taforman jarritako ikasgaiaren orrira.

Eskerrak

Eskerrik asko Géza To6th lagunari EGtvos izenaren idaziketanhoskerari buruzko informa-
zioagatik.

Leioa, 2010-2011 eta 2011-2012 ikasturteak.
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l. ZATIA

Erlatibitate orokorrerako sarrera






Lehenengo zati honetan Einsteinen erlatibitate orokemraeoria aztertuko
dugu. Badaude grabitazioaren beste teoria klasiko babaika erlatibitate oro-
korra da datu eta esperimentuekin bat datorrena (gairsdar,en ustez, fisikaren
teoria ederrena da). Gaur egun, zenbait arrazoirengaitde eta materia iluna
azaltzeko, partikulen fisika, eta abar), Einsteinen teenialdaketak eta dimen-
tsio gehiagorako hedapenak aztertzen ari dira; baina bestan mailatik gora
daude eta, oraindik behintzat, ez dute oinarri esperirhsatalorik.

It can scarcely be denied that the supreme goal of
all theory is to make the irreducible basic elements
as simple and as few as possible without having to
surrender the adequate representation of a single
datum of experience.

Albert Einstein






1. GAIA

Erlatibitate berezia

Erlatibitate orokorrean beharko ditugun kontzeptu fiskketa tresna matematikoak apurka-
-apurka aztertzeko, erlatibitate bereziaren emaitzaikdderrikusiko ditugu gai honetan, notazio
kobariantea erabiliz. Mekanikan eta elektromagnetisnikizgitakoa gogora ekartzea gomenda-
tzen zaio irakurleari. Hala ere214] liburutik ekarri dugul.2 atala, askotan ez baita ikusi biga-
rren mailan. Kontzeptu fisiko berri garrantzitsuena erergomentuaren tentsorea da, bera baita
grabitazioaren iturria erlatibitate orokorrean.

1.1 Minkowskiren espazio-denbora

S erreferentzia-sistema inertzial batean neurtutako gextaten osagaiak’ notazio labur-
tuaz adieraziko ditugu. Gai honetakoordenatu minkowskiarretan, denbora-osagaiel’ = ct
(argiaren abiadura hutsean bider denbora) izango da etaielgk triedro batean neurtutako
koordenatu cartesiarraks! = x, 2? = y etax® = z. Indize grekoaky, v, ...) O-tik 3-ra doaz
eta latinezkoaki( j,...) 1-tik 3-ra. Hiru dimentsioko bektoreak letra lodiz id&zidira: adibi-
dez, posizio-bektorea = =i + y j + z k da. Komeni denean ondoko notazio baliokideetako bat
aukeratuko dugti

= (ct,x) = (ct,z*) = (ct, z,v, 2). (1.2)

1.1.1 Lorentzen transformazioak

1.1lirudiko S’ erreferentzia-sistema inertziataardatz komunean barrena higitzen dabpia-
dura konstantezy sisteman. Bi behatzaileen triedroak paraleloak dira étarjak puntu berean
daudenean sinkronizatzen dira erlojuaks: ¢ = 0 balioarekin. Bigarren behatzaileak honako
osagai hauek neurtzen ditl.{) gertaeran:

o = (et x) = (et 2") = (¢t 2y, 2). (1.2)

Bi neurketen arteko erlazioa Lorentzen transformazioa&retakoa daj14:

ct' = ~(ct — Ba), ct = y(ct' + B2'), (1.3)
a'=q(x — Bet), ="+ Bet), (1.4)
v =y, y=y, (1.5)
2 =z, =2, (1.6)

Hemen eta liburuko hainbat puntutan goi-indizea ez da lieaite bat, etiketa bat baizik.
2Gainera,f(z) laburpena erabiliko dugfi(z*)-ren ordez.

5
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non dimentsio gabek6 = v/c abiadura eta Lorentzen= (1 — 52)’1/2 faktorea erabil ditugun.
Y=y Y Y

00’ =vt
0=0" X=X’ 0 0’ X=X’

1.1 IRUDIA Bi erreferentzia-sistemetako ardatzak.

Transformazio zuzena eta alderantzizkoa era laburragi@ateko, defini ditzagun ondoko bi
matrizeak:

v =B 00 v 98 0 0
T s S IR S O I G S @.7)
0 0 01 0 0 01
Hauen bidez honela idazten dira$—(1.6) transformazioak:
o = A ot = A (1.8)

Testu osoan erabiliko dugun ondoko notazio-hitzarmenbatbayara azken formulan.

Einsteinen batuketa-hitzarmena

e Gai batean indize bat goiko eta beheko posizioetan agelizda, bere
balio guztietarako batuketa egiten dela ulertu behar da.

e Deribatu baten izendatzailean dagoen goi-indize (azizi@)dat az-
piindizetzat (goi-indizetzat) ulertu behar da hitzarmen hplikatzean.

Horrela, A* 2" idatzi dugu$">_ A% z¥ laburtzeko.
v = ¢ abiadura erlatiboa ez badag@ardatzaren norabidean, honela idazten d@ntzen
transformazio bereziak (ikus 1.7 atala),y = (1 — ,62)71/2 erabiliz:

xolzv(:po—,@-x), x’:x+(7—_1ﬁ-x—7x0),@. (1.9)

Emaitza hau frogatzekad, 4 atalean et&. gaian orokortuko dugun arrazoibideaz baliatuko gara.

e Adierazpen horietan eskalarrak eta bektoreak (baina egaadg agertzen direnez, ez dira
ardatzen orientazioen menpekoak.

3Hemendik aurrera matrize karratu baten elementuaren gedmlehen) indizea errenkadari dagokio eta behe-

koa (edo bigarrena) zutabeari. Gainera, askataredo(A*) idatziko dugu(Aﬁ')f,’V:O laburtzeko.
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e Ondorioz, triedroak biratzen baditaX etaO’X’ ardatzak abiadura erlatiboaren norabi-
dean egoteko moduari,.Q) adierazpenak ez dira aldatzen gtairudiko aukeran gaude.

e Baina, hor (.9) adierazpenen osagaiak §)—(1.6) dira.

e Ondorioz, adierazpen eskalarra eta bektoriala triedrestelorientazio guztietan ere bete-
tzen dira.

Hortaz, (L.9) adierazpenak erabiltzeko, bi sistemetako triedroek ez zirtan paraleloak izan eta
abiadura erlatiboa edozein norabidetan egon daitekeglaia ¢t = 0 unean bi jatorriek puntu
berean egon behar dute: ik@isl problema). Bestalde 1(9) transformazioak linealak direnez,
(1.8) eran idatz daitezke\" edo A", matrize egokiaren bidez (ikuk 2 problema). Hemendik
aurrera, matrize orokor horiek izan daitezk¢ edoA”, notazioaz idatzitakoak.

Aurkako transformazioei dagokienez, elkarren aurkakoek (d.8) transformazioetako ma-
trizeak': / / /

AJAL =01, A AL =68, (1.10)
non Kroneckerren delta erabili dugun identitatearen etdoak adierazteko: 1 da bi indizeak
berdinak badira eta O bestela.) transformazio-legearen ondorioz hauxe dugu:

G ozt

AP o= =
ox”'

v g v

(1.11)

/

1.2 Espazio-denborako tartea

Izan bitez:! etaz!, gertaerak. Bien arteko denbora-tartea eta posizio eoktilitzen dituen
diferentzia hauxe da:

Azt = (cAt,Ax) = o) — i = (c(ta —t1) , X2 — X1) . (1.12)
Lorentzen {.8) transformazioak linealak direnez, era berean transftaeneadira kendurak:
Az = A Az, Azt = N Az (1.13)
Bi gertaera horien artekespazio-denborako tarteghonela definitzen da:
As? = A2 + Ax? = AP + Az? + Ay? + A2 (1.14)

Nahiz eta karratu moduan idatzi, argi dalys® delakoa positiboa, negatiboa zein nulua izan dai-
tekeela. Bi gertaerak aldiberekoak baditet (= 0), espazio-denborako tartea ohiko distantziara
laburtzen daAs = |Ax| > 0. Bi gertaerak puntu berean jazotzen badikx (= 0), denbora-tar-
tea berreskuratzen duglyt = +v/—As?/c.

Espazio-denborako tarteen propietate nagusia absolizatda da. Eskalarra dela esango
dugu hurrengo ataletan, lau dimentsioko notazio kobar&am)

1.1 ARIKETA | Erabili Lorentzen {.9) transformazioak bi gertaerak definitutako espazio-denbo

rako tarteaaldaezin erlatibista dela —hau da, erreferentzia-sistema inertzial guztietdio lbera
duela— frogatzeko:

As? = —PAE? + Az? + Ay? + A% = —PA? + Ax? + Ay'? + A2, (1.15)

As?-ren zeinuaren arabera hirutan sailkatzen dira bi gen@erarteko espazio-denborako
tarteak, jarraian ikusten den moduan.

“Erabilitako koordenatuak adierazten dituzte primek, béjjﬁ = o0 etan, s = .
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1.2.1 Espazio motako tarteak

Bi gertaeraren arteko espazio-tartea denbora-tartea baimdiagoa|(Ax| > ¢ |At|) denean,
As? > 0 dugu. Analisia errazteko (ondorioak aldatu gabe) aukeraglenO X etaO X’ ardatzen
norabide komunay = Az = 0 izateko moduan. Ordudi\z| > ¢|At| eta

Az
As* = Az? — AP >0 — —| >c. (1.16)
At
ct ct’ ct” ALT=0
At>0 At <0

Az''>0

Az'>0

Az >0

xl'

Orain,
02
Ve = 17 (1.17)
At
definitzen badugu,
lve| < ¢ (1.18)
da. Hasierakd' sistemarekika i abiaduraz higitzen den sisteman
At =~ <At — %Ag;) — VAt (1 — 3) (1.19)
c Ve

dugu etap abiadura erlatiboa behar bezala aukeratuz, baind:jeti ¢ baldintza errespetatuz,
At' tartea positiboa, negatiboa zein nulua izatea lor dait®kelorioz, kontsideratzen diren bi
gertaeren arteko erlazioa espazio motakoa bada, betidaitkke erreferentzia-sistema inertzial
bat (irudikoS’ sistema, hain zuzen) bi gertaerak aldiberekoak izatekauianacEra berean, lehen
gertaera bigarrena baino lehenago edo beranduago jaaotrekuan aukera dezakegu erreferen-
tzia-sistema.

Bi gertaeren denbora-ordena, beraz, ez da absolutuegreméefia-sistemaren menpekoa bai-
zik. Kausalitatea gorde nahi bada, zergatiak ondorioaddaimenago gertatu behar du erreferen-
tzia-sistema guztietan eta, hortaz, ezin egon daitekakodarlazio kausalik bi gertaeraren artean,

Slkkushttp://tp.lc. ehu. es/jma/ mekani ka/ erl ati bi t at ea/ m nkowski . ht m
orrialdeko simulazioa.
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tartea espazio motakoa bada. Hau bermatzskarrekintza kausala ezin heda daitekeelaino
abiadura handiagorekisuposatzen da beti. Izan ere, hipotesi honekin ez dagacehanetako

bi gertaera lot litzakeen elkarrekintza kausalik, zefe®) hipotesiaren ondorioz batetik bestera
joatekoc baino abiadura handiagoz hedatu beharko bailuke.

1.2 ARIKETA | Frogatu horrelako bi gertaeraren arteko ordena espazizalkla daitekeela erre-
ferentzia-sistema aldatuz eta, bereziki, ezin gertazlatea puntu berean.

1.2.2 Denbora motako tarteak

Denbora-tartea espaziala baino handiagda{| > |Ax|) deneanAs? < 0 dugu. Berriro
ere,Ay = Az = 0 direla joz,|Az| < ¢|At| dugu eta, ondorioz,

A
As? = As? — EAL <0 Kf <e (1.20)
ct ct' ct” At’>0
At>0lg| [ At">0
Az’ <0
Az'=0
Az>0
xli
x
1.3 IRUDIA Denbora motako tartéa
Orain, A
T
= —— 1.21
Ve At ( )
definitzen badugu,
lve| < ¢ (1.22)
betetzen da. Hasierakbsistemarekika i abiaduraz higitzen den sisteman
At =~ (At — %Ax) — VAt (1 — “—"f) (1.23)
C C
dugu etap abiadura erlatiboak| < ¢ baldintza betetzen badu,
~ (1 . "’—Z‘*) >0 (1.24)
C

Slkushttp: //tp. | c. ehu. es/j ma/ mekani ka/ erl ati bi t at ea/ m nkowski . ht m
orrialdeko simulazioa.
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da etaAt-ren zeinua berbera sistema guztietan. Ez dago, berazodenldena aldatzerik eta,
bereziki, horrelako bi gertaera ez dira aldiberekoak eeeiaferentzia-sistematan. (Azken hau
honela ere ikusten da: sistema batean aldiberekoak bladirat = 0 etaAs?> = |Ax|* > 0
lirateke eta tartea espazio motakoa, nahitaez.)

Bestaldegrreferentzia-sistemen arteko abiadura erlatiboaren oodc baino txikiagoa de-
nez sistema guztietan lehenago jazotzen den gertaeratigriaeAtr /At| < ¢ abiaduraz hedatzen
den seinale bat bidal daiteke eta, hortaz, lehenengoarbigaen zergatia izatea ez lihoake kau-
salitatearen printzipioaren kontra.

1.3 ARIKETA | Frogatu horrelako bi gertaeraren arteko ordena espazadéusahal dela errefe-
rentzia-sistema egokia aukeratuz eta, bereziki, puntegbegerta daitezkeela.

1.2.3 Argi motako tarteak

Espazio- eta denbora-tarteak berdingkx| = c|At|) direnean,As* = 0 dugu. Gainera,
Ay = Az = 0 denean|Az| = c|At| eta

A
A = As?— AAE =0 thj —c (1.25)
dugu. Espazio-denborako tartealua dela ere esaten da.
ct ct’ ct” AE'>0
At>0 At”>0
2
Az"’>0
Az'>0
Az >0
xll
X
1.4 IRUDIA Argi motako tartea
Berriro A
X
definitzen badugu,
[ve| = ¢ (1.27)

flkushttp://tp.lc. ehu. es/jnma/ mekani ka/ erl ati bi t at ea/ m nkowski . ht m
orrialdeko simulazioa.
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betetzen da. Hasierakbsistemarekika i abiaduraz higitzen den sisteman
v VU,
At =~ (At — §A$> = ~vAt (1 — c—;> (1.28)

dugu etap abiadura erlatiboal| < ¢ baldintza betetzen badit-ren zeinua berbera da sistema
guztietan. Ez dago, beraz, denbora-ordena aldatzeribeteziki, bi gertaerak ez dira aldibere-
koak izango ezein erreferentzia-sistematan.

Gainera, sistema guztietan lehenago jazotzen den gdikdszatera seinale bat bidal daiteke
|Ax/At| = c abiadurarekin (argiaren bidez edo). Ondorioz, erlazioskiuegon liteke kasu
honetan bi gertaeren artean kausalitatearen printzigioddtu gabe.

1.4 ARIKETA | Frogatu horrelako bi gertaeraren ordena espaziala ezindaiekeela erreferen-

tzia-sistema aldatuz eta ezin gerta daitezkeela puntabere

1.2.4 Argi-konoa

Go = (cto, 0, Y0, 20) Qertaera batekin batera espazio-denborako tarte nulusbhéten du-
ten puntuen leku geometrikdsl-ren argi-konoa deitzen da eta erreferentzia-sistemaziaer
guztietanAs? = 0 ekuazioak emandakoa da:

(x — x0)2 + (y — yo)2 + (z — 20)2 = (t— t0)2 . (1.29)

Bi dimentsioko irudietan;:1 maldako bi lerro elkarzuten bidez adierazten dagugertaeraren
argi-konoayct, ) planoanAy = Az = 0 eginez lorturiko proiekzioa

(x —x0) = (ct — cty)” (1.30)
baita.Az = 0 soilik egiten badugu,
(= z0)* + (y — y0)* = (ct — cto)” (1.31)

ekuazioakl.5irudiko konoa definitzen duct, =, y) espazioan.

1.5 IRUDIA G, gertaeraren argi-konoabalio bakoitzeko.

Kasu orokorrean,1(29 ekuazioak hiru dimentsioko (hiper)kono bat definitzeri@duz, y, z)
espazio-denboran, baina ezin da hau bi dimentsiotan ntarraz
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Goiko konoerdiatorkizuneko argi-konoada etaz,-ren etorkizun absolutua definitzen du:
bere azalean eta barruan dauden gertaera guztjdlaino beranduago jazotzen dira erreferen-
tzia-sistema inertzial guztietan etg-ren ondorioak izan daitezké&;,-tik bidalitako seinaleren
bat jaso baitezakete. Kontsidera dezagiyrgertaeran igorritako argi-pultsu bat. Norabide guz-
tietan igorritako fotoiak aldiunean {.29 ekuazioak definituriko argi-konoaren gainazal esferi-
koan egongo dira. aldatzean argiaren uhin-frontearen eboluzio osoa emang&uwhzio horrek.
Beraz, etorkizuneko argi-konda, gertaeran igorritako fotoien unibertso-lerroen multzaa d

Beheko konoerdiaaganeko argi-konoa da etaGy-ren iragan absolutua definitzen du: bere
azalean eta barruan dauden gertaera guftigkaino lehenago jazo dira erreferentzia-sistema
inertzial guztietan eté(-ren zergatia izan daitezke, eurek bidalitako seinaleatjalso baitaite-
ke G-n. Izan ere, iraganeko argi-kono h&ky, gertaeran detektatzen diren fotoi guztien uniber-
tso-lerroen multzoa da. Argi dago, bestaldg, gertaera iraganeko (etorkizuneko) argi-konoko
puntu guztien etorkizuneko (iraganeko) argi-konoetarodéy

Argi-konotik kanpoko gertaerak, baino lehenago, beranduago edo aldi berean jazotzen di-
ra erreferentzia-sistema desberdinetan. Beraz, ez doiekinerlazio kausalik gertaera harekin.
Kontuan hartu behar da Minkowskiren diagrametaerabiltzen dugula ardatz bertikalean eta,
ondorioz, eskalak ez direla ohiko esperientzian eralmltijugunak: segundo bati argi-segundo
bat (hau da, i&800 000 km) dagokio! Ez da harritzekoa, beraz, gure eguneroko espeian
etorkizuna eta iragana ez dena oraina izatea, gure eméefexresisteman aldiberekoak ez diren
argi-konotik kanpoko gertaera gehienak 0so-oso urrurabdé. Kosmologia egitean, berriz, dis-
tantzia eta denbora-tarte handiak aztertu behar dira gitk@moek definituriko kausalitate-mu-
gak kontuan hartu beharko ditugu (erlatibitate orokorramedorioekin batera).

1.2.5 Tarte infinitesimalak

Bi gertaera 0so hurbil badaude espazioan eta denboramateio espazio-denborako tartea
infinitesimala eta absolutua izango da:

ds? = —c*dt? + da? + dy? + d2? = —2dt’? + da* + dy”? + d2%. (1.32)

Tarte infinitesimalak finituak bezala transformatzen dira:

! ! a “/ ! 8 u
do” = Ade” = 2 dp’,  dot = Adr” = 2 d,. (1.33)
orY v oxV
Minkowskiren metrika ©
—1 0 0 0
0O 1 0 O
Nuww = Ny = 0 01 0 (134)
0O 0 0 1

moduan definitzen badugearreferentzia-sistema inertzial guztiefdronela idazten da espazio-
-denborako tarte infinitesimala:

ds® = nudatds” = ny,de de” (1.35)

8Gogoratub. orrialdeko oin-oharra.
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1.5 ARIKETA | Frogatu espazio-denborakie? tartearen aldaezintasuna Minkowskiren metrika-
ren aldaezintasunaren baliokidea dela, hurrengo adienatgn primak kendu daitezkeelako Min-
kowskiren metrikaren indizeetatik:

OxP O0x° "o oz’ 9z
Mt = Ny Moo = 507 g oo M = My Ao = S e (1.36)

Lorentzen {.9) transformazidbereziak ez dirads? aldatu gabe uzten duten guztiak. Argi
dago gauza bera gertatzen dela triedro baten edo denberajbtirria aldatzen bada. Izan ere,
1.7 atalean frogatuko dugun bezala, erreferentzia-sistemdzialen arteko 1.9 transforma-
zioak, translazio tenporalak eta espazialak, biraketaklenboraren eta espazioaren inbertsioak
konbinatuz lortzen diral(35 espazio-denborako tartea aldatu gabe uzten duten trarestm
lineal guztien multzoaRoincaréren taldeadeitzen dena. Hemendik aurrera, talde horretako bat
izango dar* — x* transformazioa etd” = 9z’ /0x” etaA”, = dx*/0x”" matrizeak konstan-
teak (ikusl.7 atala).

1.2.6 Denbora propioa

Partikula (edo erloju) baten unibertso-lertgg o) ekuazio parametriko egokiek emandakoa
izango da, erreferentzia-sistema inertzial bateapafametroa edonolokoa izan daiteke: sistema
inertzialarent denbora, beheko denbora propioa, ...). Unibertso-leriélataz’ + dx* gertaera
hurbilen arteko espazio-denborako tartea

ds* = Nudet de” = —2dt? + dx® = — (02 — V2) dt* < 0 (1.37)

da, sistema inertzialean neurtutako partikularen abadurada,dx = v dt baita eta abiadura
eskalarrgv| < c. Denbora motakoa da masadun partikula baten unibertsosbesta beti dago
bere gertaera guztien etorkizuneko eta iraganeko konoeruéi, 1.6 irudian erakusten den
bezala, zeren unibertso-lerroaren maldaren balio ahsolyty| > 1 baita.

1.6 IRUDIA Masadun partikula baten unibertso-lerroa, hitgeraren argi-konoak et@-ren
aldiuneko pausaguneko erreferentzia-sistema inertziala

Partikula azeleratua bada, ez dago beti geldi ezein eer@iga-sistema inertzialetan, baina
une bakoitzean partikularen abiadurarekin higitzenadiuneko pausaguneko erreferentzia-
-sistema inertzialaaukera daiteke(cr, x*) koordenatuak onartzen dituena. Han une horretan



14 1 Erlatibitate berezia

partikula geldi dagoenez;* = 0 etads* = —c?dr? dugu eta hortik lortzen da partikularen
unibertso-lerroan barrena neurtutako denbora prépioa

dr = Y=95° (1.38)

@

Jakina, denbora propio hori ez da? neurtzeko erabilitako erreferentzia-sistemaren mergeko
absolutuagskalarra da. Ondorioz, hauxe da sistema inertzial batean parténlanibertso-le-
rroan barrena neurtutakid denbora-tarte infinitesimalarekin duen erlazioa:

2
i = —drt = —2 (1= 2\ a? = dt=—T s (1.39)
c? T=v2/c2

Denboraren zabalkuntzaezaguna dugu hau: denbora propioaren tartea beti da mgitzden
sisteman neurtutakoa baino laburragbaekarpen infinitesimal horiek unibertso-lerroan barrena
integratuz lortzen dira denbora propioaren tarte finituak.

1.7 IRUDIA Masadun partikula baten eta fotoi baten unilefesroak,y = =z = 0 planoan.

Masa gabeko partikulen (fotoien) unibertso-lerroak zuzglnak, argi motakoak, dira, haie-
tan barrenals® = 0 baita: ezin defini daiteke horrelako partikulen denborajwa, ez baitaude
geldi ezein erreferentzia-sistematan.

1.3 Zinematika

Eman dezagun masadun partikula baten unibertso-lerrtigydaren denbora propioaz para-
metrizatzen dugula erreferentzia-sistema inertzialdrate (7). Honela definitzen da partikula-

9Batzuetarerlojuen hipotesia deritzo honi: erloju azeleratu batek eta sistema inertziékoek neurtutako
denbora-tarteen arteko erlazioa ez da (zuzenean) azekr@z menpekoa, baizik eta (denboraren zabalkuntzaren
ondorioz) une bakoitzean neurtutako abiadura erlatibofangtzio hutsa. Adibidez, azeleragailuetan egiaztatzen d
behin eta berriro hipotesi hau, partikula azeleratu eo@diboen erdi-bizitza neurtzean.
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renabiadural®:

dz dt dx dx v2\ 2
U“E?: (0575) :/Y(C)V)v VEE) Y= (1_6_2) : (140)

1.6 ARIKETA | Erabili (1.39 emaitza azken berdintza frogatzeko ét88 transformazioak, abia-

dura modu berean transformatzen dela ondorioztatzeko:

! ’ IJ// / H /
ut = Ayt = %u”, ut = Abu = ai,u” . (1.41)
oxY v oY
Oro har, era honetan transformatzen dér= (a°, a', a?, a®) multzo batbektore kontraba-
riantea dela esango dugu:

/ / (9 M/ / a /’L /
a* = A¥a” = * a’, a* = ANa" = i/a” : (1.42)
oxV v oxV
Minkowskiren (.34 metrika erabiliz, hauxe dugu:
N’ = —c*. (1.43)

Jakina, emaitza hau ez da erreferentzia-sistema inenmzralmenpekoa, eskuinaldea aldaezin
erlatibista (eskalar) bat baita.
Azken adierazpenaren ildotik, bi bektoreren artblderkadura eskalarra honela definitzen
da:
N @b’ = —a’t’ + a'b' + a®b* + a®b* = —a’b" + a - b. (1.44)
Gainera,a bektore kontrabariante bakoitzari, honela definitutbk&tore kobariante bat
egokitzen zaio:

a, = Nwa’ = (ag, a1, a2,a3) = (—ao,al,aQ,a?’) = (—ao,a) . (1.45)

1.7 ARIKETA | Egiaztatu biderkadura eskalarra ez dela erreferentgiarsaren menpekoa (ho-

rrexegatik daskalarrg eta hauxe dela bektore kobarianteen transformazioa:

’

ox”

oxH

y Ox”
ay =N a, =

" 9o . (1.46)

a, = AZ,aV/ =
Bektore kobarianteak erabiliz, honela ere kalkula daitglerkadura eskalarra:
Nuwa''b” = a, b’ = afb, = a“lbuf. (1.47)

Ohiko biderkatze eskalarra bezala, hau ere trukakorra,dé,= b,,a*, baina—ohiko espazio
euklidearrekoa ez bezala— ez da definitya,” positiboa, negatiboa zein nulua izan baitaiteke.
Partikularermomentu linealaondoko bektore kontrabariantea da:

dzt E
' =mut = mE — (—,p) ) (1.48)
dr c

non, (L.40 abiaduraren egituraren ondorioz, pausaguneko enengeeeenergia zinetikoaren
baturak’ = m~c* den eta hiru dimentsioko momentu lineal erlatibista: m~ydx/dt.

0askotantetrabektore, tetraabiadura, tetramomentu eta antzeko izenak erabiltzen dira lau dimentsioko es-
pazio-denboran definitutako bektoreak izendatzeko. Gek&obeak, gehienetan, lau dimentsiokoak izango direnez,
ez dugu aurrizki hori erabiliko; baina notazioak argi adz#ko du dimentsioen kopurua: adibidez, lau dimentsioko
abiadurau* da eta hiru dimentsiokoa.
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1.8 ARIKETA | Egiaztatu

me? = —u,pt, pupt = —m?2c? (1.49)
emaitzak eta azkena ondoko aldaezin erlatibista ezagubatiekidea dela:
m2ct = E? — ?p. (1.50)

Fotoi baten kasuan, masa gabekoa depgz; = 0 dugu:p* = (E/c,p) momentua bek-
tore nulua da. Gainera, mekanika kuantikoari esker, bgdaki = c|p| = hv dela, fotoiaren
maiztasunas bada. Fotoiak ez du denbora propiorik eta ezin Hd@ erabili haren abiadura
definitzeko; horren ordez, hauxe dugu:

dx p cp
— = = & = c. 151
VT C|p| E’ [vi=c ( )

(Ohar zaiteay = ¢*p/ E erlazioa masa gabeko eta masadun partikulen kasuetardretila.)
1.9 ARIKETA | Egiaztatu masa gabeko partikulen kasuan, unibertsoaefr@) moduan idazten
bada,o parametro baten funtzioan, hauxe dugula:

dx? dx”
y—— = (. 1.52
iy do do 0 (1.52)

Partikula baten azelerazioa honela definitutako bektosea d

dut d?z*

=
o = — R (1.53)
1.9 probleman frogatuko dugun bezala, abiadura eta azelerariogonalak dira:
uy,a” = 0. (1.54)

1.4 Energia-momentuaren tentsorea

Kontsidera dezagun presio gabeko fluido perfektu bat. Edkartzarik gabeko partikula sorta
baten baliokidea da eta, kosmologifrautsa esaten zaio askotan. Gertaera bakoitze/&)
abiadura-eremua definitzen du hortik une horretan pasdeepartikularen abiadurak. Partikula
horrenaldiuneko pausaguneko sisteman neurtutaesa-dentsitated «) eremu eskalarra da eta
pausaguneko energiaren dentsitatedc?.

|1.10 ARIKETA | Zergatik da eskalarra(z) magnitudea?

HMinkowskik sartu zuen energia-momentuaren tentsorememektiromagnetikoaren kasuan, eta Lauek oro-
kortu zuen kontzeptua eremu guztietara. Einsteinen etaéidanei esker burutu zen atal honetako azterketd |
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ct
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1.8 IRUDIA Hautsaren partikulen eta bolumenaren eboluziod, = dz = 0 planoetan.

Honela definitzen da hautsaren energia-momentuaren teatso
T = putu”. (1.55)
Tentsore kontrabariantea dela esaten dugul (41)-ren ondorioz honela transformatzen baita:

/ /
o 81‘” 81‘V oo

TRV _ = (1.56)
Ageri denez, simetrikoa da tentsore hau? = T"~.
[1.11 ARIKETA | Metrikaren alderantzizkog” eran idazten da:
A = M = 0. (1.57)

Egiaztatuy” tentsore simetriko kontrabariantea dela@té’) = (1. ).

Kontsidera dezagudV* bolumen propioko elementu infinitesimal batean dagoengéner
(aukeratutako sistema inertzialean neurtdd):= (p dV*)vc?. Lorentz eta FitzGeralden uzkur-
duraren ondorioz, sistema inertzialean elementuaremieadl” = dV*/~v denez, energiaren
dentsitate& = dE/dV = py?c? da; baina horixe d&® = py*c* osagaia:

T = energiaren dentsitatea (1.58)

Momentu linealaren dentsitatelp/dV = py*v da eta energiaren korrontda;, = py2c?v:
hau da,dS gainazal infinitesimaletik denbora-unitatean pasatzenaergial - dS da (ikus
1.12problema). Hortaz] " = T = py2cv® denez,

TP = T% = ¢ x momentu linealaren dentsitatearsmsagaia
__energiaren korronteareérosagaia
. .

(1.59)

Arrazoi beragatik, momentu linealarénsagaiaren korronteargrosagaigy?viv’ = T% = T
da. Momentu linealaren denbora-unitateko transfereiziarra denez, hauxe d&’ = 77 ele-
mentua;j ardatzarekiko perpendikularra den gainazal infinitesangal alde negatiboan dagoen
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materiak (eta, oro har, eremuek) alde positiboan dagoemgieean egindako azalera-unitateko
indarraren osagaia. Hortaz, hiru dimentsioksfortzu-tentsorea? da7'. Izan ere, hiru dimen-
tsioko tentsorea dd¢, 2*) — (,2") espazio-transformazioetan hauxe baitugu:

Y &L'il axj/
T = ————T" t'=1). 1.60
T% = T = momentu linealarenhosagaiaren korronteargrosagaia
= esfortzu-tentsoreardf, j) osagaia (1.61)

1.12 ARIKETA | FrogatuT*" tentsore kontrabariantearen etaetab, bektore kobarianteen ar-
tekoT"a,b, kontrakzioa eskalarra dela. Erabili emaitza hori eta aldiuneko pausakmsistema,
ondoko magnitudea pausaguneko energiaren dentsitage& alghtzeko:

Uy, Uy

T =770 = pc2. (1.62)

Cc C
Hautsaren eboluzioa ondoko kontserbazio-legeaandakoa da:
™ =0, (1.63)
non f eremu eskalar, bektorial edo tentsorial bat&rrekiko deribatuak adierazteko hurrengo

notazioa erabili duguti:

_of
fv= pot (1.64)

Hautsaren (edo fluido baten) azelerazioa hauxe da:

dut  Out dz”
— —u” U’ 1.65
dr oxv dr ot ( )

at =
Honekin, hauxe dugu:

™, = (putu”) , = pu u” + (pu”) ,u" = pa" + (pu”) ,u" = 0. (1.66)

)

Baina, (.54 emaitzaren ondorioz, azkenaurreko gaiaren bi batugai@iganalak eta, beraz,
independenteak dira. Izan eré, &6 u,-rekin biderkatzen badal (54 erabiliz,

(pu”), =0 (1.67)

jarraitutasun-ekuazioa lortzen da (iklid 3problema) eta emaitza hal.66 delakoan ordezka-
tuz azelerazioa nulua dela, elkarrekintzarik gabeko k#lgn kasu honetan:

a" = 0. (1.68)

1.4.1 Erradiazioaren energia-momentuaren tentsorea

Eman dezagun fluidoaren partikulak ultraerlatibistak & c) direla eta zorian higitzen dire-
la: edozein norabidetall ~ c|p| energiarekin higitzen diren elkarrekintzarik gabeko igatéen
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1.9 IRUDIA Erradiazioaren partikulen etabolumenaren eboluziog = dz = 0 planoetan.

gas bat da. Ikus dezagun nola idazten den dagokion enemizentuaren tentsorea, aurreko ata-
lekoaren esanahi berdinarekin.

Ikuspuntumakroskopikotikleskribatzeko, elementu infinitesimal bakoitzean dauagtikoi-
la guztiekiko batez bestekoak egin beharko ditugu. Horggetaera bateaslementuaren pau-
saguneko sistemghau da, ikuspuntu makroskopikotik elementu infinitesargeldi dagoeneko
masa-zentroaren sisteman) koordenatuak= (cr, x*) badira, energiaren dentsitatea

e=T" = <,07202> (1.69)
izango da eta momentu linealaren dentsitatea nulua:
TV = 77 = <pvzcvi/> =0. (2.70)
Era berean, zorian higitzen direnéz ;' badira,
T =197 = <p’y2vi,vj,> =0 (1.72)

dugu, baina’ = j’ direnean|v| ~ ¢ erabiliz, hauxe geratzen zaigu:

Fr(v)=3 <(vi,)2> , (1.72)
e ., 1
Ondorioz, sistema horretan
3000
wv' € 01 00
T =310 01 0 (1.74)
0001

12214 liburuan aurkako zeinuarekin definitu genuen esfortaiserea, gainazalaren alde positiboko materialak
egindako indarra erabiliz.

Blkus 1.6 atala.

YL iburu batzueta, f erabiltzen dgf ,, idazteko.
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Gertaera horretan, baina beste erreferentzia-sistem&zialebatean idazteko,1(56) erako
Lorentzen transformazio bat egin behar da:

. 6IE“ 81‘” oo’
- Oz Oz ’
non magnitude guztiak aipaturiko gertaeran kalkulatzeandiBaina kalkulu hori baino erra-

zagoa da aztertzea edozein gertaeratan eta edozein entefarsistematan honela idazten den
adierazpen tentsoriala:

T

(1.75)

Ko,V
i — £ (77“” 4+ ) . (1.76)
3 c2
Azken hau aipaturiko gertaera partikularretan eta pausagusisteman
’ &r’)/ axal
77 = " 1.77
oxt Ox? ( )

da eta (.74 moduan idazten da, han elementuaren abiadtira: (c, 0,0, 0) baita. Baina{.75
eta (L.77) transformazioak alderantzizkoak direnez, pausaguniskensako {.74) adierazpena
eta (L.76 emaitza orokorra baliokideak dira. Izan ere, hemen d@rdbgun estrategia (transfor-
mazio orokorragoetara egokitu ondor2reta3. gaietan erabiliko duguna), hurrengo printzipioan
labur daiteke:

Kobariantziaren printzipioa
Fisikako adierazpen bat erlatibitate berezian (hau dagérentzia-sistema
inertzial guztietan) beteko da (gertaera batean),

1. kobariantea (hau da, tentsoriala) bada eta

2. sistema inertzial partikular batean betetzen bada @ horretan).

Erradiazioaren energia-momentuaren tentsorea, bérag) adierazpen tentsoriala da errefe-
rentzia-sistema inertzial guztietan. Neutrinoekin etsangabeko partikulen limitean (fotoiekin)
erabil daiteke 1.76 energia-momentuaren tentsorea: horrexegatik deitzenezeadiazioaren
energia-momentuaren tentsorea. Erradiazioaren ebaleze( .63 kontserbazio-legearen eran
idazten da interpretazio berdinarekin. (IKug¢4problema.)

1.4.2 Fluido perfektuaren energia-momentuaren tentsorea

Kosmologian erabiliko dugun fluido perfektuaren energi@amentuaren tentsorea idazteko,
p(x) masa-dentsitate propioaz gain, aldiuneko pausagunekosia neurtutakp(z) presio-ere-
mu eskalarra hartu behar da kontuahgertaera baten aldiuneko pausaguneko sistemako koor-
denatuak:* = (cr,x*) badira, energiaren dentsitatea gertaera horrgtdn = pc? da. Fluidoa
gertaera horretan geldi dagoenez, ez dago momentu lieeatentsitaterik/*" = 779 = 0.
Perfektua denez, esfortzua gainazalarekiko perpendikutia eta berdina norabide guztietan
(Pascalen legea)’’’’ = p . Beraz, honela idazten da energia-momentuaren tentserteees
eta koordenatu horietan:

pc2 0 0 0

) 0 pOO

plo’ _

A I S (1.78)
0 00 p
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1.10 IRUDIA Fluido perfektuaren eboluzioa eta presioa pguseko sisteman.

Kobariantziaren printzipioaz baliatuz,
1
" = putu” + p <77“” + —Zu“u"> (1.79)
C

moduan idazten da fluido perfektuaren energia-momentuantsorea edozein sistema inertzia-
letan, adierazpen had./8 modura laburtzen baita pausaguneko sisteman.

Bestelako indarrik ezean, fluidoaren higidura-ekuazlod3 kontserbazio-legear (79 ten-
tsorea ordezkatuz lortzen da.

Fluidoa ez bada erlatibista, hau da, abiadura eta presidaksbadira,|v| < c etap < pc?
dugu eta, ondorioz,

700 _ g0 _ (p 4 %) WOl ~ pevt, (1.81)
T = (p+ L) uivd + p6i ~ pviv’ + poi. (1.82)
2

Hautsaren kasuan (hemen limite ez-erlatibistan) aurlahitgen ekarpenez gain, hidrodinamika
ez-erlatibistan presioari dagokigny”’ esfortzu-tentsorea ikusten dugu azken gaian eta honela
geratzen diral(.63 ekuazioaren osagaiak:

%, =T% +T% =c (% + %’Z) =0, (1.83)
™, =T%+ Tij,j = 85;2;@ + 8pafz;pj + 64 %

— (% + %ﬁé) v+ p <a¥ +vj§;;) +<S”%

p (aa"j 4o g;’]) n 5“‘% —0. (1.84)

Azken ekuazioan erabili dugun lehenengoa jarraitutaswazoa da, masaren kontserbazioa
adierazten duen]4: 5
a—f LV (pv) = 0. (1.85)
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Bestalde {.849) delakoa fluido perfektuen higidura-ekuazioa, Eulerremegioa, daZ14):

ot

Aurreko bi kasuak, hautsa eta erradiazioa, fluido perfektulkasu partikularrak dira, nahikoa
baita (.79 adierazpeneap = 0 etap = pc?/3 = /3 egitea, hurrenez hurren (ikdsl4proble-
ma).

p (8_V + (v- V)V) = —Vp. (1.86)

1.5 Elektrodinamika

Hutsean dagoen eremu elektromagnetikoa aztertuko dubbaatatar®. Erlatibitatean egin
ohi den bezala, cgs unitate-sistema erabiliko dugu. |zanSsistemako adierazpenetgn= ﬁ
etayy, = 1 egin ondorenB eremu magnetikoaren ord&/c jarriz lortzen dira testu honetan
erabiliko ditugun definizioak eta emaitzak.

Tentsore antisimetriko batean bilduko ditugu eremu elleddiren eta magnetikoaren osagai
cartesiarrak:

0 E, E, E,
—-E, 0 B, —-B,
—E, -B, 0 B,
-E, B, —-B, 0

T i — (1.87)

Tentsore hau (batzuetdaxwell izenarekin ezagutzen dena) kontrabariantealdagylegearen
arabera transformatzen baita.
Horrela,u* abiaduraz higitzen denkargaren higidura-ekuazioa hauxe da:

7
W _ € gy, (1.88)
dt c
lzan erey = i eginez, Lorentzen indarrari dagokion higidura-ekuaziatéyista berreskuratzen
dugu,
d
—p:e(EJrsz), (1.89)
dt c
eta;, = 0 osagaia potentziaren baliokidea da:
dp
Ve— =
dt
Jakina, azken emaitza ez da independente89(ekuazioav abiadurarekin biderkatuz lortzen
baita. [zan eref’*” antisimetrikoa denez;*"u,u, = 0 dugu eta (.89 ekuazioak ez ditu hiru
osagai independente baino gehiago.

eE - v. (1.90)

|1.13 ARIKETA | Egiaztatu {.89 eta (1.90 emaitzak.

Minkowskiren metrika erabiltzen bada indize bat jaisteko,

0 E, E, E.
E, 0 B. —-B,
E, —B. 0 B,
E. B, —B, 0

Fr = Froy,, = (1.91)

15Atal honetako emaitzen frogaperiaf] liburuko 3. eta 5. gaietan aurki daitezke, adibidez.
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tentsorea lortzen ddlistoa dela esaten da indize bat kontrabariantea delako eta kedianan-
tea: /
r ox* 0x° p

P, = 57 o Lo (1.92)
|1.14 ARIKETA | Egiaztatu azken transformazio-legea.
Bi indizeak beheratzen badira, tentskobariante antisimetriko bat lortzen da:
0 -BE, —BE, —F.
P = =Fop = mal =nuna P = | g T @)
E. B, —B, 0
Fyy = %% o (1.94)

Erreferentzia-sistema inertzial batean, karga-dem¢sitd.z) bada eta korronte elektrikoaren
dentsitated (), ondoko bektorea da korronte-dentsitatea tentsore-ioata2:

J* = (oc,J). (1.95)

Hau erabiliz, honela idazten dira Maxwellen ekuazioak:

Fur + Forp+ Fauw =0, (1.96)
4

o =T e, (1.97)
’ C

1.15 ARIKETA | Egiaztatu honela berreskuratzen dela Maxwellen ekuaxitwbialak:

10B
Foij + Fijo+ Fioi =0 — VxXxE= T (Faraday-Henry) (1.98)
Froz+Faz1+ F312=0 ~— V-B=0, (monopolorikeza)  (1.99)
; 4
F, =F% 4+ F% = J0 «—s V.E-=4np, (Gauss) (1.100)
: : : -

47

: : ” : 4 1 0E
FY, =F° +F7, =—J vxB= Ty 19
’ ’ ’ C C

——, (Ampére-Maxwell) (1.101)
c Ot

Taulan agertzen ez diren ekuazioak (hala dol@; + Fo: 0 + Fio,0 = 0) identikoki betetzen dira edo
goiko baten baliokideak dira.

|1.16 ARIKETA | Zeintzuk dira"*” , etaF},,,, magnitudeen transformazio-legeak?

Eremu elektromagnetikoaren energia-momentuaren t&as@uxe da:

1 1
T = — (FWF”J - Zn“”FpJF”") , (1.102)

®0har zaitez masa- eta karga-dentsitatea djsedéa o, hurrenez hurren. Gainera, lehenengoa eskalarra da eta
bigarrena bektore baten 0 osagaia: erreferentzia-sistemaenpekoa, beraz.
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| 1.17 ARIKETA | Egiaztatu hauexek direla tentsorearen osagaiak:

1

700 _ E2 L B2 1.103
g (E* +B?), ( )
TV =70 = — (E x B)’, (1.104)
47
L. 1 L L 1 ..
TV — —— (E'EJ 4+ B'BY) + —§% (E? + B2). 1.105
g ( + )+ o (E* + B?) ( )

Ikusten dugunez, (58, (1.59 eta (L.61) adierazpenen esanahi fisiko bera dute osagai hauek:
energia elektromagnetikoaren dentsitéaf€ada, momentu linealaren dentsitat€d/c, energia-
ren korrontea (Poyntingen bektored)” eta Maxwellen tentsio-tentsoré# .

|1.18 ARIKETA | Erabili Maxwellen ekuazioak ondoko emaitza hau frogatzeko

1

TH = ——FW ], (1.106)
C

Karga eta korronterik gabe (uhin elektromagnetiko batesuén, adibidez)[”, = (0 kontser-
bazio-legea geratzen zaigu.

Minusa alde batera utzital 89 eta (L.109 ekuazioen eskuin gaien egiturak berdinak dira
(karga bakarrareau* korrontearen ordez/* eremua dugu hemen) eta gauza bera gertatzen da
interpretazioekin. Ondorioz, fluido perfektu kargatu baéboluzioan kontuan hartu behar da
eremuak duen eragina eta,§3 legearen ordez,

1
Tividoa, = — " Jy = ~Tiw, (1.107)

dugu fluidoarerT} 4., tentsorearen eta eremuargty, ekarpenaren arteko erlazio diferentzia-
la. Horrela, fluido ez-erlatibistaren kasuan, Eulerre®@) ekuazioan, presioari dagokieaVp
indar-dentsitateaz gain, indar elektromagnetikoak edaioa agertuko da

0 1
(8_;, +(v-V)v ) =—-Vp+oE +-J x B. (1.108)
C
Gainera, 7" = Ty 0. + Thw energia-momentuaren tentsargoaerabiliz, honela geratzen da

(1.107 eboluzio-ekuazioa:
™, = 0. (1.109)

Modu honetan idazten dira eboluzio-ekuazioak eremuerneteor, energiaren eta momentu li-
nealaren dentsitateak eta korronteak biltzen dituen exengmentuaren tentsore osoa erabiliz.

1.6 Kontserbazio-legeak®

Ikus dezagun zer dagoeh.63 edo (L.109 egiturako kontserbazio-legeetan eta zergatik dei-
tzen diren horrela. Hasteko, 0 osagaia
ror* or" <68

TOI/ _ :
Yooe Ot + oz’ ot

+V- JE> =0 (1.110)

YGogoratw23. orrialdekol6 oin-oharra.
8|kus, adibidez, {4] liburuko 5. gaia.
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as

1.11 IRUDIA V bolumena inguratzen duehgainazala.

jarraitutasun-ekuazioa da estagainazal finko itxiak inguratzen duén bolumenean integratu
ondoren Gaussen teorema erabiltzen bada,

d
= [ gav+ f Je-dS =0 (1.111)
dt J, g

lortzen da, kanporanzkés elementua erabilid” bolumenean dagoen energiaren deribatua, ener-
giaren kanporanzko fluxuaren kontrakoa da. Beraz, 0 osagaihergiaren kontserbazioa da. Era
berean, osagai espazialetan momentu linealaren osagaitsekbazioa dugu:

d [ dp
dt ), dv

Momentu linealaren deribatua momentuaren fluxuaren kkodrghau da)/ -tik kanpoko bolu-
menean egindako indarraren kontrakoa) da.

dV + jz{ T dS; = 0. (1.112)
S

1.7 Lorentz aldaezintasuna

Azter dezagun espazio-denborako tartea (eta Minkowskienika) aldatu gabe uzten duten
z# — z# transformazio erregul&talderanzgarriak.1(36) baldintz&®,

ozt dx”’
Npo = %%T]uua (1.113)
x*-rekiko deribatuz,
Rzt drv  oxt 92zV
= = 1.114
0= Uoor = M [(%P(%)‘ Ox° * dzr Jzo O ( )
dugu,(p, o, \) aukera guztietarako. Ondorioz,
0= Upov\ + U)\Up - Up)\o
_ [ 2zt Oz N ort  92x” N Pt Oz N
= My OxPOx> Ox°  OxP Ox°0x>  Oxr0xP Ox°
w 2 2, ! o o
ozt 0z o“z# Oz ozt 0%z (1.115)

0> 0x°0xr  OxPOx° Or>  OxP Ox 0x°)

®Hau da, jarraituak eta deribatu partzial jarraituekintT@soan onartuko dugu hau betetzen dela, agian gertaera
berezietan izan ezik.
200har zaitez honek esan nahi duela Minkowskigen metrika bera era tentsore kobariantea dela.
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nw = Ny, denez, laugarren eta bosgarren gaiak aurkakoak dira. Gaua@ertatzen da bigarre-
narekin eta seigarrenarekin, baina lehenengoa eta hiangaberdinak dira:

0
T oo 9 e
() eta(0z”" /0z°) matrizeak alderanzgarriak direnez,

— 0. (1.116)

D
Ox Oxr
geratzen zaigu; baina hau zuzenean integratzen da:

=0 (1.117)

v = A ¥ b, (1.118)

nonb* bektorea eta\”’ matrizea konstanteak diren eta, {13 baldintzaren ondorioz\*" matri-
ze alderanzgarriakL(36) bete behar duen:

N = npoAﬁ AZ . (1119)
|1.19 ARIKETA | Frogatu azken propietatea eta ondokoak:
N 2
(A8 ) > 1, (1.120)
det (Ag’) — 41, (1.121)

(1.1198 transformazioek osatutalonincaréren taldearenazpitaldeen artean ondokoak aipa
daitezke:

Translazioak: A = 5K

Lorentzen taldea bt =0

Lorentzen talde propioa: =0, A >1, det(A) =1

Biraketak: =0, AJ =1, Aj=AV=0, A'=R!
Lorentzen transformazio bereziak | b =0, A* = 1.2problemaren emaitza

(HemenR = (R;'.’)j’,jzl biraketa-matrize batd® - R" =R’ -R =1,detR =1.)
Transformazio bereziak (ikus 2 problema) erreferentzia-sistema inertzialaren aldakiete
gozkie. Triedroen orientazioa aldatzen duten biraketdlitpen bazaie, Lorentzen talde propioa

lortzen da. Espazioaren inbertsioa(= 1, Aj = AY =0, A? = =&, det (A¥) = —1) eta
denboraren inbertsioald{ = —1, Aj = AY =0, A? = &, det (A) = —1) kontuan hartuta,
Lorentzen taldea lortzen da eta translazioak sartzend®dincarérerta

Gai honetako tentsore-notazioari esker, erlatibitate@rentzipioak simetria bat adierazten
duela ikusten dugufisikaren legeak Poincaréren taldearekiko aldaezinak ématibitate bere-
zian Erlatibitate orokorrean simetria askoz handiagoa daadaiirrengo gaiko baliokidetasuna-
ren printzipioaren ondorioz, beti dugu Lorentzen taldki&ekobariantziagertaera bakoitzaren
inguruan Lorentz aldaezintasuna lokala izango.da

21Batzuetan Lorentzen talde ez-homogeneoa deitzen zaiod&éienari eta Lorentzen talde homogeneoa hemen-
go Lorentzen taldeari.
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1.8 Gehiago ikasteko

e Bikien paradoxaren eta Thomas prezesioaren teoria etztagen esperimentalakrosko-
pikoak [204].

e Energia-momentuaren tentsorea eta kontserbazio-le¢glak0. eta 21. gaiakd], 22. gaia;
[14], 8. gaia; [L6], 1.9 atala; P5], 43. or.

e Hidrodinamika erlatibista:14], 139. or.; R5], 47. or.

e Lorentzen eta Poincaréren taldeak3|| 25. or.



28 1 Erlatibitate berezia

1.9 Problemak

1.1 Lorentzen transformazioakNola orokortzen dal(.9) transformazioa(ct, x) = (0,0) ger-
taera(ct;, x{,) bada beste sistemaren koordenatuetan?

1.2 Lorentzen transformazio bereziak Aurkitu (1.9) transformazioari dagokion Lorentzen
A¥ matrizea.

ct

1.3 Bikien paradoxa lrudiko G; etaG, gertaeren arte- Cz
ko espazio-denborako tartea denbora motakoa da. Frogatu
biak lotzen dituzten denbora motako unibertso-lerro guz-
tien artean denbora propioa maximoa dela abiadura kons-
tanteko higidurari dagokionean barrena. Zein da balio mi-
nimoa? Iruzkina egin emaitzari.

Oharra: la-ia kalkulurik gabe aurkitzen da soluzioa. ¢,

1.4 Aldakuntza-printzipioa. Aurreko problemaz balia gaitezke, partikula askearemndbig-
-ekuazioa aldakuntza-printzipio batetik lortzeko:

2
5/ dr = 0.
1

Ekintzaren dimentsioak edukitzeko eta minimoa izatekaduigan barrena,

2
7= —ch/ dr
1

eran definitzen bada ekintza, hauxe da aldakuntza-priatzip

0Z = 0.

2
I:/ Ldt
1

moduan idazteko, zein dalagrangearra denbora neurtzen deneko erreferentzia-sistema iner-
tzialean? Zer gertatzen da abiadura txikiko limitean?

Mekanika klasikoaren

1.5 Doppler efektua Argi-iturri bat v = pc¢ abiaduraz urruntzen ari da detektagailu batetik.
Erabili momentu lineala bektore bat dela, gorriranzkaekunntza hauxe dela ondorioztatzeko:

/1
1+zEﬂ: j,
p 1—5

non iturriaren eta detektagailuaren sistema propioetantutako maiztasunak diren etavp.
Askatu abiadura-ren funtzioan. Zer gertatzen da< 0 denean?
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1.6 Doppler efektua (II). Uhin elektromagnetiko lau ba- p

ten uhin-bektorek da eta uhin-zenbakia = |k| = w/c. o 7/,/ V1
Erlatibitateart” = (k, k) da uhin-bektorea. / ;

(a) Egiaztatuk* bektorea nulua dela eta fotoien momentu g 6

linealap” = hk*.

(b) Iturriaren (detektagailuaren) abiadurga (u5) da eta
iturriaren (detektagailuaren) sisteman neurtutako dimn-
zera\, (\p). Frogatu Doppler efektua honela idazten delag” vp=

Ao kawt opuy

N kaul o poub
(c) Detektagailuaren sisteman iturriaren abiadyrbada eta iturriaren eta fotoiaren abiaduren
arteko angelud, egiaztatu hauxe dugula:

Ao _ (1—ﬂ0089> =(1-4 o
A =7 c ’ 7= c2 )

(d) Nola idazten da Doppler efektda= 0, =/2, 7 kasu partikularretan?

1.7 Doppler efektua (I11). Orain, iturriaren sisteman de-
tektagailuaren abiadurg da eta detektagailuaren eta fo-
toiaren abiaduren arteko angel@laEgiaztatu hauxe dela - - - - - - - - -
Doppler efektua:

Y v w2\ V2

_D:’y<]_——DCOSQ), 75(1——2) . .

Y C C s
Zein da hemengo eta aurreko problemako emaitzen artekos g v1=0
erlazioa?

1.8 Irudiko diskoaw abiadura angeluar konstantez ari da
biratzenO zentro finkoaren inguruar®)-tik « distantzia
berdinera daude | argi-iturri isotropoa eta D detektagailu
lturriaren maiztasun propioa bada, zein da detektagai-
luan neurtutakoa?

1.9 Azelerazioa Aurkitu partikula baten azelerazioaren osagaiak eregtera-sistema inertzial
batean eta frogatu ondoko propietateak:

no_
uya” =0,

Lo %2
a,a” =a -,

non aldiuneko pausaguneko sisteman neurtutako azelardeiem* = d?x* /dt*>.
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1.10° Suziri erlatibista. Suziri erlatibista baten motorrak igortzen duen gasagn (limentsio-
ko) abiadura eskalarra beti da(suziriaren sisteman). Hasieran, denbora propiea( zenean,
Lurraren sisteman geldi zegoen eta suziriaren pausagunagan, zen.r unean masa:(7) da
eta(r, 7 + dr) tartean igorritako gasen pausaguneko masg

(a) ldatzi, (grabitazioa arbuiatuz), momentu linealarentkerbazioaren ekuazkobariantea
(b) Kalkulatu azken horren eta suziriarep abiaduraren arteko kontrakzioay etadm, alda-
keten arteko erlazioa aurkitzeko.

(c) Kalkulatu gasen abiadurareg, u{ karratua ondokoa ondorioztatzeko:

Va7 = ',
m

non puntuak denbora propioarekiko deribatua adierazten.du
(d) Integratu ekuazio hori, higidura zuzenaren kasuargurkitzeko, Lurrean neurtutako (hiru
dimentsioko) abiadura eskalarmralenean.
(e) Zein dav abiaduraren balio maximoa? Noiz lortzen da? Iruzkina egiaitzari.
(f) Zer gertatzen dau(v) erlazioarekin. — ¢ limitean?
(g) Eta abiadura guztiak ez-erlatibistak badira?

1.11* Keplerren problema erlatibista. Azter dezaguv’ = —k/r energia potentzialean higitzen
ari den partikula erlatibistaren higidura laua.

(a) Erabili energiaren eta momentu angeluarraren kordgerdegeak orbitarep(r) ekuazioa
integral baten funtzioan idazteko.

(b) Egin integralean. = 1/r aldagai-aldaketa eta egiaztatu honela idazten dela mehiekua-
zioa, bi kasu desberdinetan:

p
1+ ecosl}ju (v — o)’

r =

L+ ecos i (p — o)

(c) Kalkulatu, kasu eta hurbilketa egokietan, planetemhpéoaren prezesioa erlatibitate bere-
zian.

(d) Aplikatu emaitzak Merkurioren perihelioaren aurreestren kasuan eta erkatu erlatibitate
orokorraren emaitzarekin (ikuis4.2atala).

Oharra: Ondoko helbidean aurki daitezke Merkurioren datuak:

htt p://nssdc. gsfc. nasa. gov/ pl anetary/ factsheet/ nmercuryfact. htm.

1.12 Egiaztatu hautsaren kasudfl gainazal infinitesimaletik denbora-unitatean pasatzen de
energial ; - dS dela,J; = py?c*v bada.

1.13 Ondorioztatu {.67)—(1.68 emaitzetatik {.110 jarraitutasun-ekuazioa, hautsaren kasuan.

1.14 Erradiazioaren energia-momentuaren tentsoreaFrogatu erradiazioaren (/6) energia-
-momentuaren tentsorea, fluido perfektuaren9 tentsorearen moduan idatz daitekeela, batez
besteko energiaren dentsitatea= pc?> moduan idatzi ondorerp = pc?/3 egoera-ekuazioa
erabiltzen badugu.


http://nssdc.gsfc.nasa.gov/planetary/factsheet/mercuryfact.html
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1.15 S’ erreferentzia-sistema3 abiadura konstantez higitzen ari 8asistema inertzialean. Fro-
gatu honela transformatzen direla eremu elektromagretkoosagai paraleloakl(, By || 3)
eta perpendikularraky,, B, 1 3):

Eh:E”, El:’y(EL—I—,@XBL),

B =B, B, =9B.-8xE)),

non Lorentzeny = (1 — 3%)~'/? faktorea erabili den. Idatzi emaitzak era honetan:

2

B =B (8-E)3+78 x B,
2
B’=vB—117<ﬁ-B>ﬁ—vﬂxE.

Iradokizuna Aukeratu ardatzak modu egokian.

1.16 Potentzial elektromagnetikoa® potentzial elektriko eskalarra efapotentzial bektoriala
biltzen dituenA* = (®, A) bektorearen bidez, honela kalkulatzen da eremua:

F,

= A, — A

v T A

(a) Frogatu hortik ohiko erlazioak berreskuratzen direla:

E=-Vd—- - — B=VxA.

(b) Egiaztatu {.96 ekuazioa identikoki betetzen del' guztiekin eta {.97) delakoa ondoko
ekuazioaren soluzioekif

AVE— APV = 4—7TJ“.
14 14 c
(c) Gauge transformaziobatean honela aldatzen da potentziala:
A, — A=A+,

non A eremu eskalarra edonolakoa izan daitekeen. Egiaztatelakortransformazio batek ez
duelaF* eremu elektromagnetikoa aldatzen. Nola idazten da gaagsfarmazioa hiru dimen-
tsioko formalismoan?
(d) Lorenzen gaugean

10P
Y e Ot
dugu eta {.97) delakoa uhin-ekuazio ez-homogeneoa da,

v

+V-A=0,

2 ar = 2 g
c )
honela definitzen den d’Alemberten eragilea erabiliz:

1 0%f 10%f  O*f O*f O*f
Pf=fr =21 o2 = .
F=T% c? ot? VI 2 ot2  0xr  Oyr 022

0% AY

OxPa’

22Al/=#)\ — n,upAu.p/\ _ nup
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(f) Bakarra al da potentzial elektromagnetikoa Lorenzaiggan?
(9) Egiaztatu hutsean, eta Lorenzen gaugeBm* = 0 uhin-ekuazio homogeneoaren soluzioen
artean uhin elektromagnetiko lauak daudela:

A, = C e
nonC,, bektorea konstantea den étauhin-bektorea nulua eta zeharkakoa:
kkt =0,  k,C" = kA" =0.
Zer esan nahi dé* bektorea nulua izateak?

1.17 Levi-Civitaren tentsorea ¢,,,, tentsorea alternatua (hau da, azpiindize bikote bakeizar
kiko antisimetrikoa) da eta erreferentzia-sistema in@rtratearc,,,3 = 1 dugu. Frogatu errefe-
rentzia-sistema inertzigjuztietarhauxe dugula:

1, {0,1,2,3}-ren permutazio bikoitia d&u, v, p, o };
Euvpe = —€P7 = ¢ =1, {0,1,2,3}-ren permutazio bakoitia dgu, v, p, o };
0, bestela

1.18 Tentsore elektromagnetiko dualaHonela definitzen da eremu elektromagnetikoaren dua-
la:

. 1
F. 2

po
Epvpa 7.

Frogatu tentsore kobariantea dela, aurkiy),, *F'*, eta*F'*” eta egiaztatu honela idazten direla

Maxwellen ekuazioak: A
=0, FW, = g,
’ ’ C
1.19 FrogatuB? — E? etaE - B aldaezin erlatibistak (eskalarrak) direla. Zein da eskatgien
balioal.16problemako uhin elektromagnetiko lauen kasuan?

Iradokizuna Kalkulatu F,,, F*" eta*F,, F*".

1.20 Energia-momentuaren tentsore elektromagnetikoaremaztarna. Kalkulatu (L.102 ten-
tsoreareri*, kontrakzioa.

1.21 Energia-baldintza ahula T** energia-momentuaren tentsore batek energia-baldintza ah
la betetzen duela esaten da, denbora motékeektore guztietarako hauxe dugunean:

T" v, >0, (v, 0" <0).

(a) Erabilil.12ariketa, baldintzaren esanahi fisikoa azaltzeko.
(b) Ondorioztatu fluido perfektu bateh.79 energia-momentuaren tentsoreak baldintza hau be-
tetzen duenean, ondokoa ere betetzen dela:

p>0.

(c) Jarraitutasunaren ondorioz, baldintza hori denbortakaobektore guztietarako betetzen ba-
da, bektore nuluekin ere bete behar da. Erabili hori, fluiddgktuaren kasuan honako hau ere
betetzen dela ondorioztatzeko:

pc® +p > 0.
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1.22 Eremu eskalarra Kontsidera dezagun espazio-denboran definitutako eremu eskala-
rra. Dagozkion lagrangearra eta energia-momentuaresoiesat hauexek dira:

L= 620"~ V(9),
TMV = ¢,M¢,V = Nuv [%¢,A¢7>\ + V(gb)} :

(a) Idatzi eboluzio-ekuazioa, Euler eta Lagrangeren ekaazaliatuz:

0 oL L

9000, 06

2

(b) Egiaztatu Klein eta Gordonen ekuazioa berreskurateénit ¢) = %m;; ¢ denean.

(c) Frogatu, eboluzio-ekuazioaren ondoridz;,, = 0 kontserbazio-legea betetzen dela.

(d) Eman dezagun{, gertaera bakoitzeko;(x¢) = 0 baldintzak betetzen direneko erreferentzia-
-sistema inertzial bat existitzen dela. Egiaztatu, azkkemdo perfektu baten aldiuneko pausagu-
neko sistematzat interpretatzen bada, goiko energia-miaeen tentsorea fluido perfektuarena

dela, aurkitu behar dituzun dentsitate eta presio projoek
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2. GAIA

Baliokidetasunaren printzipioa

Geometria diferentzialaren tresnen beharra justifikatzb&liokidetasunaren printzipioa eta
erlatibitate berezia erabiliko dira gai honetan. Biak daedatibitate orokorraren oinarrian eta
nahikoak dira esperimentuetan egiaztatu diren ondorixofiserriak aurkitzeko.

2.1 EOtvosen esperimentua

Newtonen fisikan hiru leku desberdinetan agertzen da nradar 0soaren eta azelerazioaren
arteko proportzionaltasun-konstantetzat Newtonen kegdegean eta bi aldiz grabitazio uniber-
tsalaren legean. Izan ere, Lurraren eremu grabitatoricateen ari den partikula baten higidu-
ra-ekuazioa honela idatz daiteke:

2.1)

LurrarenM, masamasa grabitatorio aktiboa dela esan dezakegu, erakarpenaren jatorrian bai-
tago. Bestalde, partikularen bi masa idatzi ditugu: byategetik datorrem:; masa inertziala
eta grabitazio unibertsalaren legean agertzendgmasa grabitatorio pasibog erakarpena
pairatzen duena. Hemen ez gara masa grabitatorio aktivdaratuko (geroago ikusiko dugu
nola sortzen duten grabitazioa masak eta energiak) etaitzako, masa grabitatorio pasiboa-
ri masa grabitatorioa esango diogu. Azken hau eta ineatpidportzionalak direla (eta, beraz,
berdinak unitateak ondo aukeratzen badira) suposatu Neemonek eta ondorengo fisikariek
(eta badago, nolabait, Galileoren esperimentuetan)a@swa partikularen izaeraren menpekoa,
masa (inertzial) osoaren proportzionala baizik.

Hipotesi hau egiaztatzeko E6tvosek bihurdura-balantzarahili zuen 1885etik aurrera. La-
borategia guztiz inertziala ez denez, partikula geldi ba@ratutako indar zentrifugoa hartu
behar da kontuan indar osoan:

X — miw X (W X X), (2.2)

nonw abiadura angeluarra Lurrarena den eta partikularposizio-bektorea Lurraren zentrotik
neurtua. Izaera desberdineketa2 partikulenm; /mq zatidurak ez badira guztiz berdinak, paira-
tzen dituzter¥'; etaF, indar osoak ez dira guztiz paraleloak izango, haien artefogelu txikia
ondoko adierazpenak emandakoa izango baita:

[F1 x Fy]  (wxx)(w-x)[x]|
i G M,

Moj myi | sin A COS A | Mg mii

o~ sino = )

(2.3)

35
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non \ angelua laborategiaren latitudea den (iRuseta2.2 problemak). E6tvosek aurkitu zuen,
oso zehaztasun handiz; /mgy zatidura berdina dela zenbait materialetan eta handik huaa
terial gehiagorekin, bestelako esperimentuetan etasioitaandiagoekin egiaztatu da emaitza
bera. Adibidez?2.1irudian laburtzen dira emaitza batzuOf], erorketa askean ari diren izaera
desberdineko bi gorputzen azelerazioen arteko difer@ptaportzionala neurtzen du&dtvos
zatidura erabiliz:

Mg _ T2
_ 5|01 — G2 myj Mo
ay + ag -9,
myi moj
T 1 T T T T T
-8 |- ]
10 Eotvos
Renner
10-9 l Erorketa askea -
107101 _
Boulder
Yl
Princeton Eot—Wash
1011 _
10-12F MOT{U Ei)'tIWash B
10713 l _
L1 ! ! ! ! !
o Yo Yo Yo Yo. < 2 <
9, YO ¥0 X9, YO, YO ) 0,
D 0% G o % % %

2.1 IRUDIA Baliokidetasunaren printzipio ahularen egagn esperimentalak(q.

Baliokidetasunaren printzipio ahula
Masa inertzialaren eta grabitatorioaren arteko erlazioa éa gorputzaren
izaeraren edo barne-egituraren menpekoa

Postulatu honen ondorioz, bestelako indarrik pairatzeduen gorputz baten ibilbidea ere-
mu grabitatorio batean ez da gorputzaren izaeraren meapkkorexegatilerorketa askearen
unibertsalitatea deitzen zaio batzuetan printzipio honi.

2.2 Higidura hiperbolikoa

Kontsidera dezagun igogailu idealizatu batean geldi dadmhatzaile bat, Lurraren ere-
mu grabitatorioan. Soka apurtzean, oztoporik gabe ermtiada Lurraren eremu grabitatorioan,
behatzaileak ez du pairatuko zoruak eragindako erreakata eskuan dituen giltzak askatzen
baditu, ez dira beherantz abiatuko (areago, beheranzlempkwa ematen digun orekaren zen-
tzumena galduko du behatzaileak). Grabitaterik gabekorédbgi batean bezala gertatuko dira
gauzak (hurbilketa on batean bakartik5.2atalean ikusiko dugunez).
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Alderantziz, gorputz guztietatik oso urrun badago, ighgai ez da benetako erakarpen gra-
bitatoriorik pairatuko; baing i azelerazio propio konstantez higitzen bada,i eremu grabita-
torio artifiziala pairatuko du (geroago frogatuko dugureglgtibitatean ez da guztiz homogeneoa
izango).

Azter dezagun behatzaile azeleratu horren higidura. Az&ile propioa pausaguneko siste-
ma inertzialean neurtutakoa denez, honela idazten dirdurerekuazioak eta bete behar diren
loturak (gogoratu..9 problema) erreferentzia-sistema inertzialean:

du® du!
0o_ 4w 1_ 2% 2.5
¢ dr’ “ dr’ (2:5)
a,at = — (a0)2 + (a1)2 = g7 (2.6)
uut = — (uo)2 + (u1)2 = —¢, 2.7)
u,a” = —u’a’ +u'a' = 0. (2.8)
Hemendik lortzen diren ekuazio diferentzialak (ikli8 problema),

du® g du g ,
- _J — 7 2.9
dr ¢’ dr e (2.9)

erraz ebazten dira. Sistema inertzialean behatzaileazgpglden unean aukeratzen badira sistema
inertzialean neurtutako denboraren eta behatzailearebod& propioaren jatorriak —hau da,
t =1 = 0 egiten dau* = (¢, 0,0,0) denean—, honela idazten da soluzioa (ikRusproblema):

u’ = ccosh g—T, u! = esinh g—T, (2.10)
c c
2 2
ct = < sinh g—T, =S cosh 2 + 0. (2.11)
9 c 9 c

Azken ekuazioetatik ezabatuz, Minkowskiren diagraman unibertso-lerroa Inipleradar baten
modura marraztu behar dela ikusten dugu:

C4

(x —20)° — (ct)? = —- (2.12)
9
Jatorriaren translazio baten bidez beti lor daiteke= 0 izatea, hemendik aurrera egingo dugun
bezala. Horixe egin da.2irudian behatzailearen unibertso-lerroa (kurba lodiajrazeko.

2.1 ARIKETA | Egiaztatu hauexek direla behatzaile azeleratuaren atsiatiu L orentzen faktorea:

v = ctanh ﬂ, v = cosh 9T, (2.13)
¢ c

2.3 Rindlerren metrika

Eman dezagun, orain, behatzaile azeleratuak bere inggerkaerak deskribatzeko koorde-
natu-sistema bat eratzen duela. Bere denbora propioagzdngdenbora;’ = 7, eta koordenatu
espazialak, une bakoitzean, pausaguneko sistemakognaisertzialeko ardatzekiko parale-
loa den triedro cartesiar batean neurtuakl® emaitzen ondorioz, koordenatu-sistema honen
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ct
AN //  Behatzailea
N
AN
AN
AN
G / x
=
© \
/
4 ] T:ktea.
/ W
) ® y
/ N %

2.2 IRUDIA Behatzaile azeleratuaren higidura hiperbaiko

eta behatzaile inertzialarenaren arteko erlazioa Loeenfz 119 transformazio egokia izango
da:

ct = crcosh 2 + o/ sinh - + V(7), (2.14)
c c

2 =2 cosh 2L+ ersinh 27 4 ot (1), (2.15)
c c

non, .13 erabili ondoren, esplizituki adierazi dugun transforinaz unearen menpekoa dela.
Triedroaren jatorria behatzailea dagoen puntuan aukerdtaday’ = 0 izango da(t, x) koor-
denatuak Z.11) adierazpenek emandakoak direnean. Baldintza hauetasik ortzen da* (1)
eta, azken haw?(14—(2.19 ekuazioetan ordezkatuz, hauxe dugu (esan bezata,0 aukeratzen
da: ikus2.3 problema)):

2

ct = (:c' + C—) sinh g, (2.16)
g c
2

T = (:1:' + C—) cosh 27, (2.17)
g c

Transformazio hauekin honela geratzen zaigu Minkowskinetrika (ikus 2.3 problema):

N 2
ds? = =2 dt* + do* + dy* + dz* = — (1 + %) Adr? + da”? + dy’* + d2”. (2.18)
c

2.3.1 Denbora propioa

2.2irudiko jatorritik irteten direnct = tanh £~ x zuzenerdietan daude behatzaile azeleratua-
ren ikuspuntutik aldiberekoak diren gertaerak= konstantea) eta® — (ct)? = (2/ + ¢%/g)?

1Oniturari jarraituz, espazio-denborako tarteari erezeégitdiogu «metrika.
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lerro hiperbolikoetan’ posizio konstantekoak. Azken hauek geldi daude behaszartekoorde-
natu-sisteman, baina horrek ez du esan nahi haien denbap®ak berdinak direnik. 1zan ere,
honela kalkulatzen dira azkenak:

Nawre

C

dr(z') =

gz’

= (1 + —2) dr, dr = dr(0). (2.19)
dx'=dy’'=dz'=0 ¢
Ikusten dugunez, denbora propiogkaltuerarenmenpekoak dira: bakarrik neurtzen dute mo-
du berean denbora propi@dtuera berdinean dauden behatzaileek. Beherago dauden erlojuak
astiroago dabiltzala ematen du aditzera emaitza hdh8latalean zehaztuko dugu susmo hori,
gorriranzko lerrakuntza grabitatorioa aztertzean.

Gainera, 2.19 emaitzaren ondorioZx’, v/, ') puntu finkoetan neurtutako eremu grabita-
torio artifizialag/(1 + ga'/c?) izango da: fisika newtondarrean ez bezala, ez da homogeneoa,
garaierarekin txikituz baitoa (ikua5problema).

2.3.2 Horizonteak

Ez dugu zehaztu nola eraikitzen duen behatzaile azelérg§pubg—(2.17) ekuazioek defi-
nitutako koordenatu-sistema: agian, argia erabil ahalrldguak sinkronizatzeko, sistema iner-
tzialetan egin daitekeen bezala. Edozein kasutan;’, v, ') koordenatu-sistemak ez du es-
taltzen Minkowskiren espazio-denbora ostman ere,2.2 irudian lau eskualde marraztu dira:
A={x>|ct|}, B={ct > |z|}, C = {x < —|ct|} etaD = {ct < —|x|} eta bakarrik marraztu
dugu koordenatu-sare bertigeskualdean.

C-ra hedatzen badugu, + ¢*/¢ balio negatiboetara, gauza bitxiak gertatzen dira: jetorr
haraindi~ konstanteko zuzenen ordena tenporala alderantzikatanedda:¢; > ¢, dugu da-
gozkien balioakr; < 7, direnean. Bestalde; konstanteko lerroek ez dute inoiz zeharkatzen
ct = +x argi-konoa eta ez dira luzatzéhetaD eskualdeetara. Gainera, ezin da seinalerik bidali
A-tik C-ra edoC-tik A-ra, erlazio kausalik gabeko eskualdeak baitira (ikudyiddiz,G-gertae-
ratik bidalitako argi-izpiaren unibertso-lerroa). Betaile azeleratuak ez du inofz eskualdeko
gertaeren berririk eta ez du inola eragiten haien gaierntgaizonteak agertzen dira. Iraganeko
horizonteact = —x da, behatzaileak ez baitu inolako eraginik azpian dagoen —z eskual-
dean. Etorkizuneko horizontea = x da, gainean daudeft > x gertaerek ez baitute inolako
eraginik behatzailearengan eta honek ez du inoiz haiemrikegertaera-horizonteadela esaten
da. Behatzailearen higidurak sortzen ditu horizonte habelna erlatibitate orokorrean beste-
lako fenomenoek (hala nola kolapso grabitatorioak edoartsbaren hedapenak) sor ditzakete
horizonteak.

Rindlerren(cr, 2’, 3/, 2’) koordenatuek bakarrik deskribatzen dute Minkowskiren espazio-
-denborakoA eskualdea eta Minkowski osoa estaltzeko bestelako koatdak erabili behar
dira. Antzeko gauza bat gertatzen da batzuetan erlagtakorrean: Einsteinen ekuazioen so-
luzio bat adierazteko erabilitako koordenatuak, tramstmio baten bidez, espazio-denbora za-
balago batera heda daitezke zenbait kasutan (horixe edumeb.6 eta5.7 ataletan).

Nahiz eta behatzaile inertzialentzat espazioa guztizikhatgpon, Unruh efektuaren arabera,
teoriak aurresaten du bainu termiko kuantiko batean dagoairtuko duela behatzaile azelera-
tuak. Bainuaren tenperatura honela idazten da, Boltznmehikenstanteaz baliatuz():

_ Ny
- 2rek’

2Batzuetant = 2’ + ¢%/g aukeratzen da’-ren ordez, adierazpen batzuk laburtzeko. Aukera horrekia 0
behatzailea = —c?/g altuerandago.

(2.20)
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2.3.3 Metrika

Honela idazten da2(18 adierazpeneko espazio-denborako tartea sistema eledni eta
eremu grabitatorio artifiziala pairatzen duen behatzkigzabilitako koordenatuetan:

—(1+g2'/)? 0
0 1
0 0
0 0

ds? =y, de" dz” = g,,(2') dat da”’, g (2)) =

0
(1] (2.21)
0

_ o O O

Grabitazio artifizialak erlojuetan eta erregeletan duegiea deskribatzeko behar dugyp me-
trika, Minkowskirena ez bezala, posizioaren menpekoa der Qaitezbi koordenatu-sistemen
arteko (2.16)—(2.17) transformazioa ez dela Lorentzengfarmazio baflineala ere ez da).

Grabitazio artifiziala deskribatzekb = gz’ potentzial grabitatorioaren funtzioa dgp me-
trika erabili dugu hemen; era bereargmu grabitatorioa deskribatzeko, potentzial grabitato
rioen bilduma den metrika bat erabiliko dubeta, oro har, denboraren eta espazioaren funtzioa
izango da: Riemannen geometriaren laguntza beharko dugu.

Minkowskiren koordenatuetan inertzialak diren behaezdd| erortzen ari dira Rindlerren
koordenatuetan, grabitazio artifizialaren ondorioz (iRusproblema). Pentsa genezake, eremu
grabitatorio orokorren kasuan ere! — z* transformazio ez-lineal egoki baten bidez lortuta-
ko koordenatuetan inertzialak izango liratekeela erarkeskean higitzen ari diren behatzaileak.
Oro har, ez dago eremu grabitatorioa guztiz desagerrardatn transformaziorik: ezin da Min-
kowskiren metrika berreskuratu puntu guztietan, azpiagoda geometria, Minkowskirena ez
bezala, kurbatua baita. Alabainakalki, edozein gertaeratik hurbil, grabitazioa desagertu Bgite
da erortzen ari den sisteman. Hauxe dugu erlatibitateaooraien lehen printzipidabatzuetan
baliokidetasunaren printzipio sendoadeitzen dena):

Baliokidetasunaren printzipioa
1. Baliokidetasunaren printzipio ahula betetzen da.

2. Edozein esperimentu ez-grabitazionalaren emaitzaketa askean ari
den erreferentzia-sistema lokalaren abiaduraren indeleeea dal( o-
rentz aldaezintasun lokala).

3. Esperimentu ez-grabitazionalen emaitzak ez dira utsb&o puntua-
ren eta unearen menpekogloéizioarekiko aldaezintasun lokala).

Lorentzen aldaezintasun lokalaren ondoripyketa askeahari diren erreferentzia-sistema
inertzial lokaletan fisika lokal ez-grabitatorioa erlatibitate bereziarena:@deken teoria honetan
oinarritzen da erlatibitate orokorra, eremu grabitatetaoa hedatzeko. Erreferentzia-sistema ho-
rretan oztoporik gabe erortzen ari diren gorputzen ibébklzuzenak izango ditakalki. Behin
eta berriro erabili dugun azken aditzondoa zehaztu beldalgeroago; aski izan bedi, oraingoz,
gorputz horien ibilbideak espazio-denborako geodesikpakgo direla esatea. Posizioarekiko

31912an hasi zen Einstein horrela egiten (Marcel Grossnmalagintzarekin), 1915ean erlatibitate orokorrean
amaituko ziren lanetan.

41907an hasi zen Einstein printzipio honetaz baliatzerpitazioaren teoria berria eraikitzeko.

SUnibertsoko materia urrunarekiko ez dela biratzen ere sapdoehar da, Machen printzipioaren ondorioz.
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aldaezintasun lokalaren ondorioz, hidrogenoaren espaietn lerroen egitura berbera da gaur
laborategian eta orain dela hamar mila miloi urte quasarmubatean sortutako argian (azken
kasuan, teleskopioan espektroa aztertzean, geroagtuémtdugun gorriranzko lerrakuntza gra-

bitatorioa hartu behar da kontuan).

T 1 T 1 T T T T T T T
-2 -Michelson—Morle —
10 v JPL 10-1 found—Rebkz%_ Pulsarra
l Joos l l T LT
T I H
-6 | l . DA i ! v v
10 Zentrifugatzailea V v T GLN -
1072 | T
Y l 1Y
107101 Brillet—Hall - S
_3 |Pound—Snider aturn
1o~ Hughes—Drever N & H-maserra
4 T GLN
NIST 10 — |
10718 _ Y
Harvard T -
Washington 10-5 || | Erlojuak | Eguzkitiko espektroa
10-22F l . _ v
[ [ | | | | | | |
2g ol Yo Yo. Yo 2 S 75 2o 25 7 2,
D% % o % % % © % % %

2.3 IRUDIA Baliokidetasunaren printzipioaren egiaztapsperimentalakq0Q.

2.3irudian laburtzen dira (ezkerrean) Lorentz aldaezintdskalaren eta (eskuinean) posi-
zioarekiko aldaezintasun lokalaren egiaztapen espetatan200. Lehenengoen kasuan elek-
trodinamikaren aldaezintasuna egiaztatzen da, itzeléakasunarekin, etd = /¢ — 1 para-
metroak neurtzen du, zenbait baldintza desberdinetantutakio argiarem, abiadura eta sistema
inertzialetaka:-ren arteko diferentzia. Bigarren motako esperimentugtainranzko lerrakuntza
grabitatorioa neurtzen da (ikus8 atala), zenbait era desberdinetan, eta z,/z — 1 para-
metroak neurtzen du erlatibitate orokorrak emandake A)/\ lerrakuntzaren eta neurtutako
zp-ren arteko diferentzia. Irudi horretan «GLN» jarri da Bogren arteko gorriranzko lerrakuntza
nulua egiaztatzeko egindako esperimentuetan.

Baliokidetasunaren printzipio soilaz baliatuz ondorikbsk lortzen dira. Adibidez, sistema
inertzial lokalean erlatibitate berezia betetzen denegiaeen ibilbidea zuzena izango da han;
baina sistema lokala erortzen ari denez, beste sistemadbarte(Eguzkiaren azalean, adibidez)
ibilbide hori kurbatua izango da. Ondorio kualitatibo hawaktitatibo bihurtzeko fisika gehiago
behar dugu (ikus.3.2atala); bain&.8ataleko gorriranzko lerrakuntza grabitatorioa kalkugatz
nahikoa izango da matematika apur bat eta baliokidetasomaintzipioa.

2.4 Metrika

Aukera ditzagun gertaera bat eta bertan erorketa askeaemsistema inertzial lokal bat.
Azken honetan koordenatuakpordenatu inertzial lokalak, X* dira eta bestelako koordena-
tuak X# — z* transformazio orokorren bidez lortzen dira. Transforrndmriek edonolakoak
izan daitezke, bakarrik eskatzen da erregularrak etaaidgarriak izateko (denak baitira koor-
denatu-sistemak):

oz )3
w,v=0

oxr OXH*
det (8X”

(2.22)

0,

OXH Oxv v
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" koordenatuak, nolanahikoak izan daitezke: laborategéabdra eta koordenatu cartesiarrak
edo denbora eta koordenatu polarrak edo sistema azelata@nneurtzen direnak. . .

Sistema lokalean Minkowskiren metrika derfakoordenatuetan idazten bada, honela gera-
tzen da espazio-denborako tartegaturiko gertaeran

0XP0X°
2 P o __ nw v
ds” =1, dX?dX7 =1,, Dok O dx* dz”. (2.23)
Beraz,tentsore metrikoa
0XP 0X°
Juw = Guu = %W”pa (224)

eran definitzen bada, hauxe dugu espazio-denborako ele#ent
ds® = g, da" da”. (2.25)
Gertaeraren menpekoa den tentsore-eremu simetrikoari&otea eta alderanzgarria da44)

metrika eta dagokion alderantzizko metrika kontrabaearonako hau:

ozt ox¥
v __, po v V7
g =n" X7 OX " guxn = 0Y. (2.26)

2.2 ARIKETA | Egiaztatu 2.26 formulakog"” tentsorea metrikaren alderantzizkoa dela. Frogatu

honela transformatzen dela tentsore metrikta—» 2 transformazio erregular alderanzgamko-
3 .
rretan (g = det (g#”>,u,u:() £ 0):

oxP 0x°

Ju'v = ngpm (2.27)
ghv = %f; ‘;%gpa. (2.28)

Iradokizuna Gogoratu , ,
LI i .29

Azpimarratu behar daemendik aurrera koordenatuen transformazio orokorreki@bariantzia
kontsideratzen duguleta ez bakarrik Poincaréren transformazio linealekikcakiaintzia.

Partikula baterdenbora propioa unibertso-lerroan barrena definitzeko, baliokidetasemar
printzipioaz balia gaitezke. Sistema inertzial lokalean dr? = ds* denez, hauxe dugu, uniber-
tso-lerroan barrena2 (25 emaitzaren ondorioz:

1 1
dr = 2/ AKX = =g . (2.30)

2.5 Konexioa

Eman dezagun masadun partikubmt oztoporik gabe erortzen ari dela eremu grabitatorio
batean. Erreferentzia-sistema inertzial lokalean al&@konstantez higitzen &a
d*Xr
dr?

= 0. (2.31)

6Gogoratu38 orrialdekol oin-oharra.

’«Partikula» izena erabiltzen duguneamba-partikula dela esan nahi dugu, hau da, berak sortutako eremu
grabitatorioa arbuiatzen dugula: beste gorputzek (etawe&) sortutako eremu grabitatorioan higitzen da.

82.5.2atalean zehaztuko dugu baieztapen hau.
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Bestelako koordenatuetan honela geratzen da higidurazekbau (ikug2.5.2atala):

(2.32)

O—i OXPdxt\ 8Xpd2:c”+ *XP dxt dx”
Cdr \ Ozt dr ) Oxr dr?  QxrOx¥ dr dr

Emaitza hau alderantzizkax* /0X” matrizearekin biderkatuz, erorketa askean partikularen h
gidura-ekuaziogeodesikoen ekuaziodela ikusten dugu:

d?z? dxt dx¥ dxt dx¥
r = y——=—c]. 2.33
dr? Bdr dr ’ (g“ dr dr ¢ ) ( )
Hemen £.30 emaitza eta ondoko notazioa erabili ditugu:
or* 92Xr
A A
=1, = 5X7 D (2.34)

Masa gabeko partikulen kasuan ere, erorketa askean arirdgarentzia-sistema lokalean
abiadura konstantea da, baina orain ezin erabil daitekibadarpropioa, unibertso-lerro nulue-
tands? = 0 baita. Horren ordez = X° eta goiko metodoa erabil daitezke geodesiko nuluen
ekuazioa lortzeko:

= —_— = 2.35
do do ( )

do? Wdo do

P dat dr dat da”
% x dztdz” (gwx:c 0).

2.5.1 Metrika eta konexio&

Konexioa (eta geodesikoen ekuazioa) kalkulatzeko ez dartestkoa koordenatu inertzial lo-
kalak ezagutzea; nahikoa da metrika koordenatu-sistentetean edukitzea (Einsteinen ekua-
zioak koordenatu horietan ebaztean lortu dugulako, aei#)id2.34) definizioad X /0x*-rekin
biderkatuz X* koordenatuek bete behar dituzten ekuazio diferentzialdiken dira:

=T . 2.36
oxHox H QA ( )
Hortaz, honela idazten dir@.24) metrikaren deribatuak:
_PXr 9X° aXP 9°X°
Ji X =107 3 100> O oo Oxk dxvdx?
B , 0XPOoX° , 0XPOX°
e e g T G e
= gval'ix + Gual Dy (2.37)

Orain, g, etal“jw magnitudeak azpiindizeekiko simetrikoak direnez,

1
Lo = ) (Yo + Govs = Guuwp) (2.38)
1 « « « « « «
= 5 (guarpy + nglF/ﬂ/ _'_ gl/OleM + gPOlFVM - gVOlFMp - g,ual—‘yp)
= Gpal%,. (2.39)

9Atal honetako frogapena ez da osoa, baina emaitza zuzeitadd25] liburuko 74. or.
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I, koefizienteakehen motako Christoffelen ikurrak deitzen dira etg T, = I}, kontrak-
zioak,bigarren motako Christoffelen ikurrak edokonexio-koefizienteakedokonexioat®:

1
F;);z/ = ig)\p (gp,u,u + G — g,uu,p) . (240)

2.5.2 Erreferentzia-sistema inertzial lokala

Koordenatu inertzial lokaletik koordenatu orokortuet@@n gara aurreko ataletan, baina al-
derantziz ere egin daiteke* koordenatu orokorretatik hasita;* koordenatu inertzial lokalak
lortzeko. I1zan ere(; = xf; gertaeraren inguruan eraiki nahi baditugu azkenk= X (z,) eta
Bj, = 0X° /0xz"(x) konstanteak aukeratu ondored,36) erlaziotik

9*X°
OxtoxY

lortzen da eta aipaturiko erlazioaren deribatuetatikgoharen Taylorren garapeneko beste koe-
fiziente guztiak:

(o) =T, (w0) BY (2.41)

1
X7 = A% By (2 — af) + S BT (o) (2 — a) (2" =) + -+ (2.42)

Ez da harritzekoa hemetf etaB;] integrazio-konstanteak agertzed? koordenatuak iner-
tzial lokalak badira, Poincaréren transformazio bateedbldrtutaka” + A5 X* guztiak ere koor-
denatu inertzial lokalak izango dira. Izan ef€,edonolakoa izan daiteke, bairtaZ4) ekuaziotik
lortzen den

Guv(20) = Noo BBy (2.43)

baldintzetako ezkerreko gaiak finkoak direnez, geratzeredkatasun®;, — A7 B/, Lorentzen
transformazioena da (gogoratu119 propietatea).

Aitortu behar da, matematika minimo batera laburtzeko ugith guztiz zehaztu zer den ba-
liokidetasunaren printzipioak bermatzen duen erreferargistema inertzial lokald,orentzen
sistema lokalaere deitzen dena. Erlatibitate bereziaren sistema ia¢globalen antzekoena da
nahi dena. Horrelay{, gertaeraren inguruko sistema inertzial lokala, ondokietateak bete-
tzen dituen edozein koordenatu-sistema izango da:

guu(l‘O) = Nuvs guu,)\(xO) = Oa PZ\]/(‘/EO) = 0. (244)

Ageri denez, azken bi propietateak baliokideak dira @@&probleman frogatuko dugun bezala,
(2.42 ekuazioek definitutako koordenatuek 44 baldintzak betetzen dituzte. Oro har, espa
zio-denbora kurbatua izango denez, ezin da eskatu meinkaigarren deribatuak ere nuluak
izateko gertaera horretan (ikus, adibidelg][liburuko 139. or.). Horrek esan nahi d@.B81)
higidura-ekuazioa bakarrik betetzen dela zehaztasunagspantuan. 1zan ere, baliokidetasuna-
ren printzipioaren ondoriotzat onartuko ditug@4) baldintzak, inplizituki erabili dira aurreko
kalkuluetan, (ikus25] liburuko 74. or.). Edozein kasutan, lortutako emaitzakatamola 2.33),
(2.29, (2.3 eta @.40— erlatibitate orokorraren oinarrian daude (ikus, ad#zidl] liburuko

2. gaia).

°Testuinguruaren arabekanexio afina konexio lineala, edoRiemannen konexioadeitzen zaio konexio honi

pv

eta, batzuetar{u)‘y} =T notazioa erabiltzen dguv, \] = I'»,., ere aurki daiteke batzuetan.
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Nahikoa da konexioa koordenatu inertzial lokalak eratzefeohauetan ez dago eremu gra-
bitatoriorik. Hortaz, badirudi grabitazioaren eraginauruzko informazio osoa metrikan eta ko-
nexioan dagoela. Hala dela ikusiko dugu hurrengo orridtaan ere, partikularen azelerazioa
geodesikoenq.33 ekuazioak emandakoa denez, eremu grabitatorioarenaitdkb ordezkoa
da konexioa eta, azken hau metrikaren deribatuen konbirestidenez, metrikaren koefizien-
teek potentzial grabitatorioa orokortzen dute.

2.6 Geodesikoak eta denbora propioa
Ikus dezagun zergatik erabili dugun «geodesiko» izenketaaskean ari den partikula ba-
ten higidura-ekuazioan. Horretarako4 problemako aldakuntza-printzipioa orokortuko dugu.

Unibertso-lerro bakoitzeko puntuak deskribatzekparametro bat aukeratzen badugu, hauxe
daG, = 7/ etaG, = x4, gertaeren arteko denbora propioa:

2 1 2 1 o2 dx?
r= [ [ g =L [ i, (w2 %) @
o1

Orainz* (o, ) etaz* (o) mutur finkoak lotzen dituzten” (o) kurba matematiko guztiak kontsi-
deratzen badirdl funtzionala egonkorraizango da,

5T =0 (2.46)

baldintzaren baliokideak diren Euler eta Lagrangeren skaét betetzen badir&4):
0= —"—" — — L=

“do Ot i’ V =G VU, (2.47)

1{d /1 1
= = =gut” ) = == gus00? 2.4
0 C2 |fi0' <Lg/wv ) ZLQQB,MU v :| ) ( 8)

d oL 0L 1
c

1d /1 dx? 1 dz® dxP
0=——(=9u — o ) 2.49
Ldo (Lg“ da) 2029 4y do (2.49)
Baina, higiduranir = L do denez,
df 1 df
Y _ - 2.50
dr Ldo’ ( )
d 1 dx?
_ vy  — a, B v
0 o (guu”) 2ga57,‘u u”, u’ = = (2.51)
UV V. o 1 (0% c UV dul/
0= gt + guou’u” — agw’“u uﬁ, u’ = = (2.52)

(2.40 konexioa simetrikoa denez, azken ekuazioarery&tanetrikaren arteko kontrakzioa
geodesikoen.33 ekuazioa da:

1
w + ég’\“ (29,480 — Gap,u) wu? =0t + Fgﬁuauﬁ = 0. (2.53)

1 Espazio-denboraren kasuan, maximoa —gutxienez, bi gaktdéeirbil badaude— edo inflexio-puntua. Gogo-
ratul.3etal.4problemak eta ikusl4] liburuko 13.4 atala.
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Lehenago aipatu ez badugu ere, argi dago goiko kalkuluaeggmdaitekeela masa gabeko
partikulen higidurandr = 0 baita kasu horretan. Masadun partikulen kasuan bakaraik és-
zakegu proba-partikulen higidura, bidaiaren denboraipeopgonkorra egiteko moduan, hau da,
(2.46 aldakuntza-printzipioaren arabera, gertatzen delaagadhala ere, mota guztietako par-
tikulen higidura-ekuazioak lortzeko erabil daitekeerefldhtza-printzipio bat: ikug.13proble-
ma. Bestalde, badago geodesikoen bigarren definizio bag gabeko partikulen higidura-ekua-
zioetan ere betetzen deria9 probleman, aldakuntza-printzipiorik erabili gabe, ikasdugun
definizio horren esanahi geometrikoa oinarrizkoa da.

2.7 Limite newtondarra

Eman dezagun partikula ez-erlatibista bat higitzen delsanteanaketa bornatu batek sortuta-
ko eremu grabitatoriestatiko ahubatean. Teoria newtondarrean azken hobhg@otentziala infi-
nituan zero izateko moduan aukera daiteke. Abiadura teléreez, honela idazten da 83 ekua-
zioa, 2" = ct jartzen badugu:

dr'|  da® Pt da®di® P dt\?
- = —— = ,(—] =0 2.54
dr < dr dr? ©dr dr dr2 oo (dT) ( )
Eremua estatikoa denez, denborarekiko deribatuak nulvak d
1 1 .
Lo = —59"" 900, = — 59" goo,i- (2.55)

2 2
Eremua ahula bada, dagokion metrika eta Minkowskirenarezodio desberdinak izango,

g,LLl/ = n/,Ll/ _'_ h/_“,, |h/'“" << 1, (256)

etah-rekiko koadratikoak diren gaiak arbuiatuz, hauxe dugu:

1 I, =0
| — ——nmthi — 90 o (257)
w2 Lo = —507hoo,;-
Honela geratzen dira, bad&,%4) ekuazioak:
d*t dt
— =0 <= — = konstantea (2.58)
dr? dr
?x A [dt\? d*x
— === h — = —Vhqo. 2.59
a2 (dT) Vho = gz = 5 Vhoo (2.59)
Mekanika newtondarrean, hauxe da higidura-ekuazioa:
d*x
— = —-Vo. 2.60
o \Y (2.60)

Ondorioz,hg = —2®/c*+ K dugu.K integrazio-konstantea nulua dela ikusteko, erabil dezagu
distantzia infiniturab — 0 dugula eta, eremua desagertzean erlatibitate berezisskaratzeko,
goo = —1 + hgo — noo = —1, hau dahgg — 0. Beraz, eremu grabitatorio estatiko ahuletan,
potentzial grabitatorio newtondarraren eta erlatibestaarteko erlazioa hauxe da:

P
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Eguzkiaren azalea/c* ~ —2.12 x 107° da eta Lurraren azaleah/c* ~ —6.95 x 1071:
grabitazioak oso gutxi aldatzen du geometria, kasu horiéieemu grabitatorio bortitzak behar
dira aldaketak handiak izateko; horrexegatik dira haitiggarriak mekanika newtondarra eta
erlatibitate berezia, bakoitza bere esparruan.

Adibidez, satelite baten higidura deskribatzeko (Lumaesferikotasunik ezaren eta atmos-
feraren eraginak ahaztuta) mekanika newtondarrdtest)(ekuazioa erabil daiteke, hurbilketa
onean, baina interpretazioa ez da berdina bi teorietan.

e Newtonen teorian, (eremu grabitatorioak eragindako)rigdabitatorioaren ondorioz, teo-
ria horretako ibilbide aske zuzen batean higitu beharrednta eliptiko batean mugituko
da satelite azeleratua.

e Einsteinen teorian, satelitearen higidura askea @&1) baldintzaren arabera, hiru di-
mentsioko azelerazioa nulua da, une bakoitzean, sistegnzial lokalean (eta, ondorioz,
(2.33 ekuazioan agertu ondorer8.23 delakoan definituko dugun azelerazio erlatibis-
ta zero da, koordenatu-sistema guztietan). Baina teonath&o ibilbide askeak, hau da,
geodesikoak, ez dira, oro har, zuzenak, grabitazioak tsddigeometriaren kurbaduraren
ondorioz.

2.8 Gorriranzko lerrakuntza grabitatorioa

Azter dezagun eremu grabitatorio batean higitzen ari dejueatomiko batek neurtzen duen
dr denbora-tarte propioa. Baliokidetasunaren printzi@oaarabera, sistema inertzial lokalean
erlatibitate berezia betetzen denez, hauxe dugu, gevakmtzean, Z.30 tarte propioaren ba-

lioa:
1 1 1 dxt dxv
= — — o P 0 = — — v I V — — — I e . .
dr C\/ NpedX P dX C\/ G dzt dz . ay pTa dt (2.62)

Hauxe izango litzateke tiken arteko tartea (edo trantsaxommiko edo nuklear batek sortutako
erradiazioaren periodoa) erlojua (edo iturria) geldi balegyrabitaziorik gabe.
Koordenatu-sistema orokorrean tartea

dt dat dev\ Y2
_at - 2.
dt o dr =c ( I~ ) dr (2.63)

da etakoordenatu-sistema horretan erlojua geldi badago

dt
V=900

Erlazio hau egiaztatzeko, nolabait bidali behar dira purgttean egindako neurketak beste
puntu bateraino. Eman dezagun trantsizio batek sortutaikoalektromagnetiko monokromatiko
bat igortzen duela iturriak]’ gertaeran etaly gertaeran neurtzen duela detektagailuak. Iturrian
uhinaren maiztasun propioa, hau da, iturria geldi dagoesedtema inertzial lokalean neurtua,
v, bada, nolakoa izango da detektagailuan neurtua?

Gauzak erraztekd3(11probleman aztertzen da kasu orokorra), eman dezagun mesti&-
tikoa dela, hau da, espazio-denboraren tartea ondoko erankddzte) koordenatu-sistemaren
bat existitzen dela:

dt =

(2.64)

ds® = goo(x) dt* + g;j(x) da* da’. (2.65)
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goi = 0g,,,/0t = 0 dugu, beraz. Kontsidera dezagun koordenatu horietan butangeldi dau-
den uhin elektromagnetikoen iturri bat eta detektagaitu(@aeri denez, iturria eta detektagailua
ez dira, oro har, inertzialak.)

ct

c Aty
-g ¢ Aty
3 c Aty
= c Aty
c Aty

©

=

cAt s

cAY s

cAf <

cAf ®

cAy = p

2.4 IRUDIA Uhinaren igorpena eta detekzioa.

t; unean fotoi bat abiatzen bada iturritik/ (o) ibilbidean barrena, et unean jasotzen
bada detektagailuan, fotoiaren unibertso-lerro nulustesia inertzial lokalean —eta, ondorioz,
koordenatu guztietan-ds? = 0 dugunez, hauxe d& (65 metrikatik lortutako hegaldi-denbora:

oD 1 J . i
to — 1t :/ @, / 95 (x(0)) & W L ( _dr ) . (2.66)
o —goo(x(0 do

Baina diferentzia hau ez dadenboraren menpekoa, iturriaren eta detektagailuarezipes
funtzio hutsa baizik.
Ondorioz, .64 emaitzaren arabera,

A=t (2.67)

—goo(x)

tarte bakoitzean uhinaren maximo bat abiatzen bada ikygtekzioen artekd\¢p tartea berdi-
na da koordenatu hauetan:
Atp = Aty. (2.68)

Espero zitekeen emaitza hau, bestela zer gertatuko kizatibran edo faltan dauden maximoe-
kin? (Ikus2.4irudia.) Bestalde, detektagailuan
1
Atp = ———— (2.69)
vpy/—9goo(Zp)

dugunez, hauxe lortzen dugt.§8 berdintzatik:

L lgoo(XD)
o goo(x1) (2.70)
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Gorriranzko lerrakuntza uhin-luzeraren aldaketa praponiala da:

)\D_/\I _l/|—l/D

(2.71)

N
Il

/\| D

Ondorioz, aztertzen ari garen kasuan,

_ 4 goo(Xp)
14 2z= i / 700 (1) (2.72)

dugu etagremua ahula badg2.61) hurbilketaren ondorioz:

z =~ Het) = @(m). (2.73)

c2

Izar baten azalean eremu grabitatorioa handiagoa da (&atpiala negatiboagoa) Lurrean
baind?; hortaz, han sortutako erradiazioaren espektroak gomi@ lerratuta daude Lurrean
neurtzen direnedh Nolabait esateko, gorantz joatean fotoiak energia galize(ikuspuntu au-
rre-erlatibistatik energia potentzial grabitatorioa diégrean) eremu grabitatorioari aurre egiteko.

Izarren espektroetan Doppler efektua eta bestelako femoakekontuan hartu behar direnez
(ikus [25] liburuko 81. or.), errazagoa da lerrakuntza Lurrean egiacesperimentuetan neurtzea.
R. V. Pound, G. A. Rebka eta J. L. Snider fisikariek egiaztaterz fenomeno hau % 1 doitasu-
narekin, 1959-1964 tarteam,izpien iturri bat eta detektagailu bat erabiliz4] 25, 163 200.
1976an satelite batean bidalitako maser-erloju baterzledéndako egiaztapenaren doitasuna
% 0.01 baino hobea izan zebhd]].

Iturritik pultsuak igortzen badira hango erlojuaren maszin propioarekin (denbora-seinale
bat bidaltzeko edo), detektagailuan neurtutako pultsuaiztasuna aurreko azterketak eman-
dakoa izango da: detektagailuaren ondoan dagoen erlojiinaeen maiztasunaren desberdina,
beraz (nahiz eta bi maiztasunak berdinak izan dagozkieansssinertzial lokaletan). Gaur egun,
fenomeno hau egunero egiaztatzen da G%@neko lokalizazio-sisteman: erlatibitate berezia-
ren denboraren zabalkuntza (Doppler efektuaren bitagtezgyrlatibitate orokorraren gorriranzko
lerrakuntza grabitatorioa hartu behar dira kontuan, saéthtik bidalitako denboraren neurke-
ten eta Lurrean dauden erloju atomikoek egindakoen artdkai@a ulertzeko (iku.21 eta
5.15problemak eta41] artikulua). Erlatibitatearen aplikazio praktikoa da h&ainera, gaur-
ko erloju optikoen doitasunari esker, 2010ean laborateggpaztatu dira erlatibitate bereziaren
denboraren zabalkunta@ m/s baino txikiagoak diren abiadura erlatiboekin eta gongka le-
rrakuntza grabitatoriod m baino txikiagoak diren altuera-diferentziekiv].

2.9 Gehiago ikasteko
e EOtvOsen esperimentuad] 205. or.
¢ llargiaren distantzia eta baliokidetasunaren printap[®42; [202.

e Behatzaile azeleratuak eta Rindlerren metrikd],[6. gaia.

12Gogoratu: Eguzkiaren azale@n/c?> ~ —2.12 x 1076 eta Lurraren azaleah/c? ~ —6.95 x 10710,
BEinstein efektuadeitzen zaio batzuetan.
YGlobal Positioning System
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— Baliokidetasunaren printzipioa eta eremu grabitatoridoumea: [/7]; [152).
— lzarrarteko bidaiaria:129; [ 150.

— Higidura hiperbolikoa eta erradiazio elektromagnetiKGa]

— Unruh efektua:40].

Denbora eta espazisikoakerlatibitate orokorreani7].

Gorriranzko lerrakuntza grabitatorioa eremu grabitatestatikoetan:156.

Pound, Rebka eta Sniderren esperimentubd|

GPS sistema#[].

Erlatibitate bereziak eta orokorrak erloju makroskoptkoeduten eragina:

— Bikien paradoxa eta Hafele eta Keating-en esperimentu&2(if05.
— Erloju optikoak eta erlatibitatea (2010%4].

Geodesikoen zenbakizko simulaziod4§; [ 149.
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2.10 Problemak

2.1 Eotvosen esperimentuaEgiaztatu
G M,
w2 R,

dela eta erabili emaitza hoi2 (3) adierazpena frogatzeko.

~ 300

w
Z
AN NN
_ln_y
[ 4 @
2 1

2.5 IRUDIA 2.2problemako bihurdura-balantza.

2.2 Eotvosen esperimentua 2.5 irudiko bihurdura-balantza orekan dago paraleloarenbiora
dean. Muturretako masak material desberdinekoak dir&kutau @.2) indarrak eragindakN
indar-momentua. Orekan dagoen@z,= 0 da etaNV, osagaia, hariak eragindako indar-momen-
tuaren kontrakoa. Frogatu azkenaren zeinua aldatu egilen-dmasa inertzialen eta grabitato-
rioen arteko erlazioak berdinak ez badira— sisterh&dr-ko biraketa aplikatzen bazaio, 1 eta
2 masen posizioak elkarrekin trukatzeko.

2.3 Egiaztatu 2.9), (2.10, (2.11), (2.19, (2.17) eta .18 emaitzak. Zer gertatzen da behatzai-
learen abiadurarekin — +oc limiteetan?

2.4 Bikien paradoxa Galaxia hurbilena25 000 argi-urtera dagoe@anis Majorgalaxia nanoa
da. Haraino joatean bidaiariak espazio-ontzian erosae&gpbidaiaren lehen erdiaren azelerazio
konstantea eta bigarren erdiaren dezelerazioa konstauliea Iritsi bezain laster Lurrera itzul-
tzen badira (aipatutako azelerazioa eta dezelerazioadergbiliz), zenbateko denbora behar
izan dute bidaiariek? Eta zenbateko denbora pasatu daan®feotoi-motor bat erabiltzen bada,
zein da suziriaren masa distantziaren erdia egin duenean?

2.5 Frogatu Rindlerren koordenatu-sisteman geldi dagoenkp&tbaten azelerazio propioa
g/(1 + g2’ /%) dela. Iruzkina egin emaitzari.

2.6 Egiaztatu Rindlerren koordenatuetér, x;, y;, 2;,) gertaeren argi-konoak honela idazten
direlady’ = dz' = 0 planoetan:

¥+ /g
zy+ /g
Kalkulatu koordenatu hauetan norabidean hedatzen den argiaren abiadura.

T:TO:I:EIH
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2.7 Marraztu2.2irudiko A eremua Rindlerren koordenatuetan, haudacr) diagrama batean.
Non agertzen dira diagrama horrefah =) = (0, 0) gertaera etat = +x horizonteak? Marraztu
argi-konoak eta Minkowskiren koordenatuetan geldi dadmeratzaile baten unibertso-lerroa.

2.8 Nola higitzen da Minkowskiren koordenatuetan, Rindleetan geldi dagoen partikula bat?
Kalkulatu dz/dt abiadura. Nola higitzen da Minkowskiren espazioan geldiogaa Rindlerren
koordenatuetan? Kalkulatly’ /dr abiadura eta egiaztatu azken partikutgdnbora propio fini-
tuan zeharkatzen dituela horizonteak, baina inoiz ez lzslilatazeleratuaren denboran Zer
gertatzen da bi abiadura horiekin oo etar — oo limiteetan?

2.9 Zer gertatzen d&.8 problemako emaitzetan hurbilketa ez-erlatibistan, hgyda < ¢?
denean?

2.10 2.2 irudiko sistema inertzialeam > 0 posizioan geldi dagoen maiztasuneko iturri bat
pizten dat = 0 unean. Noiz ikusiko du argi hori behatzaile azeleratuakf Zzango da neurtzen
duen maiztasuna? Zer gertatzemdas 0 limitean?

2.11 Erorketa askean ari den partikula baten denbora propidea eta abiadura” = dx*/dr.
Kalkulatu % (gnutu”) deribatua geodesikoen ekuazioa erabiliz. Zer gertatzefotdabaten
kasuan? Iruzkina egin emaitzei.

2.12 Gainazal esferikoa (I) Geometrian ere lor daiteke puntu batean;; .| » = 0 izatea, koor-
denatu-sistema egokian. Adibide moduan, kontsidera dezagrradioko gainazal esferikoa.
Hiru dimentsioko metrika euklidearra

dx? = dr* + r? (d(92 +sin* 4 dgpz)

eran idazten da koordenatu polarretan eta gainazal esderikonela:

= a* (d92 + sin? 6 d<p2) .
Koordenatu esferikoen poloa aukeratzeko askatasunatumgljar dezagu® puntua ipar poloan
eta egin dezagun ondoko aldagai-aldaketa

(z,y) = ab(cos p,sin ).

Garatudo? metrika(z,y) = (0,0) poloaren inguruan eta egiaztajy|r = d;; etag;;xlp = 0
baldintzak betetzen direla.

2.13 Geodesikoak eta aldakuntza-printzipioa Eman dezagun partikula askearen unibertso-
-lerroa edonolak@ parametroaren funtzioan idazten dela €ta= dx*/do definitzen dugula.
Mekanika analitikoaren antzera, energia zinetikoarere:o%@buv“ = %g,wv“v” erabiliko dugu
eta, partikula askea denez, ez dago energia potentziafiniBioz, lagrangearté

1
L= §gu,,v”'u”
15p poloaren inguruk®iemannen koordenatu normalakdira (z, y): ikus, adibidez, 14] testuko 11.6 atala.

161 /2 faktorea mekanika analitikoaren antza gordetzeko erhhifia ere, ez da ezer galtzen jartzen ez bada,
hemendik aurrera egingo dugun bezala.
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da eta higidura-ekuazioak,

2
5/ Ldo=0
1

aldakuntza-printzipiotik lortzen diren Euler eta Lagraren ekuazioak:

do Qv+t Ozt
Egiaztatu geodesikoef.33 eta €.39 ekuazioak berreskuratzen direla horrela,

A2z y\ dzt dz”

do? Wodo do

nahiz eta geodesiko nulu baten kasuas 0 izanhigidura-ekuazioen soluzioetan barrer@so
erabilgarria da hau, konexioa eta geodesikoak kalkulatg&ks, adibidez2.15eta2.19proble-
mak etab.2 atala). Aurkitu higidura-konstante bat.

2.14 Kontserbazio-legeakErabili2.13problema hauxe frogatzekaietrika ez bada* koorde-
naturen menpekoay,, dz”/do magnitudea konstantea da geodesikoetan barr&maaitza era-
bilgarria da hau simetriak daudenean (ikus, adibi@&zor.).

2.15 Gainazal esferikoa (II) Erabili 2.13problema, gainazal esferikoaren konexioa eta geode-
sikoak aurkitzeko, koordenatu polar esferikoetan.
Iradokizuna Gogoratu koordenatu esferikoen poloa aukeratzeko eskada.

2.16 Schwarzschilden metrika Ikusiko dugun bezala)/ masako izar esferiko estatiko batek
kanpoan sortutako eremu grabitatorioa deskribatzekakadtau erabiltzen da:

~1
ds? — 2 <1 _ E) A2 4 (1 . 5) dr? 4 12 (d6? + sin? 0 d?) ,

T T

nonSchwarzschilden erradioahauxe den:

Kalkulatu konexioa.

2.17" Idatzi geodesiko nuluen ekuazioak Rindlerren koordenatueta egiaztatl', v, 2’) koor-
denatuetan fotoien ibilbideak zuzenak edo zirkunferendzak direla. Non daude azken hauen
zentroak? Non hasten eta amaitzen ditel?y’, ') = (0,0,0) puntuan dagoen behatzaileak ar-
gi-izpi bat igortzen du/’ norabidehorizontaleanNola desbideratu day’ = d distantziara? Eta
g = 981 cm/s? etad = 1 km badira?

2.18 Erabili koordenatu cartesiarrak partikula askearen higieekuazioak idazteko, mekanika
analitikoan etaZ.13problema erabiliz) erlatibitate berezian. Zer gertatzaestelako koorde-
natu orokortuak aukeratzen badira, denbora aldatu gabena egin emaitzei.

2.19 Azter dezagun
ds* = — [ —w? (® + ¢?)] dt? — 2w(y da — z dy)dt + da® + dy® + d=2°

metrika, nonw konstantea positiboa den. Idatzi geodesikoen ekuaziaddtz geodesikoen pa-
rametroad®x/dt* azelerazioa lortzeko. Ebatzi ekuazioak. Zer adieraztemetika honek?
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2.20 Langevinen metrika Idatzi2.19problemako metrika koordenatu polar zilindrikoetan. Zein
da erabili behar den koordenatuen transformazioa Minkoerskmetrika (koordenatu zilindri-
koetan) berreskuratzeko?

2.21 GPS sistemaren sateliteen orbitaren garaie?a 200 km da. Balioztatu zein izango litzate-
keen, denboraren zabalkuntzaren eta lerrakuntza gratataten ondorioz, sateliteetako erlojuek
igorritako denboraren eta Lurrean daudenek neurtutakaateko diferentzia egun batean, efek-
tu horiek arbuiatu? sateliteetako eta Lurreko erlojuen maiztasun propioa#tibak balira. Egin
hurbilketa egokiak. (Ikus.15problema.)

sateliteak bidali baino lehenago, batzuek ez zuten usteéueéelatibista hauek benetakoak zirela! Horrexega-
tik, lehen erloju atomikoa orbitan jarri zenean, 1977amhkuwtadore bat zuen efektu hauen zuzenketak martxan
jartzeko, beharrezkoa zela ikusi ondoren. Ik grtikuluaren 16. or.



3. GAIA

Kobariantzia orokorra

Erlatibitate berezian betetzen diren legeetan grabiédziehau da, espazio-denboraren kur-
badurak— sortzen dituen aldaketak aztertuko dira gai laonétorretarako, Riemannen geome-
tria eta kalkulu tentsoriala beharko ditugu.

3.1 Riemannen geometria

Gehien interesatzen zaigun lau dimentsioko espazio-aardrtertuko dugu bereziki, baina
2., 3. eta4. gaietako definizio eta emaitza matematiko guztiak (oiarmdtan aipatzen diren sal-
buespenekin) Riemannen espazio orokorretara hedatze(etaradibide eta problema batzuetan
erabiliko ditugu). Ez dugu hemen eginfeemannen barietateizenarekin ere ezagutzen diren
N dimentsioko Riemannen espazioen definizio matematikazahdahikoa izan bedi propietate
batzuk laburtzea:

e Indizeakl-tik N-rajoango dird Ondorioz 6% = N da.
¢ Puntu bakoitzaren inguruan beti aukera daiteKez?, . .., z"V) koordenatu-sistema bat.
¢ g, metrika simetriko bat definituta dago eta hortik lortzen 2&(@) konexio simetrikoa.

e 2.5.2atalean et2.12probleman esandakoaren orokorpen moduan, beti alda kiakenr-
denatuak edozein puntutan (baina, oro har, bakarrik pumtetan) konexioa zero izateko
eta metrika egitura honako hau:

ds* = £d(2')? £ d(z*)* £ --- £ d(zV)% (3.1)

Puntu guztien inguruan zeinu positiboen eta negatiboeuarkai, metrikaren signatura,
berdinak direla onartuko dugu. Ondorioz, metrikagetheterminantearen zeinua konstan-
tea da. Zeinu guztiak ez badira positiboak metrika sasnaigarra dela esaten da. Horre-
lakoak dira espazio-denbora deskribatzeko erabiltzeamdiretrikak. Azken kasu horretan
(etaN — 1 zeinu positibo (negatibo) eta zeinu negatibo (positibd&abi@ dagoen bakoi-
tzean), metrika lorentziarra dela esaten da.

Hiru dimentsioko espazio euklidearreko kurba eta gaindifaeientzialak dira Riemannen espa-
zioen adibide errazenak: gainazalean edo kurban barremtatako ohiko distantzia euklidearrak
sortzen du metrika kasu horietan.

lindizeak0-tik (N — 1)-ra badoaz, erlatibitatean bezala, aldaketa nabari bagirkbehar dira atal honetako
adierazpen batzuetan.

55
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3.2 Magnitude fisikoak eta eremuak

Aurreko gaian ere egin genuen bezala, erlatibitate orelnorr” koordenatu orokorrak eta
koordenatuen* — z* transformazio alderanzgarri orokorfakontsideratuko ditugu. Atal ho-
netan aztertuko dugu nola transformatzen diren magnitsik@ék aipaturiko transformazioetako
bat egiten denean.

3.2.1 Eskalarrak

Hauexek dira transformazio errazenetakoak: balio bera Koordenatu-sistema guztietan,
aldaezinak dira. Partikula baten karga eta (pausaguneksardira adibide ezagunenak, bai-
naeremueskalarrak ere erabiliko ditugu (hala nola fluido baten pguseko energiaren(z)c?
dentsitatea eta(x) presioa). Lehenago aurkitu dugun espazio-denborakaitdiriéesimala (eta,
masadun partikula baten unibertso-lerroaren kasuarnkhartzen den denbora propioa) ere es-
kalarra da, gertaera eta koordenatu guztietan hauxe baitug

ds® = 1, dX"dX" = g, dat dz” = g, dat dz”’. (3.2)

3.2.2 Bektoreak

Kontsidera dezagun partikula baten abiadura (partiknlamgbertso-lerroan definituta da-
goen eremua) edo fluido baten elementu infinitesimalen alag@spazio-denboran definitutako
eremua). Honela idazten da abiadura sistema inertzialdakabi koordenatu-sistema orokor

erabiliz: /
ax? B XA dx B OXA dx?

— = . 3.3
dr oxv dr orY dr (33)
Alderantzizkodz*' /0X* matrize jacobiarra erabiliz, hauxe dugu:
det’ Qx dX* O OXPdat  Ox da? (3.4)
dr  0X> dr  O0X*» Ozr dr Oz dr '
Koordenatu orokorretan abiadura
dxt
W= — 3.5
u e (3.5)
moduan definitzen denez, honela transformatzen da:
;O
w' =T, (3.6)
oxV

Jakinaz* etaz” koordenatu-sistemak modu simetrikoan agertu behar dinstormazio-legee-
tan eta, zuzenean ere ikusten denez, -
p_ 9 v
uft = o ru” (3.7)
(3.6) eran transformatzen den edozein magnitbeé&fore kontrabariantea dela esango du-
gu. (1.42 definizioaren orokorpena da hau: koordenatuen transfooraokorrak kontsidera-
tzen ditugunez(dz*' /0x¥) matrize jacobiarra ez da oro har konstantea izango.

2Aurreko gaian egin genuen bezala, transformazioak, aldgeariak izateaz gaimrregularrakdirela onartuko
dugu: jarraituak izango dira eta behar beste deribatuipbjdzraitu izango dute espazio-denborako eremu batean.
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Bektore kontrabariante bakoitzari dagokion

Uy = g’ (3.8)
bektorea, alderantzizko matrize jacobiarrarekin trams&izen da:

o (3.9)

u
N

Horrela transformatzen den magnitude bektore kobarianteaizango da eta metrikaren alde-
rantzizkoaz egokitzen zaio bektore kontrabariantea:

ut = g"u,. (3.10)

Egiaztatu 8.9) transformazio-legea eta bektore kobariante baten etadtmarian-
te baterkontrakzioa eskalarra dela:
uu/v“/ = u, vt (= guurv”). (3.112)
Adibidez,® eremu eskalar bategradienteabektore kobariantea da:
od  Oz¥ 0P
ozxv Ozt Ozv’

(3.12)

3.2.3 Tentsoreak

Aurreko transformazio-legeak erabiliz, zuzenean ikusihautsared’”” = putu” energia-
-momentuaren tentsorearen transformazio-legea, enengiér)c? dentsitatea eskalarra denez,

/ /
o 8:17“ (9%” oo

T = o (3.13)

dela:tentsore kontrabariantea da7+. Metrikareng"” alderantzizkoa ere kontrabariantea da
(gogoratu 2.26) definizioa etal2. orrialdeko2.2 ariketa).

Gainera, metrika erabil daiteke indizeak jaisteko etazgkd eta tentsommistoak etakoba-
rianteak lortzeko:

Tﬂu = guaT#ga Tuy = guaTmla Tuu = g,LLprz/ = g,upguanga (314)
TMV - gMJTaua TMV = gyaTuaa ™ = guprV = gupgyanw (315)

3.2 ARIKETA | Egiaztatu honela transformatzen dirélg,, T, etal,, tentsoreak:

/ oxH Ox° / oxP dx” oxP 0x°
T = —T°" T/V = 5 TO; T’V/ = / /= po-
v Qxp Qxv' T 9] H OxH Oz P i Az v’ P

(3.16)

(2.27) transformazio-legearen ondorioz, metrika bera ere éeatsobariantea da.
Era berean lortzen da mota guztietako tentsoreen tranafioan” — =* aldagai-aldaketan:

e indize kontrabariantaskebakoitza(dz* /0z") matrize jacobiarrarekin transformatzen da

e eta indize kobariante aske bakoitza* /0x"") alderantzizkoarekin.
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Adibidez, eskalarrak, indize gabekoak (hein nuluko temetgk) direnez, ez dira aldatzen; bekto-
reak, 1 heineko tentsoreak direnez, jacobiar batekin fisamsitzen dira; eta geroago aurkituko
dugun 4 heineko kurbadura-tentsorea, honela:

R _ ozxH 0z dx b o«

v plo! 3x0‘ 3x”’ axp/ 8[L‘0J Bvo

Gai berean posizio kontrabariantea eta kobariantea agedien batura-indize baté&kntrakzio
bat adierazten du etautua da, ez da transformatzen. Adibidez, hauxe dugu Riccireisdesa-
ren transformazioa (ikué.2 atala):

' 02 91
N P

(3.17)

(3.18)

Hauexek dira tentsoreen propietate erabilgarri batzuk:

e Tentsore bat eskalar batekin biderkatuz, mota berekooenbat lortzen da.
e Mota bereko bi tentsoreren batura mota horretako tentstarea

e Tentsoreen biderkadura tentsoriala tentsorea da eta ber& hiderkagaien heinen batura.
Horrela,u” etav” bektoreak badiray*v” delakoa 2 heineko tentsore kontrabariantea da
etaT* tentsorea badd*"u, biderkadura 3 heineko tentsore mistoa.

e Tentsoreen kontrakzioak tentsoreak dira, hala ribEg adibidean. Kontrakzio bakoitzean
heinak bi unitate galtzen ditu. Horrela, aurreko adibidekusoreetatik lortutak@** u,,
kontrakzioa, bektorea da.

e Zatiduraren teorema: magnitude multzo baten eta mota bateko tentsore guzttekoar
kontrakzioak tentsoreak badira, multzoa bera ere terastae

Lehenengo lau propietateen frogapena zuzena da eta na@gmitultzo bat tentsorea den jaki-
teko irizpide erabilgarria den bosgarrenarena kasu pdatibatean bakarrik egingo dugu, beste
guztietan ideia berberarekin erraz egiten baita. Emangiez&"’, magnitudeak ditugula eta,
v, bektore kobariante guztientzat,”, v, kontrakzioa tentsorea dela:

1 891;“/ 891;"
'8% - pv
T"" v, o 8xXT Uy (3.19)
Orain, v, -ren transformazioa kontuan hartuta,
1o 81‘“, 81‘0 (%O" I c%”/ c%" c%o"
0=T"" v, — T w =T, — — S 3.20
XY dar 02% 7 0xv ( N Qzp Oz Oav ") ! (3.20)
Bainav,  edonolakoa denez, tentsorealdd, :
Vi ‘u’, o a
e _ Ozt Oz Ox” (3.21)

AN Oxe Ozv 0N 7

Aipatu behar da magnitude batean indizeak agertzeak ea theeinatzen tentsorea dela.
Adibidez, kalkulu erraz baina luze batek frogatzen dueheregla transformatzen da konexina
o ox 02 dx7 _, Oz 0x2® 0P

KV Qg 9 9’ P 9redxB A A

3lkus, adibidez,25] liburuko 100. or.

(3.22)
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Azken gaia agertzen denez, konexioa ez da tentsore baexdgatik, hemendik.8 probleman
frogatuko dugunez, beti aurki daiteké — 2 koordenatu-aldaketa bgertaera batearkone-
xioa zero izateko modua@,5.2atalean ikusi genuen bezaldentsore bat, aldiz, gertaera batean
zero bada koordenatu batzuetan nulua izango da gertageddrokoordenatu-sistema guztietan.

3.3 Deribatu kobariantea

Geodesikoend.33 ekuazioa2.5 atalean aztertzean frogatu genuen koordenatu inertzial lo
kaletakod®> X+ /dr* azelerazioaren ordez hauxe idatzi behar dugula koordenakorretan:

d?x? Y dzt dz”
dr? Wodr dr

at

(3.23)

Koordenatu guztietan definizioaren egitura berdina destebgktore bat dela susma dezakegu.
Izan ere, emaitza askoz orokorragoa da. Kontsidera dezaguin kurba batgo parametro eska-
larraren funtzioan idazten dena. Gutxienez kurban defmdauden eremuen kurbaren barreneko
deribatu kobarianteak honela definitzen dira

Do dd
Do _ d® 3.24
do do’ ( )
Duw du dx”
T M (3.25)
do do W do
D d dz”
d“A % _ Fﬁyu“di’ (3.26)
o o
DT aTr? dx¥ dx”
p_ """ P A g _T# -
do — do LT do L T Fdo’ (3.27)
DT)‘ dT,\ dlL‘V i
e U e g (3.28)

Kalkulu zuzenak frogatzen du jatorrizko magnitudearenanmgreko tentsoreak direla horrela
lortutako deribatuak.

Espazio-denboran (eta ez bakarrik kurba batean) defiiadagodl” (z) tentsore-eremua,
dT"/do = T, dx*/do emaitzaren antzerd)T /do = T, dx*/do erako adierazpenen bat
espero dezakeg(F, deribatu arruntaren nolabaitekd: , orokorpen egokiarekin.

Izan ere, eremuen deribatu kobarianteak

P,=9,, (3.29)
ut, =u, + T uP, (3.30)
Uy = Uy, — I5 U, (3.31)
™., =17,,+15T° - T° 1T (3.32)
TM ...... = T,j\ ''''' v T FA Y S SR Y ’\.II' — (3.33)

“4lkus, gainera, 29] liburuko 101. or.

DT T DT . .
= Vd =— " notazioak ere erabiltzen dira.
a

6Vﬂ"_'_'_' = D,T =T, notazioak ere erabiltzen dira.
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eran definitzen badira, zuzenean egiazta daiteke derilodiarianteak tentsoreak direla (indize
kobariante berri batekin) eta hauxe dugula, espazio-dentefinitutakd " (z) tentsore-eremu
guztietarakog* (o) kurban barrena:
DT dzt
pm =T, T (3.34)

Adibidez, erlatibitate berezian bezald: = dx*/dr abiaduratik hasita, azeleraziot =
du*/dr eran definitzen bada, deribatu arrunt hori ez da bektoreHaaen ordez,3.23) defini-
zioa,

Duv*  du?
A — A v
= 0 = — F K 3.35
a e 77 + I, ufu”, ( )
erabili behar da bektore bat lortzeko. Definizio horrekiodgsiko tenporalak azelerazio gabe-
ko partikulen unibertso-lerroak direla ikusten dugu etaxeada (.65 emaitzaren orokorpena,

fluido baten kasuan:

D A
= 28—, (3.36)
dr d
Ondoko propietateak erraz frogatzen dira:
(a7 +0S1),, =all,, +0bS1, (a etab konstanteak (3.37)
(T_'_'_'Sjjj); =10, ST+ TS, (Leibnizen araua (3.38)
Gainerakontrakzioaren deribatua deribatuaren kontrakzioa Adibidez,
T’“’V; \ = T’“’% \+ F’;ATP”V. (3.39)
Metrika kobarianteki konstantea da
Gz = ) (3.40)
9", =0, (3.41)

(3.40 propietateaZ.37) emaitzaren baliokidea delako. Hortik lortzen difa4() etaderibatu
kobarianteak eta indizeen igotzea eta jaistea edozeimaide egin daitezkeela

Tu,)\ = (gy,z/T.....V);)\ - QWTVM\ (342)

3.4 Kobariantzia orokorraren printzipioa

Behin eta berriro egin dugu bide bera aurreko orrietantibilate berezian betetzen diren de-
finizioak eta legeak sistema inertzial lokalean erabilireteik transformatu koordenatu-sistema
orokorretara. Koordenatu-sistema bakoitzeko, transéarnhori bakarra eta alderanzgarria de-
nez, aurkako noranzkoan ere egin daiteke bidaia, ondoktzjpioaz baliatuz (eta.4.2atalean
erabili genuen estrategia orokortuz). Askoz erosoago®zda dena horrela.

Kobariantzia orokorraren printzipioa
Fisikako adierazpen bat erlatibitate orokorrean beteko da

1. kobariantea (hau da, tentsoriala) bada eta

2. grabitaziorik gabe (hau da, erlatibitate berezian) lieén bada.
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Asko eztabaidatu da printzipio honen eduki fisikoaz eteokaletasunaren printzipioarekin
duen erlazioaz Hemen, Weinbergen bideari jarrait2], azken printzipio horretatik lortu dugu.
Edozein kasutan, funtsezkoa eta 0so erabilgarria da.

Printzipio honen arabera, lege edo ekuazio baten orokarjmtreko, bi baldintza hauek
betetzen dituen adierazpena aurkitu behar da: tentsoréen idatzita dagoa(* — =+ aldaketa
orokorretan bere egitura alda ez dezan)gta= 7,, etaFjW = ( egitean erlatibitate berezian
betetzen dena berreskuratzen da. Nahiago bada, hauxeairskecerrezeta praktikoarlatibitate
berezian betetzen den adierazpen tentsorialetan, ortedeaibatu arruntak kobarianteekin eta
Minkowskiren,,, tentsoreay,,, metrikarekin 3.1taulan biltzen dira adibide batzuk.

Fluido perfektuaren

1
: T = putu” o —utu” ). (3.43
energia-momentuaren tentsorea: putusEp (g Tau ) (3.43)

o
Karga baten higidura-ekuazioa: l()zl—p = Sy, (3.44)
T C
Maxwellen ekuazioak: P Bt L =01 (3.45)
(Baina ikus3.7 problema.) o — 4_”(]/5 '
vV cC
Potentzial eta eremu elektromagnetikoak:
(Baina ikus3.4 problema.) Fuy = Ay — Apr (3.46)

i 1 1
Ereml_J elektromagnetikoaren T~ (prepr _ lgwp pee) . (3.47)
energia-momentuaren tentsorea: Amr 4

Kontserbazio-legea: ™ =. (3.48)

3.1 TAULA Zenbait ekuazio kobariante.

3.5 Kurbadura-tentsorea

Deribatu arrunten ordezkoak dira deribatu kobariantealaetzeko propietateak dituzte, sal-
buespen garrantzitsu batekimo har, ordena desberdinetan egindako deribatu kobagami-
rutzatuak ez dira berdinakkus dezagun zergatik, bektore kobariante baten bigatesibatu
kobariantea kalkulatuz:

_ A
/U/MV - /U/MV - F/J,I/U)U (349)
_ o o
Vpsvp = (UM;V),,) — IV Vo — 17,00
o A A o o T o
= Upvp — F/w,pv)\ - Pul/v)wp - P,upUU,V + Fuprouv)\ - Pupvlwf' (350)

v etap indizeak elkarrekin trukatuz antzeko adierazpen bat éortda eta bien arteko kendura
hauxe da, konexioa eta deribatu gurutzatu arruntak sikeetkidirela kontuan hartuta:

Vyvp — Vs = (F}W — Fjw + rgyrgp — rgprgy) Uy (3.51)
’Ikus, adibidez, §2).
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Ondorioz kurbadura-tentsorea®

R, =T, -1, +To,19 —T3I7 (3.52)

Hp,V HV,p oV pp op v
moduan definitzen badugu, hauxe dugu:

Vpsvp — Upzpr = R/\uupUA' (3.53)

Ezkerreko gaia eta, bektorea tentsoreak direnez, gauza bera gertatzen dadkmasgentsorea-

rekin (gogoratb8. orrialdeko zatiduraren teoremag}.{7) transformazio-legea betetzen da.
Hurrengo propietateak erraz lortzen diga52) definiziotik:

A _ A
R, =R, (3.54)
A A A
R, + R, +R,,, =0 (3.55)
Gainera, 2.37) emaitza erabiltzen duen kalkulu luzetxo batek emantiako
Ruupa = g},LARAVpo' (356)
=Tuwop — Duvpo + Dauoelyp — Dapols (3.57)
1
- 5 (g;w,up — Guo,up + Gup,po — gup,uo) + F)\;wrl)/\p - F)\,upri\g (358)

kurbadura-tentsore kobariantean erraz ikusten dira smkesistema inertzial lokalean bakarrik
geratzen baitira metrikaren bigarren deribatuak® adierazpenean:

SBrimas = =1 (3.59)
e = =Ry (3.60)
By = Mo = My, (3.61)
e A Wpeme AP s = U (3.62)

Ondorioz,kurbadura-tentsorearen 256 osagaien artean gehienez r20atiebraikokiindepen-
denteak®.

Bestalde;{; puntu baten inguruko sistema inertzial lokalean metrikaeribatuak eta kone-
xioak nuluak direnez etg,, = 7,,, hauxe dugyuntu horretan

R/U/po;/\ = R,ul/pa,)\ = F,uz/a,p)\ - F,ul/p,a)\- (363)
Hortaz, puntu horretan
Ruupa;)\ + Ruukp;a + Ruwr)\;p = 0. (364)

Baina adierazpen tentsorial hori koordenatu eta puntuejantbeteko daBianchiren identita-
teak dira lotura diferentzial hauék.

8Riemann eta Christoffelen tentsoreaetaRiemannen tentsoreare deitzen zaio.

9lkus [5] liburuko 21. or. edo?5] testuko 141. or.,3.57)—(3.59 adierazpenen frogapena.

Espazioaren dimentsias bada, osagai independentesik(N?2 — 1)/12 dira (eta dimentsio bakarrean identi-
koki nulua da kurbadura-tentsorea). Ik@$]liburuko 142. or.

Badirudi, Bianchik 1902an aurkitu baino lehenago, Vosse&0hn eta Riccik 1889an ezagutzen zituztela pro-
pietate hauekl89.
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3.6 Garraio paraleloa

Eman dezagun bektore bat eramaten dugula kurba bateanddreze modulua eta norabidea
aldatu gabe: indar-momenturik pairatzen ez duen giroskogien momentu angeluar kontserba-
tua izan daiteke. Mekanika galilearraren espazio eukirdea, kurbaren ekuazio parametrikoa
x(o) bada eta bektoreg, garraio paraleloaren baldintZa /do = 0 da eta, kurba itxia bada, bira
0soa egitean hasierako bektorea berreskuratzen da. Bairezlula beti egia espazio kurbatuetan.

P

3.1 IRUDIA Garraio paraleloa planoan eta gainazal esfarko

3.1lirudian ikusten dira bi adibide. Plano euklidearredn,~ B — C' — D — A bira egin
ondoren, bektorea hasierakoaren berdina da. Gainazakesfien kasuan, bektoreak plano tan-
genteetan daudenez, bi puntu desberdinetakoak ez dirglpakaizango gainazala murgilduta
dagoen hiru dimentsioko espazioan, baina zer gertatzeesgazio hori ahaztuta, gainazalaren
geometria erabiltzen bada? Nola definitzen da bi puntu desietako bektoreen arteko parale-
lotasuna? Behean emango dugu garraio paraleloaren dedintzina nahiko intuitiboa da (eta
3.19probleman egiaztatuko dugu) irudiko eskuinaldeko gaaraimal den paraleloena dela: bek-
torea beti dago meridiano batekiko tangentean, hego pdiegira. BainaP — () - R — P
bide itxia egin ondoren bektorea beste norabide batean dago

Esan bezala, definitu behar da zer den garraio paraleloaiedpabatuetan. Guri interesa-
tzen zaigun espazio-denboraren kasuan, baliokidetasupaintzipioa erabiliko dugu, geome-
trian ere erabiltzen den definizioa lortzeko. Espazio-deaC kurba badugug eskalarraren
funtzioanaz* (o) ekuazioak emandakoa, eta(c) bektore-eremua, garraioa paraleloa izango da
koordenatu inertzial lokaletan betetzen bada/do = 0 (adibidez, aipaturiko giroskopioaren
momentu angeluarra izan daiteke bektorea). Baina, kobariantzia orokorraren printzipgoar
arabera, koordenatu orokorretan baldintza hori deribabakantearen bidez idatzi behar da:

Dv*  dv? dx¥

= —— 4T} =0, 3.65
do do thw? do 0 ( )
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3.2 IRUDIA Garraio paraleloa.

C kurba itxia bada, bira osoa egitean, bektorearen aldaketeehizango da:

At = fd A f—da - —frgw‘? - —frﬁww dz”. (3.66)
o c

Stokesen teoremaren frogapenean erabilitako teknikaa tpaitezke orain. Kurba itxia gai-
nazal baten ertza dela kontuan hartuta, gainazala elenmdimitesimaletan banatzen da eta ele-
mentu bakoitzaren ertzean barrena kalkulatzen da ineedgé&@mentu guztien ekarpenak batuz,
barruko aldeetakoen ekarpenak ezabatzen dira eta bagarakzen da hasierako kurban kalku-
latutako integrala.

Eman dezagun, beraz kurba infinitesimala dela. Kurbakg = 2*(o,) puntutik garraiatzen
dav? bektorea:

v (o) = v*(00) / —da—v 00)—/ F)‘Vv“dida. (3.67)
o M do

0
Kurba infinitesimala denez3(65 erabiliz,

v o) = v™ag) + dL(UO) [2°(0) — xf] + -

do
= v(09) — I}, (wo)v" (00) [a”(0) — wf] + - -+, (3.68)
[ (2(0)) = Ty, (w0) + Ty, (w0) [2°(07) — ] + -+ (3.69)
Taylorren garapenak lortzen dira eta gai koadratikoakiatbz,

o) = ow) = Tl (ao)orlon) |

g0

o 7 dz”
= [Py =TTy, o) [ @ —af) G do (3.70)
g0
dugu. Baina, kurba itxia denez,
d 14
de’ = ¢ & do =0 (3.71)
C dO'

eta hauxe da bira osoan bektoreak pairatutako aldaketa:

Hvsp av™ pp

Avt = -y, —Tar0] L v"(00) %xp dz”. (3.72)
¢
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Azken integrala antisimetrikoa da:

j{d(x”x”) = }I{x” dx” + ]{x” dx” = 0. (3.73)
c c C

Ondorioz, 8.72 adierazpeneko integralaren koefizientearen parte argigkoa bakarrik gera-
tzen zaigu:

1
Aot =~ [Thpw = Do + Doy — Tl ], 0" (00) ]{x” da’. (3.74)
C

x% Bv,p av® pup ap™ pv

Azkenean, 8.52 kurbadura-tentsorea erabiliz, hauxe dugu:

1
Avt = —iRAWp(xO)U“(JO) j{x” da’. (3.75)
c

Beraz, bide infinitesimal itxi guztiak garraio paralelaaledez egitean bektorea ez aldatzeko
bete behar den baldintza, kurbadura-tentsorea nuluaidateEta mugatzat kurba itxi bat duen
gainazaleko puntu guztietan betetzen bada azken baldmizaturiko kurba egitean bektorea
ez da aldatuko. Hauxe da kurbadura-tentsorearen esamahietgkoetako bat, baina garrantzi
fisiko handiagokoa izango da hurrengoa.

3.7 Geodesikoen desbideratzea

Kontsidera ditzagu3.3 irudiko bi esperimentuak. Ezkerrean bi partikula hurbiidian ez
da errespetatu eskala) erortzen ari dira Lurraren erenhitgtarioan eta erdian grabitaterik ga-
be igogailu azeleratu batean daude bi partikula aske. Bdetasunaren printzipioaren arabera,
bi egoera baliokideak dirgertaera batear(gogoratu 2.44) baldintzak), baina ez guztiz ber-
dinak beste gertaeretan: erdiko esperimentuan partikblindeak paraleloak izango dira eta
ezkerrekoan ia-ia paraleloak, baina denak doaz Lurraneinarantz: geodesikoak ez dira guztiz
paraleloak ezkerreko kasuan.

3.3 IRUDIA Geodesikoen desbideratzea.

Ideia hauek kuantitatibo bihurtzeko, kontsidera ditzaigudiko C etaC geodesiko hurbilak,
x* (o) etaz” (o) = x#(0) + (" (o) ekuazioek emandakoak. Bien arteko diferentzia neurtzen du
("(o) bektore-eremua infinitesimala daparametroaren balio partikular bate@rgeodesikoko
P gertaeran dago partikula bat &te&kurbako( gertaeran bestea. Aukera dezagumertaera-
ren inguruko sistema inertzial lokala. Hah.44) betetzen denez, hauexek dira bi geodesikoen
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ekuazioakP eta() puntuetan:

A2z
( = )P =0, (3.76)
i T S G (3.77)
do? " do do 0 - '

Berriro erabiltzen bad&(44),

Fl/\W}Q ~ Fl/\W}P + Fi\L%PCp’P - F;\LMPCF”P

(3.78)

dugunez, honela idazten da76) eta 3.77) ekuazioen arteko kendura, hurbilketa bergapun-

tuan: 20 e

1

o —0. 3.79
<d02 Lo do do )P (3.79)

Puntu berean, honela kalkulatzen ¢tabektorearen bigarren deribatu kobariant&a44)-ren

ondorioz:
D¢ d (d¢* dzt d*¢* dzt dz?
= —(—— 4+ "= ]| = | G a— 3.80
do? |, do (dcr L6 da) P (d02 MR do da)P (3.80)
Emaitza hau eta3(79 batera erabiliz,
D*¢* dz* dxP
m -1 )¢———] = 3.81
(o o~ 5 ) =0 @81)

lortzen da; baina koordenatu hauetan/fauntuan honela ere idazten da,44) eta 8.57) emai-
tzen ondorioz:
D¢ . dzt dzf
= + R”,,,C - =0. (3.82)
Adierazpen hau tentsoriala denez, edonolako koordemetyeta edozein puntutan) balio du:
geodesikoen desbideratzearen ekuazioa da. Geodesikekn arelerazio erlatibo hau marea-
-indarren (hau da, eremu grabitatorioaren ez-homoges@odaen) ondorioa da teoria newton-
darrean eta geometria kurbatuaren ondorioa erlatibitatea

Kontsidera ditzagun erorketa askean, denbora motako gi&oé¢an barrena, higitzen ari
diren bi partikula hurbil. Lehenengo partikularen uniberterrokoP gertaeran partikula geldi
dagoeneko erreferentzia-sistema inertzial lokaledns cr aukerarekindz*/dr = (c,0,0,0)
da eta deribatu kobariantea arruntarenaren berdina:

¢

dr?

= *R'y,, " = czR”OOjCj. (3.83)

3.8 Kurbadura eta koordenatuak
Badakigu Minkowskiren metrika
ds* = —c* dt* + da* + dy* + da® (3.84)

eran idazten dela koordenatu minkowskiarretan. Koordematietan, metrika konstantea denez,
konexioa eta kurbadura-tentsorea nuluak dira.
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Azter dezagun honako metrika hau:
ds® = =2 dt* + dr* + 12 (d@2 + sin? 0 dgpQ) . (3.85)

Ez da (.89 egiturakoa (adibidez, metrikaren koefizienteak ez dinaaélekonstanteak), baina
erraz ikusten da koordenatu esferikoen eta cartesiartekoar

x =rsinf cos p, y =rsinf sin g, z =rcosf (3.86)

transformazioa aplikatuz3(84) berreskuratzen dela. Hala ere, koordenatu hauetan lamext
lua ez bada ere (iku3.15 problema), kurbadura-tentsorea zero da koordenatu gaiztikone-
xioa ez bezala, tentsorea da eta nulua koordenatu minkamstan. Hortaz, espazio-denbora
Minkowskirena (edo honen zati bat) bada (espazio-denlaoi@adela ere esaten da), kurbadu-
ra-tentsorea zero da gertaera guztietan. Alderantzizioagta d&: kurbadura-tentsorea puntu
guztietan nulua izatea da espazio bat laua izateko beterbadia baldintza beharrezkoa eta
nahikoa

3.9 Koordenatu-singularitateak

Dimentsio bakarrean kurbadura-tentsorea identikokiadenez (zergatik?), bi dimentsioko
adibideak dira errazenak.

Kontsidera dezagum erradiokoS gainazal esferiko bat ohiko espazio euklidearrean. Haste-
ko, koordenatu cartesiarrak erabiliko ditugu: gainazalplntu bakoitzak = 0 planoan duen
proiekzioa(z, y) bada, horiexek izango dira puntu horren koordenatuak {etaterearekiko si-
metrikoarenak: koordenatu horiez bakarrik estaliko dugkaghemisferioa, arazoak saihesteko).
Gainazalean? + y? + 2? = a® dugunez; etadz honela idatziko dira:

z = [aQ — (x2 + y2)] 12 , (3.87)
rdr +ydy
a2 — (2 + )]

Ohiko distantzia euklidearrak gainazalean duen balioagaala metrika:

dz = —

(3.88)

(z dx + y dy)?

ds® = (dz? + dy® + d2?) , = dx® + dy? .
s (:c+y—|—z)s x+y+a2—(x2+y2)

(3.89)

Orain,(x, y) planoko(p, ¢) koordenatu polarrak erabiltzen badifa, y) = (p cos ¢, psin ¢)
transformazioa aplikatuz, honela geratzen da metrika @k28problema):

a® dp?

a2_p2

ds® = + p*dg?. (3.90)

Goiko bi koordenatu-sistemak ez dira bakarrak, simetrieré®aren ondorioz ezer ez baita
aldatzen ardatz cartesiarrei (edo gainazalari) biraketaikatzen bazaio. Baina, aukera bietan
metrika singularra (infinitua) d&? + y? = p? = o ekuatorean. Bestalde, badakigu gainazalaren
geometria guztiz erregularra dela ekuatore horretan.daggmkoordenatuen aukera da arazoaren
jatorria: koordenatu-singularitatea da, koordenatuak aldatuz desager daitekeena.

2|kus, adibidez, I] testuko 5.6 atala edd] liburuko 22. or.
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Izan ere, simetria esferikoa kontuan hartuta, koordenatar gesferikoak egokiagoak dira
problema hau aztertzeko. Hiru dimentsiakd® = dr? + 1% (df* + sin® 6 d?) distantzian = a
etadr = 0 eginez, honela idatzi genuen gainazal esferikoaren nagirik probleman:

ds* = a* (d(92 + sin? @ dgpz) . (3.91)

Adierazpen honek ez du inolako singularitatetik = /2 ekuatorean (baina ez da alderanzgarria
6 =0, 7w poloetan).

3.17 probleman frogatuko dugunez, kurbadura-tentsorearegaobakarra hauxe da (beste
guztiak hemendik lortzen dira tentsorearen simetriakigzaddlo identikoki nuluak dira):

Ropp, = a”sin® 6. (3.92)

Ez da nulua gainazal esferikoa laua ez delako.

3.9.1 Geometria eta topologia

Orain arte egin dugun geometria osoa bezala, espazioazke&o kurbadura-tentsore nulua-
ren baldintzdokala da. Gai honetan ez dugu zehaztu gure koordenatu-sistertaizes duten
espazio-denboraren eskualdea, aurreko ataleko adibiaezik. Hango koordenatu-sistemek
ez zuten estaltzen (era erregularrean) espazio osoa, k@dndenatuen aukerak sortutako sin-
gularitatea desagertu egiten zen koordenatuak aldatEgarberean?.3 atalean ikusi genuen
bezala, Rindlerren metrika idazteko erabili genituen Beaatuak ez dira hedatzen espazio-den-
bora osora: Rindlerren unibertsoa Minkowskiren espaeioaati baten baliokidea da. Hauxe
da askotan (ikus, adibide3,6 eta5.7 atalak) gertatzen dena Einsteinen ekuazioen soluzioekin:
koordenatu batzuk erabiltzean, bestelako irizpideaka(hala noraino luza daitezkeen geodesi-
koak) behar dira, koordenatuek deskribatutako espazibatako eskualdea zein den jakiteko,
aipaturiko ekuazioak lokalak baitira.

p=2ma, ¢=2m

3.4 IRUDIA Konoa paper orri batez egiteko modua.

Gainera, soluzioen topologiak era askotakoak izan datdkks dezagun adibide bat:
ds® = —cdt* + dr® + a*r* dp* + d2?, (0<a<). (3.93)

Ageri denezp = ayp aldaketa egiten bada, Minkowskiren metrika berreskuradize koordenatu
zilindrikoetan:
ds? = =2 dt* + dr* + r* d¢* + dz>. (3.94)
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Baina .93 metrikan0 < ¢ < 27 badugu, 8.94 delakoan) < ¢ < 2wa < 27 izango da:
metrika honek ez du estaliko Minkowskiren unibertso osogelu-defektubat dago. Azken hau
hobeto ulertzeko, azter ditzagtietaz koordenatuen balio konstanteei dagozkien bi dimentsioko
sekzioak:

do? = ds

do? =

0= dr? + a*r* dy?, (0 < v < 2m), (3.95)
= dr* + r*d¢?, (0 < ¢ < 27a). (3.96)

2
}dt:dz:
ds” }dt:dz:O

Lehenengoam = sin @ egiten badugw kolatitude konstanteko kono baten metrika lortzen da,
koordenatu esferikoetan:

do* = dr* + r?sin® 0 dy?, (0 < p < 2m). (3.97)

Bigarrenean: = r cos ¢ etay = rsin ¢ eginez, planoaren metrika berreskuratzen da koordenatu
cartesiarretanjo? = dx? + dy?, baina2ra < ¢ < 27 angelu polarrei dagokien ziria kenduta.
3.4irudian ikus daiteke nola egin kono bat paper orri lau bagézaki2ra < ¢ < 27 ziria
zirkulu batean eta itsatsi erradio askeald eta3.5irudietako eskuinaldean ikusten den konoa
lortzeko. Konoaren zabalera angeluarraren efdiaarcsin a da. 3.4 irudiko QP lerroa zirkun-
ferentzia baten arkua da planoan eta konoan, baina zeatssretlio desberdineki®’ # O eta

QAP: r¢ = (rsinf)p = rap.

3.5 IRUDIA Bigeodesiko planoan eta konoan.

Konoa laua denez —hau d&,95—(3.97) metrikaren kurbadura-tentsorea zero denez—, pa-
per orri batez egin daiteke, esfera ez bezala. Era berepargyan erradio askeak itsatsi baino
lehenago zuzenak marrazten badira, konoan ere geodes#agjo dira. Baina planoan gerta-
tzen ez diren gauzak ikus daitezke konoa®irudiko @ puntutik norabide desberdinetan abia-
tzen diren bi geodesikoek elkar ebakitzen dit@untuan. 8.93 metrikako espazio-denboran
gauza bera gerta daiteke= 0 geodesikoekint etaz koordenatuen balioen bikote bakoitzeko,
¢ = 0 eta¢p = 2mwa puntuak berdindu ondoren geratzen den plano osatugabeigpat Bzin da
hori irudikatu eta, fisikan askotan gertatzen bezala, mati&ara jo behar dugu azterketa egite-
ko eta fenomenoak ulertzek8oka kosmikozuzen infinitu baten metrika d8.03. Partikulen
fisikaren teoria batzuen arabera, soka kosmikoak (etalbkstéefektuak) unibertso primitiboan
sortu omen ziren33] eta, hala bada, agian detekta litezke behaketa astrooeiaik,() objektu-
tik datozen bi izpien norabideak desberdinak direnezpigii iikusiko bailiratekeP teleskopioan:
leiar grabitatorio zilindrikoa izango litzateke horretegoka kosmiko bat.
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3.10 Notazio kobariantea

Testu honetan erabiltzen dugun notazioa 0so garbia etdganala da. Kalkulu-akats batzuk
erraz ikusten dira lau arau aplikatzen badira:

e Adierazpen bateko gai guztietako eta batugai guztietadiaeémaskeek, berdinak izan behar

dute eta posizio (kontrabariante edo kobariante) bereartitagehar dute. Esate baterako,
u, = T,,v" zuzena bada ere, = 7,,v" etau” = T),,v" adierazpenak okerrak dira.

¢ Indize aske baliokideen letra eta posizioa aldi bereandditazke. Adibidezy, = 7,,v",

uy = Ty, v” etau* = T* v baliokideak dira.

e Batugai bakoitzean indize mutuen bikote bakoitza behirab#dkager daitekew,,u”u",,

kontrakzio bikoitzaren ordez ezin dajaurJu"u”;V.

e Bikote mutu bakoitzeko indizeen letra edozein modutan dadeezke, aurreko araua bete-

tzen bada. Gainera, bi indizeen posizioak elkarrekin tdatezke. Adibidezy, u"u",, =
uPuU Uy

Zoritxarrez, era guztietarako notazioak erabiltzen difatiitate orokorrari buruzko testue-
tan eta artikuluetan. Ordezko notazio batzuk oin-ohanraipatu dira. Gainera, liburu batzue-
tan indize latindarrak erabiltzen dira grekoen ordez esdebkatzuetan indizeaktik 4-ra doaz
(gehienetan azkena da denborari dagokiona). Asko erabitten beste notazio batean idaz-
ten da gure:* -ren ordez. Metrikaren eta beste tentsoreen zeinuak Haimbdutara aukeratzen
dira: ez dira gutxi Minkowskiren metrikds? = ¢? dt? — da? — dy* — dz*> moduan idazten dute-
nak. Eta, batzuetan, ez da beti bereizten indize kontra@en eta kobarianteen artean. Askotan
¢ = 1 hartzen da eté& = 1 edoG = 1/8n. Arreta handiz aztertu behar da liburu edo artikulu
baten notazioa, handik adierazpen bat hartu baino lehenago

3.11 Gehiago ikasteko

Indarrak erlatibitate orokorreant TQ.
Soka kosmikoak:33]; [113.

Geometria diferentziala eta tentsore-kalkulud], B zatia; [L(], 2., 3. eta 4. gaiak;1[],
1. zatia.

Tentsore-dentsitateak eta integraziod, 91. or.; [8], 7.6 atala; 0], 38. or.; [L6], 4.4 atala
eta 169. or.;25], 98. or.

Oinarri ortonormalak:3], J eranskina;4], 10.4 atala; §], 7.8 atala.

Behatzaile azeleratuak, oinarri ortonormalak eta FeremMeétlkerren garraioalp], 125.
eta 152. or.; 4], 169. or.; [L€], 4.9 atala.

Riemannen koordenatu normalag},[179. or.; [L4], 11.6 atala.
Isometriak eta Killingen bektoreak4], 102. or.; [L5], 6. gaia.; [L6], 4.8 eta 10.8 atalak.
Forma diferentzialak:1[4], 4. gaia; 5], 113. or.

Geodesikoen zenbakizko simulaziod4§; [149.



3.12 Problemak 71

3.12 Problemak
3.1 Frogatu ondoko propietateak:
G = G =5
Fu=9 =0 =4
Zer aldatzen da&v dimentsiotan?

3.2 Zergatik erabiltzen da deribatu arrunt& = dz*/dr abiaduran eta deribatu kobariantea
at = Du"/dr azelerazioan?

3.3 Frogatu 8.41) propietatea, aurrekoak erabiliz.

3.4 Errotazionala. Frogatu errotazionalean deribatu arruntak erabil diegtela kobarianteen or-
dez. Adibidez, eremu eta potentzial elektromagnetikotzkarerlazioan hauxe dugu:

Fuy = Ay = Ay = Ay — A

v
3.5" FrogatuM (=) matrize alderanzgarri guztientzat hauxe betetzen dela:
dIn|detM| = tr (M- dM),

) oM

3

L.v—o eta konexioaren definizioa hauxe frogatzeko:

L 9]yl
F,’jy —TH — _gupgupy _

jan 2 ,_m axl,-

3.6 Dibergentzia Frogatu honela idazten direla bektore baten eta 2 heirexksdre baten di-
bergentziak, deribatu arrunten bidez:

1
= —— (Vi)
Y \/@ "

\/ETW> , + FﬁATV)\~

Erabili emaitza horig = det (g,,)

wo _
T;V—

=
Il
Lehenengoaren ondorioz,’,, = 0 baldintza( |g\u“> = 0 jarraitutasun-ekuazioaren balioki-
M
dea da.
3.7 Frogatuf),,, = —F,,, tentsore antisimetriko guztiekin hauxe betetzen dela:
Fw/;k + FV)\;M + F)\M;V - F;w)\ + Fuk,u + F)w,u-

3.8 Frogatu 2.42 koordenatuak sistema inertzial lokal batekoak dire?a4) baldintzak bete-
tzen direlako, konexioare® (22 transformazio-legearen ondorioz.
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3.9 Geodesikoak eta garraio paraleloaOhiko espazio euklidearrean zuzenak dira geodesikoak
eta, bi punturen arteko bide laburrena izateaz gain, bespegtate bat dute: bektore tangentearen
norabidea konstantea dela, hain zuzen. Areago, zuzenlanezieax (o) bada, bektore tangen-
teav = dx/do eta arku-luzeras = [ |v|do, bakarrik izango dugdv/do = 0 baldin etaa
etab konstante egokiak aukera badaitezke- as + b izateko moduan. Parametroaren beste au-
kera guztiekindv /do deribatuav bektorearekiko paraleloa izango da soilik:/do = f(o)v.
Zergatik?

Baldintza hau espazio-denborara orokor daiteke era daktiegeodesikoak (espazio, den-
bora edo argi motakoak) definitzeko: edonolako parametalasbaten funtzioan adierazitako
x* (o) unibertso-lerroa, geodesikoa izango da ondoko baldirgztien bada:

Do A N
= flo)v?, V=
Frogatu honela idazten dela definizio hori:
d*z* \ dzt dx” dz?
P e A (3.98)

Eskuineko gaia nulua denean, haufda) = 0 duguneang parametroafina dela esaten da eta
geodesikoaren ekuazioa lehenago aurkitu dugun eran rddatébaina orain bakarrik eskatzen
dugu parametroa afina izateko eta, beraz, argi motako g&od&s ere erabil daiteke ekuazio
hau):

Pt datda

do? " do do
Parametro afina ez da bakarra. Zein da horrelako biren agtédzioa? Zeintzuk dira parametro
afinak denbora motako geodesikoetan?

3.10 Eman dezagun partikula baten momentu lineéldela. Frogatu; abiaduraz higitzen den
behatzaile batek (geldi dagoeneko sistema inertzial éaglneurtzen duen partikularen energia

E = —p,ug

dela eta (hiru dimentsioko) momentu linealaren moduluaakorau:

1
bl = /() + 2.
Zer gertatzen dg" bektorea fotoi baten momentu lineala denean?

3.11 Gorriranzko lerrakuntza grabitatorioa . Fotoi baten igorpena)’ gertaera da eta detek-
zioaxp. Erabili 1.6 eta3.10problemak eta kobariantzia orokorraren printzipioa ritur eta de-
tektagailuan neurtutako maiztasunen arteko erlazioa aualai daitekeen eztabaidatzeko. Nola
geratzen da emaitza orokorra, iturria eta detektagailidh gadaude aukeratutako koordenatue-
tan? Eta metrik&gonkorra bada —hau dag,, o = 0 bada®— eta koordenatu horietan iturria
eta detektagailua geldi badaude?

3Horrez gaint — —t inbertsioarekiko aldaezina bada —hau gla,= 0 denean— metrikastatikoadela esaten
dugu: gogoratud.65).
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3.12 Geodesiko ez-nuluakGeodesikoa ez bada nulug&,48 ekuazioa aldakuntza-printzipio
honetatik lortzen da:

1/2

do = 0.

do do

2 2
(5/ \/|d32|:5/
1 1

Erabili Euler eta Lagrangeren ekuazioak hemendiR® berreskuratzeko. Alderati6 ataleko
emaitzekin, masadun partikula baten geodesikoangawrametroa afina noiz den aurkitzeko.

[my

3.13 GeodesikoakFrogatu honela ere idazten dela geodesikoen ekuazicGanpto afin baten
funtzioan:

dvy 1 oy by dx*

do 29wl U= )

Nola lortzen d&.14problemako kontserbazio-printzipioa hau erabiliz?

3.14" Killingen bektoreak. Metrikaren simetria bat adierazten du honako hau betelzem
bektoreak":
Euw + 60 =0, (Killingen ekuazioa).

(a) Froga ezazu parametro afinaren funtzioan emandakdo) geodesikoan barrefgdz* /do
eskalarra higidura-konstantea dela.

(b) Eman dezagun metrika ez dela koordenatuaren menpekoa. Frogétu= &, eremua Ki-
llingen bektorea dela eta erabili aurreko emai?zb4 problemako kontserbazio-legea berresku-
ratzeko.

(c) Aurkitu 2.16problemako Schwarzschilden metrikaren Killingen bektare

(d) Aurkitu Minkowskiren metrikaren Killingen ekuazioard 0 soluzio linealki independente.

3.15 Kalkulatu hurrengo metrikaren kurbadura-tentsorea:

ds* = =2 dt* + dr* + r* (d@2 + sin? @ dgpQ) :
3.16 Rindlerren metrika. Kalkulatu hurrengo metrikaren kurbadura-tentsorea:

2 2 gr\? 2 2 2
ds® = —c <1+—2> dr” +dx” + dy” + dz".
C

3.17 Egiaztatu gainazal esferikoareh 1) metrikaren kurbadura-tentsoréa4?) dela.
3.18 Schwarzschilden metrika Kalkulatu2.16problemako metrikaren kurbadura-tentsorea.

3.19 Garraio paraleloa gainazal esferikoanEgiazta ezaz@.1irudiko garraioa paraleloa dela
(3.69 ekuazioaren arabera.

3.20 u* etav* bektoreak paraleloki garraiatzen diré(o) kurban barrena. Frogaiy,v* ez dela
aldatzen garraio horretan. Ondorioztaful(l probleman ere egin zen bezala) geodesiko baten
denbora, espazio edo argi mota ez dela aldatzen puntukla¢stera.

1kus, adibidez, 15] liburuko 6. gaia.
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3.21 Marea-indar newtondarrak (I). Frogatu grabitazio newtondarre@motentzial grabitato-
rioan erorketa askean ari diren bi partikulen arteko digtannfinitesimalaren eboluzioa honela
idazten dela koordenatu cartesiarretar ataleko notazioan):

d*C i 8?@
dt? 0xI Ok
3.22 Marea-indar newtondarrak (Il). Idatzi 3.21problemako emaitza, gorputz esferiko batek

kanpoan sortutak® = —G M /r potentzial newtondarraren kasuan. Egiaztatu norabidelier
lean (hau da¢ etax bektoreak paraleloak direnean) eta zeharkako norabileetaxe dugula:

¢t

*¢y  2GM ¢, GM

a2 3 S a3 CL

Iruzkina egin emaitzari.

3.23 Frogatu bi dimentsiotan honela idazten dela kurbaduresoesa:

R1212
Riji = (9irgst — 9agjr) g

3.24 Hurrengo metrikak dituzten gainazalen artean, zeintzuklduak eta zeintzuk kurbatuak?
ds* = f(z) dz* + g(y) dy?,
ds? = y*da* + 22 dy?,
ds? = 22 (dx2 + dy2) ,
ds* = f(z) (do® + dy®) .

3.25 Hurrengo metrikak dituzten espazio-denboren artean,daelaua eta zein kurbatua?

ds* = —c* dt* + yda® + dy® + d2?,
ds* = —c® dt* + 2cdt dx + dy* + d22.

Espazio-denbora lauaren kasuan, aurkitu koordenatu mvgkiarretarako transformazioren bat.

3.26 Frogatu hurrengo metrika laua detakonstante guztietarako, eta aurkitu koordenatu min-
kowskiarretarako transformazioa:

ds* = — (02 — a2t2) dt? — 2at dt dx + da* + dy* + dz>.

3.27 Zer dago gaizki

A

™, = (pu”), ut + pu'u’,,
™, = (pu”),, u" + pu’u,,
(pu”)., ut + puut,, = (puA);Au” + putu”
R = R‘“‘W,

g _ PO
R py R op

adierazpenen notazioan? Nola konpontzen da?
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3.28 Egiaztatu 8.90 emaitza.

3.29 Hiru dimentsioko gainazal esferikoa Lau dimentsioko espazio euklidearrean murgilduta
dagoenS (hiper)gainazal esferiko baten ekuaziga+ y> + 2> +w? = a? da. Frogatu koordenatu
egokietan honela idazten dela metrika osoak gainazaleazimtakoa:

2

do* = ds a_ 2 dr® +r? (d92 + sin? d<p2) .

2‘ —
5T g2
Kurbatua al da gainazal hau? Zergatik?

3.30 Hauxe irakurri dugu testuliburu on batean:
By calculating the components of the curvature tenBgy,. in each case, show that the line

element 2

ds® =

dr® +r*df* + r*sin? 0 de*

a2 — r2

represents a curved three-dimensional manifold. Showttieamanifold is flat in the limiéz — 0.
Zer dago gaizki?

3.31 Aurkitu gainazal zilindriko baten kurbadura-tentsorea.

3.32 Fluido perfektua. ErabiliT*”,, = 0 kontserbazio-legea, eremu grabitatorio batean higitzen
ari den fluido perfektuaren hlgldura -ekuazioak honako kalirela frogatzeko:

p
(pu“)m + 2 uu;u =0,
1
<p + %) ut u” + (g"” + —uu” ) P = 0.
E ;
Geodesikoetan barrena higituko dira fluidoaren partikalak

3.33 Bolumen-elementuaErabili metrikaren?.27) transformazioa)N dimentsioko Riemannen
espazio batean bolumen-elementu aldaezina hauxe detiZebm:

V0gldat da?- - da™ = /|g/| da¥ dx? - dz™,
non metrikaren determinanteak= det(g,, ) etag’ = det(g,,) diren.

3.34 Erabili 3.33 problema, gainazal esferikoaren azalera eta hiru dinekdsiainazal esferi-
koaren bolumena kalkulatzeko.

3.35 Suziri erlatibista. Zein dal.10problemako ekuazioaren ordezkoa erlatibitate orokoftean

3.36 Koordenatu lerromakurrak. Ohiko kalkulu bektorialean ere aplikatzen da gai honetako
geometria. Frogatu azken horren bidez koordenatu zikodtan eta esferikoetan honela idazten
dela eremu eskalar baten laplacetarharu dimentsiotan:

10 < 8@) 10°d 0%

2
d=- i T I
v pop\"op) T R og irE

L0 (.00 1 0 00\ 1 20
= —— — | sinf— —_— .
r2ar \\ or r2sin 6 00 00 r2 sin? § 0>
15Eremu bektorial baten dibergentziaren kasuan, adibidem@aren osagai ortonormalak idatzi ohi direnez,

hemen ikusi ez dugun oinarri ortonormalen kontzeptua kiadtar da (ikus, adibidez4] liburuko 139. orrialdea
edo [L(] testuko 125. eta 152. orrialdeak).
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3.37 Maxwellen ekuazioak koordenatu esferikoetanErlatibitate berezian ere erabilgarria da
gai honetako formalismoa. Eman dezagun eremu elektrikal@rbat dugulak = £'x/|x|.

(a) Idatzi F),, tentsore elektromagnetikoa €3, energia-momentuaren tentsorea koordenatu
esferikoetan, hau dat, r = |x|, 0, ¢) koordenatu-sisteman.

(b) Eman simetria esferikoa duguld:= E(r). Idatzi eta ebatzi Maxwellen ekuazioak aipaturiko
koordenatuetan. Aurkitu3(46 adierazpeneko potentzial elektromagnetikoa.

3.38" Diagrama konformeak. Espazio-denboran defini-
tutakog,, etag,, metrikakkonformeak direla esaten da,

G () = @ (2)gpu ()

betetzen badd)?(z) > 0 eremu eskalar egoki bat erabi-
liz.

(a) Egiaztatu bi metrika konformeren kausa-egiturak (hau
da, argi-konoen egiturak) berdinak direla.

(b) Idatzi Minkowskiren metrikdr, 6, ) koordenatu es-
ferikoak etact erabiliz.

(c) Infinituak distantzia finitura ekartzeko, e¢fin

ct = arctan(ct + r) + arctan(ct — r),
,F

= arctan(ct + r) — arctan(ct — r)

transformazioa. Zeintzuk dird@ etar koordenatuen defi-
nizio-eremuak?

(d) Egiaztatu koordenatu berrietan Minkowskiren metriteaandokoa konformeak direla:
ds* = —c2 dt* + di* + sin* 7 (d92 + sin? 6 dgpQ) .

(e) Egiaztatulfd = dy = 0 gainazaletan irudikdiagrama konformea'’ dugula. Han ikusten dira
koordenatuen definizio-eremua et&onstanteko eta konstanteko gainazalen eta argi-konoen
proiekzioak. Azkenak-1 maldako segmentuak dira.

(f) Gainera ondoko leku geometrikoak agertzen dira diagkaonmugetan:

Ikurra | Izena Ekuazioa
it etorkizuneko infinitu tenporala ct = r, r=20
i~ iraganeko infinitu tenporala | ¢t = —m, =0
i infinitu espaziala ct=0, TFT=m
7 | etorkizuneko infinitu nulua ct+7=m
#~ | iraganeko infinitu nulua ct—7F=—m7

Azaldu zergatik deitzen diren horrela, Minkowskiren espatenboran duten esanahia aztertuz.

8Garrantzi gabeko eskala inplizitu bat dago hemen, funtzioszendenteen argumentuak dimentsio gabekoak
izateko.

penroseren diagramak Carter eta Penroseren diagramakedoPenrose eta Carterren diagramak ere dei-
tzen dira.



4. GAIA

Einsteinen ekuazioak

Partikulen higiduran eta bestelako fenomenoetan kurla&kddmen eragina aztertu dugu au-
rreko bi gaietan. Grabitazioaren eragina espazio-dendiogeometria kurbatuaren ondorioa dela
ikusi dugu. Gai honetan, espazio-denborako kurbadur&wanda, grabitazioaren) jatorri fisikoa
aztertuko dugu. Eremu grabitatorioaren ekuazio erlagkigrakusten dute nola sortzen duten
kurbadura, energia eta momentuaren dentsitateek etankeeto

4.1 Korrespondentziaren printzipioa

Oso ezaguna da Einsteinek lanak izan zituela eremu grah@taten ekuazioak aurkitzeko.
Bide bera jorratu barik, ondoko printzipiddaaliatuko gara.

Korrespondentziaren printzipioa

e Eremu grabitatorioa estatikoa eta ahula bada eta abiadueakerla-
tibistak, Newtonen grabitazio unibertsalaren legea bskreatu behar
da. (Grabitazio newtondarraren orokorpena da erlatibgatrokorra.)

e Eremu grabitatoriorik ezean, abiadura guztietan, erlé@ale berezia
berreskuratu behar da. (Erlatibitate bereziaren orokanpeala erlatibi-
tate orokorra.)

Hortaz, hauexek izango dira gure abiapuntuak:

e Grabitazioa estatikoa eta ahula bada eta abiadurak txikiakilketa ona izango da New-
tonen teorianb potentzial grabitatorioak betetzen duen ekuazioa:

V2® = 471Gy, (4.1)
nonp masaren dentsitatea den.

e Gainera, kasu horretgh7 ataleko limite newtondarra dugu:

d

Machen printzipioa aipatzen da askotan testuinguru hapbtina ez da erraz zehazten nola erabil daitekeen
eremu grabitatorioaren ekuazioak bilatzean. Esan dezagkerrik Einsteinek, beregan izan zuen eragina aitortu
bazuen ere, bere bizitzaren amaieran, behintzat, zahtddfotzen zuela printzipio hura.

77
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4 Einsteinen ekuazioak

o Erlatibitatean energiaren alderdi bat da masa. Hortazareaslentsitateaz gain, energiare-
na hartu beharko da kontuan. Baina energia eta momentldieedira independenteak, el-
karrekin transformatzen baitira Lorentzen transformetan. Beraz, masaren eta momentu

linealaren dentsitateak eta korronteak kontsideraturbdéina Horretarakdl. gaiko ener-
gia-momentuaren tentsorea erabili behar da.

Adibidez, 1.4 atalean ikusi genuen hautsaren energia-momentuareoreafs, = pu,u,
del& eta, ondorioz,
Too = puglp = pc” (4.3)

dugu hurbilketa ez-erlatibistan etd,.?) hurbilketaren ondorioz, honela geratzen zaigui)(le-
gea:
81G
V2900 R —?Too- (4.4)
Kobariantzia orokorraren printzipioaren arabera, eregruakuazioak tentsorialak izango di-
ra eta {¢.4) berreskuratu behar da limitean. Ondorioz,

81G
KHV = C—4THV (45)

egiturako ekuazioren bat espero dugy, tentsore kobariante egokiarekin. Zein izan daiteke

tentsore hori? Hasteko4.d) ekuazioa kontuan hartut#;,, tentsorean gehienez metrikaren bi-
garren deribatuak agertzea espero dugu. Horixe gertaéh B kurbadura-tentsorean, baina
lau indizeetako bi kendu behar dira, kontrakzio baten bidez

4.2 Ricciren eta Einsteinen tentsoreak

Kurbadura-tentsorearef.60) antisimetriaren ondorioz;?, , = 0 da, bainaRicciren ten-

tsorea,

Apv

R, =R, (4.6)

eran definitzen dena, ez da, oro har, nulua. Hori I3a8b5 —edota 8.59 eta 3.60— propieta-
teen ondorioz, simetrikoa da,
R, =Ry, 4.7)
hauxe baitugu:
R)\ = _R)\/\I/,u -
(3.52 adierazpenetik honako hau lortzen da:

RA,,M = RAW (4.8)

jN%

R, =T¢, —T¢ 4?17 _T? T (4.9)

pv,p 8% wv po po vp:

Kurbadura-eskalarra ® ondoko eskalarra da:
R=¢"R,, = R“M = RH“. (4.10)
Bestalde, Bianchirer3(64) identitateetan lehen indizea igotzen bada,

R o+ Ry + R 0, (4.11)

vAp;o VOA;p =

2Hautsaren kasu partikularra da proba-partikula bakareapedentsitatea zero da haren unibertso-lerrotik kanpo.

SEdoRicciren eskalarra.
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hauxe dugu kontrakzioa:

RVU?)\ + RMV/\/,L;J + RMVU/\;/,L = RVU?)\ - RV)\KT + RMVO‘)\;/,,L =0. (412)
v indizea igo ondoren, kontrakzio hau dugu:
R, —R,+R",,  =0. (4.13)
Baina Riemannen eta Ricciren tentsoreen simetrien orgjorio
R, =R", =R, (4.14)
dugu eta honela geratzen dai3:
1
2R, — R, =2 (R”U — 5R 55) = 0. (4.15)
Parentesi artean dagoEmsteinen tentsorea
1
G = R™ — 5Rg"”, (4.16)
definitzen badugu, simetrikoa eta kontserbatua dela ikusigu:
G" = G"", (4.17)
G".,=0. (4.18)

Gogoratu,l. gaiko energia-momentuaren tentsore osoak propietatinagrdituela.
Izan ereq, $ etaA konstanteetako

K;U/ - OZR/U/ + /BRgMV + Aguu (419)

konbinazio lineala da, energia-momentuaren tentsoresdesmetrikoa den 2 heineko tentsore
kobariante orokorrena, metrikaren deribatu altuenakriegak badira eta bakarrik modu linea-
lean agertzen badita

Oraingoz, hirugarren gaia kenduko dugu —baina kk4satala etsB. eta9. gaiak—, erlatibita-
te bereziaren Minkowskiren espazio-denbora hutsean ezdesagertzef,,,, R, etak bezala.
Gainera,l},, tentsorean energia eta momentu (ez-grabitatorio) guekarpenak daudenez, bere
dibergentzia zero dd;*,, = 0, eta, beraz, gauza bera gertatu behakdatentsorearekin:

1
K", =aR"  + BR,g" = <§a + 5) R.,g" =0, (4.20)

non 3.41) eta @.19 deribatuak erabili ditugun. Oro haR,, ez da zero izango eta, ondorioz,
g = —«/2 da eta honela idazten dé&. %) ekuazioa:

1 GG
K. =a (RW - §ng) = =T (4.21)

Hurrengo atalean frogatuko dugunez.4j limite newtondarra berreskuratzeko= 1 aukeratu
behar da hor.

4lkus, adibidez,25] liburuko 7.1 atala.
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4.3 Eremu grabitatorioaren ekuazioak

Hortaz, (nahi bada, teoriaren oinarrizko postulatu mojles@mu grabitatorioaren (hau da,
geometriaren) ekuazioak honako hauek direla onartuko:dugu

@

1
B = Tolper = (/@ = 87T4G> . (4.22)

Einsteinen tentsorearer.(§ definizioa gogoratuz, honela ere idazten dtiasteinen ekua-
zioak:

G = KT, (4.23)

Bestalde 4.7 probleman frogatuko dugunez, era baliokide honetan etz watezke ekuazio
hauek:

1
Ry =k (TW — 5Tg,w> : (r=1"=T,"). (4.24)

4.3.1 Eremu estatiko ahularen hurbilketa

Eremua ahula bada,, = 7,, + h,, eta|h, | < 1 dugu,2.7atalean bezala. Gainera eremua
estatikoa bada, denborarekiko deribatuak nuluak izanmgo idipotesi hauekin etal(2) eta @.9)
erabiliz, hauxe dugu:

FOO ~ —5(5]]1007]‘ = g5j®7j, (425)
ROO ~ FOO,Z’ ~ g5]®7ji = gv D, (426)

Orain, hautsaren kasua#, etal = pu*u, = —pc? erabiliz, honela geratzen da.24) ekua-
zioaren00 osagaia:

1
Roo = K (Too - §T900) ) (4.27)
1 81G 1 81G 1 ArG
—2V2® ~N— (p02 + —chgoo) N —5p <1 + —7700) = — P (4.28)
c c 2 c 2 c

Azken adierazpenead () legea berreskuratzen denez, egokia@en 1 aukeratzea.

4.3.2 Einsteinen ekuazioak hutsean

Einsteinen ekuazioetan agertzen den energia-momentigaresorean masa, energia eta mo-
mentu guztien ekarpenak daude (grabitazioari berari dagioak izan ezik). Espazio-denborako
eskualde batealy,, = 0 baduguhutsa dela esango dugu eta han Einsteiné24) ekuazioak
hurrengoetara laburtzen dird, 24) adierazpenaren ondorioz:

Ry, =0. (4.29)

SEra honetan aurkeztu zituen Einsteinek 1915eko azaro&ean2 Eztabaida garratza eta luzea izan da bost egun
lehenago Hilbertek aurkeztu zuen txostenean zegoenarz belkuazio baliokideak ote? IkugZ, 73, 135 182, 189,
203.
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Ekuazio horiek betetzen dira Minkowskiren espazio-deab@metrika lau guztietan), baina ego-
kiak dira beste kasu askotan. Adibidez, hurrengo gaiarrtakte dugu nolakoa den geometria
(hau da, grabitazioa) izar batetik kanpo. Izarraren barrnaski, 7, ez da zero izango, baina
kanpoan hurbilketa egokia izan daiteke beste masa eta exesgrabitatorio guztien ekarpenak
arbuiatzea. Antzeko gauza bat gertatzen da grabitazioonelatrean: masa-banaketatik kanpo
Poissonen ekuazioa Laplaceren ekuaziora laburtzen dza barrek ez du esan nahi kanpoan
eremurik ez dagoela. Era berean, karga eta korronterikgyalddaxwellen ekuazioek soluzio ga-
rrantzitsuak onartzen dituzte: haien artean uhin elekagmetikoak daude. Halabe#.29 ekua-
zioen soluzioen artean uhin grabitatorioak daude, besteste 6. gaian ikusiko dugun bezala.

4.3.3 Koordenatu-baldintzak

Simetrien ondorioz Einsteinen eta energia-momentuamgsdeeen osagai independenteak
10 direnez, Einsteinen ekuazioak ere 10 data hortik kalkulatu behar diren ezezagunak me-
trikaren 10 osagai independenteak. Dena ongi dagoela prdatgehienetan bigarren ordenako
deribatu partzialetako ekuazéz-linealhauek ebaztea 0so zaila izan arren. Alabaina, ikuspun-
tu aljebraikotik independenteak badira ere, lau loturareifitzial betetzen dituzté:*,, = 0.
Hortaz, sei ekuazio bakarrik dira funtzionalki indeperndak eta metrikan lau askatasun-gradu
geratzen dira Izan ere, ez da harritzekoa, kobariantzia orokorraremioz, lau koordenatuak
edozein modutara aukera daitezkeelako. Lau askatasdn-paaiek Einsteinen ekuazioaren so-
luzioen interpretazioa zailtzen dute, koordenatuen dsdisékoa zehazteko irizpide garbirik ez
badago. Askotan gertatu da soluzio berritzat argitarahadgoluzio ezagunen baten baliokidea
izatea, koordenatuak (eta, oro har, hauen definizio-ergdaesberdinak izan arren.

Elektromagnetismoan dagoen aldaezintasunaren antzegaréjul.16 problema), hemen
ere gauge aldaezintasun bat dugu (askoz handiagoa, gagtenaraktikan, soluzioak kalkula-
tzerakoan, gauge bat aukeratu behar da. Koordenatuek lidintbha betetzeko eskatu behar da,
beraz. Modu askotara egin daiteke hori, baina hemen bakapatuko dugu koordenatu-baldin-
tza erabiliena.

Koordenatu harmonikoak®

Horrela deitzen dirde Donderren baldintzak betetzen dituztenak. Aipaturiko baldintzak bi
modu baliokidetara idatz daitezke 6 problemaren ondorioz:

I =g"T,, =0, (4.30)

o (Vg™ =o. (4.31)

non metrikaren determinantea der= det (gw)i ,—o- Koordenatu harmonikoak beti existitzen
dira eta funtzio harmonikoak dira, ondoko ekuazioen solziikus4.10problema):

1% 2* =0, (4.32)
non lau dimentsioko d’Alemberten eragile kobarianteaiérdbgun:
2 f = 9" fo = 6" fu — TP f (4.33)
6N dimentsiotanV (N + 1)/2 dira.

’Einsteinen ekuazioen Cauchyren problema aztertuz eregiorzierdinera heltzen da: ikug¥] liburuko 162. or.
8kus [25] liburuko 162. or.
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Erabilgarriak dira koordenatu hauek eremu grabitatoridaen ekuazioak sinplifikatzeko (ikus
6.1.3atala). Gainera, argi dago harmonikoak direla Minkowskespazio-denborako koordenatu
minkowskiarrak.

4.4 Konstante kosmologikoa

(4.19 ekuaziotik azken gaia ezabatu genuen, grabitaziorik lgalespazio-denbora lauan
ez delako desagertzen, korrespondentziaren printzimek&tzen duen bezala. Hala ere, batez
ere testuinguru kosmologikoetan (eta ez dago grabit&zgabeko kosmologiarik), horrelako
ekarpen txiki bat egon daiteke, Einsteinen ekuazioak oo@oln agertzeko moduan:

G + Agyy = kT, (4.34)

A konstante kosmologikoak, konstantea izan behaddid ekuazioaren bi gaien dibergentziak
zero izateko.
4.3.1ataleko ildotik, eremu estatiko ahularen kasuan hauxe:dugu

V20 ~ 4nGp — A2 (4.35)
M masa esferiko batetik kanpo, hemendik lortzen den erenhitgtarioa

g=—-Vo~r oM x + 1A02x (4.36)
x[* 3
da (ikus4.12problema). Hemendik aurrera onartuko dugun bezalpgsitiboa bada, konstan-
te kosmologikoak aldarapen bat sortzen du eta, gainer@antizgarekin handitzen da aldarapen
hori. Horixe izan zen Einsteinen arrazoia gai hori sartzefavai hartan unibertsoa Esne Bide
estatikoa zela uste zen eta, soluzio estatiko bat (hau datden eta uzkurtzen ez dena) lortzeko,
gai aldaratzaile hori behar zuen, 1917an, erakarpen gtabdari aurre egiteko (iku8.3.1ata-
la). Horrela egin zuen bere «bizitzaren hanka-sartzenikligaa», 1929an Hubbl&lurkitutako
unibertsoaren hedapena teoriaren bidez aurresatekceaedkemra galdu baitzuen. Alabaina, gaur
egun kosmologo gehienek uste dute horrelako gai txiki fmsitat dagoela (oso txikia izan behar
du, teoria newtondarraren arrakastak ulertu ahal izat&tdarapen hori izan liteke astronomoek
neurtzen duten unibertsoaren hedapen azeleratuarereazalpainera, horrelako gai bat erabil
daiteke inflazioa aztertzean (ikAsgaia).
Baina,Ag,, gaia geometriko hutsa da ala jatorri fisikoren bat izan de?2#k34) ekuazioa

G =k (T +T.)) (4.37)
eran idatz daiteke ohiko energia-momentu tentsorearikmhau gehitzen bazaio:
Act
TO) = _ o 4.38
uv 87TG g# ( )

Fluido perfektuaren3 .43 energia-momentuaren tentsorearen egitura du honek;seegiaazioa
p = —pac® bada, ondoko energia-dentsitatearekin:
Act

87G’

pA02 = (4.39)

9Baina ikus146 orrialdeko9 oin-oharra.
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Baina nola izan daiteke negatiboa presio&3® tentsorea metrikaren menpeko hutsa denez,
bestelako energia eta momentu gabe ere agertuko da: hupsapetatea da. Huts kuantikoaren
fluktuazioen ondorioa izan litek& hauen energiaren dentsitatéa3@ balitz; baina orain arte
egindako kalkuluetan lortzen diren emaitzak, behaketakbtsgikoek emandako goiko limitea
baina 120 magnitude-ordenaz handiagoak dira (teoriadestagan: beste kalkulu batzuetan erro-
rea txikiagoa da baina oraindik itzelezko handi&, [59, 194: fisikaren historiaren iragarpenik
txarrena! Hau idazten dugunean, konstante kosmologikassanahiaren azterketa (eta espeku-
lazio) askoren gaia da.

4.5 Higidura-ekuazioak
Erabili dugun bideari jarraitu gabe, gure abiapuntua (dasitzat edo printzipiotzat hartuta)
Einsteinen ekuazioak badi@}" , = 0 emaitza matematikotik**,, = 0 kontserbazio-legea on-
doriotzat lortzen dugu; baina hemendik lortzen da mateniéedota eremuen) higidura-ekuazioa.
Adibidez, hautsaren kasuanT,,, = pu*u” denez,
T, = (putu’),, = (pu),, u" + puu”, = 0 (4.40)
dugu etau,,-rekin biderkatuz kontrakzio hau lortzen da:
— & (pu"),, + puyuut,, = 0. (4.41)
Hemen erabili dugum,,u* = —c* berdintza deribatuz,
uyut, =0 (4.42)

geratzen zaigunez, honako bi emaitzak lortzen dirdlj eta ¢@.40 ekuazioetatik:

(pu”),, =0, (4.43)
u u” = 0. (4.44)

Lehenengo emaitza jarraitutasun-ekuazioa da (gogtrdatalean et&.6probleman esandakoa)
eta bigarrena geodesikoen ekuazi@a3®) erlazioaren ondorioz:

Dut du*

v

“w
ut

(Gogoratu3.32problema eta ikug.5.1atala.)

Era berean, bestelako indarrik pairatzen ez duen proligqilar baten higidura-ekuazioa
(geodesikoen ekuazioa, alegia) eremuaren ekuazio ealdiagik lortzen d&. Elektrodinami-
kan, aldiz, eremuaren ekuazio linealak diren Maxwellereglaetatitk ez da Lorentzen indarra
deribatzen.

101933an iradoki zuen Lemaitrek konstante kosmologikoadnetsenergia izan daitekeels5.
1Gogoratu78. orrialdeko2 oin-oharra.
2|kus, adibidez, 0] testuko 8.8 atala,1{4] liburuko 20.6 atala etal[g] testuko 231. or.
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4.6 Aldakuntza-printzipioa

Fisikaren beste arloetan bezala, erlatibitate orokorezaroinarrizko ekuazioak aldakuntza-
-printzipio egoki batetik lor daitezke. Ideia ez da mekarakalitikoaren erabiltzen den Hamilto-
nen printzipioaren desberdina, baina orain aldagai intggeteak lau dirazf*) eta menpekoak
g, funtzioak (gainera, azken hauen lehen eta bigarren daskatgertzen dira lagrangearrean).
Aipa dezagun bakarrik posibilitate b&instein eta Hilberten ekintza'®. Lagrangearra metrika-
ren determinantearen eta kurbadura-eskalarraren kanbanda:

1
Ley = Srec 9| . (4.46)
KC

Espazio-denborak® eskualde mugatu finko batean kalkulatzen da ekintza,

IEHI/ EEHd4.’L’, (447)
R

eta mugan metrikak eta deribatuak aldatu gabe lortzen didakuntzekiko egonkorra izateko
eskatzen da:
0Zegn = 0. (4.48)

Euler eta Lagrangeren ekuazioak (lagrangearrean medrikaigarren deribatuak ere agertzen
direnez)
OLen 0 0Ly N 0?  OLey
09 0P 09,  O0xP0T° 091 po

moduan idazten dira eta hortik lortzen dira hutsafgp = 0 ekuazioak (ikus 10| liburuko
539. or. edo]5] testuko 118. or.). Espazio-denbora ez bada hutsa, mateesa eremuen energia
eta momentu lineala kontuan hartzeko, dagokiga ekintza ere sartu behar d&.23 ekuazio
osoak lortzekod (Zgy + Zye) = 0.

=0 (4.49)

4.7 Gehiago ikasteko

e Einsteinen ekuazioen esanahia matematika gutkg: [
¢ Erlatibitate orokorra, berezia ikusi baino lehenada:.

o Erlatibitate orokorraren egiaztapen esperimentalak estelxeoriak: 14, IX. zatia; [74];
[200.

e Konstante kosmologikoaren histori&l]; [11d.
e Konstante kosmologikoaren buru-hausgarda];[[ 59].

e Aldakuntza-printzipioak: 1], 11.4 atala; 8], 4.3 atala; {i], 11. gaia; p], 26—30. gaiak;
[10], 19. gaia; [L2], 93. atala; [L4], 21. gaia; R5], 357. or.

e Noiz ez da minimoa ekintza?1(02.

e Cauchyren problema:4], 174. or.; R5], 163. or.

BEztabaida luzea gertatu da, zientziaren historialariszaay ekintza honen aurkikuntzaren lehentasunaz. Testu
batzuetan bakarrik aipatzen da Hilberten izena.
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Grabitazioaren energia eta sasitentsoreak], 11.2 atala; §], 31. eta 32. gaiak;12],
96. atala; 4], 18. eta 19. gaiak;1[6], 6.5 atala; 5], 165. or.

Machen printzipioa: 4], 121. or.; [L5], 325. or.; R5], 86. or.

— Newtonen eta Kopernikoren kritikal (9.

— Biraketa-higidura eta arraste inertziala0f].
— Erlatibitate orokorraren historianl$3.

— Ondorio fisikoak: [L54].

Mihiztadura minimoaren printzipioa4], 131. or.
Erlatibitate orokorra 2 eta 3 dimentsiotaGd].

Brans eta Dickeren teorial()], 174. or.; [L5], 338. or.; 5], 157. or.
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4.8 Problemak

4.1 Zergatik da onartezina erlatibitateah) legea? Etal> ® = 47 Gp?

4.2 Egiaztatu bi dimentsiotan honela idazten direla Ricciggridorea eta kurbadura-eskalarra:

R 2R
R = —1;12 9. R= ;m, (4.50)

non metrikarery = det (g;;); ._, determinantea erabili dugun. Gainera, honela definitzen da

2
ij
Gaussen kurbadura

- g (4.51)

Egiaztatu3.9 ataleko gainazal esferikoaren kasyas a* sin” # denez,K = 1/4? dugula.
4.3 Egia al da kurbadura-tentsorea nulua denean Riccirenasrsaelela? Eta alderantzizkoa?

4.4 Schwarzschilden metrika (1) Kalkulatu2.16 eta 3.18 problemetako metrikaren Ricciren
tentsorea eta kurbadura-eskalarra.

4.5 Schwarzschilden metrika (II). Idatzi2.16 eta3.18 problemetako metrika ondoko koorde-
natuetan:
(2%, 2,5, 2) = (ct,rsinf cos,rsinf sin,rcosb).

Harmonikoak al dira koordenatu berriak?

4.6 Kalkulatu kosmologian aurkituko dugun ondoko metrikarear®annen, Ricciren eta Eins-
teinen tentsoreak:
ds® = —c*dt* + a*(t) (da* + dy” + dz7) .

4.7 Einsteinen ekuazioakFrogatu ondoko era baliokidean idazten dirdl29) ekuazioak:

1
R/U/ =K (TP«V — §Tgl“’) y
nonT =1T*% =T, " den. Zein da dagokion emaitza konstante kosmologikoarekin

4.8 Tauben metrika. Honela idazten da, kasu partikular batéan

12 242 12 — o242
_rrev A dt? + 4;276

12— 22 12 + 2t
non(ct,v,0,¢) € (=1,1) x [0,7) x [0,7) x [0,27) den. Laua al da? Eta hutsaren Einsteinen
ekuazioen soluzioa?

ds? = (dy + cos O d)® + (I* 4 *t?) (d6” + sin® 6 d?)

4.9 Egiaztatu ondoko egiturako metrika guztiak lauak direlasaren Einsteinen ekuazioen so-
luzioak badira:
ds* = —c* dt* + dp* + f*(p) d* + d2°.

Aurkitu Minkowskiren metrikaren ohiko adierazpena bekteatzeko erabili behar den aldagai-
-aldaketa eta egiaztatu metrika horien art@dhlataleko soka kosmikoak daudela.

4kus, adibidez,§] liburuko 5.8 atala.
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4.10 Egiaztatu 4.30 eta @.32 baldintzak baliokideak direla.
4.11 Tentsorialak al dira4.30—(4.31) baldintzak?
4.12 Frogatu ¢.36 emaitza.

4.13 Kurbadura konstanteko espazioak®. Espazio lauen eta gainazal esferikoen orokorpen
moduan,N dimentsioko espazio bat kurbadura konstantekoa delaredatgeometrian ondoko
baldintza betetzen deneald,konstante egokiarekin:

Rivpo = K (GupGvo — GuoGup) -

K = 0 dugu espazio lauetan efta # 0 gainazal esferikoen eta hiperbolikoen orokorpenetan.

(a) Kalkulatu horrelako espazioen Ricciren tentsorea etbddura-eskalarra.

(b) Hemendik aurrera eman dezagun kurbadura konstantpkaiea,N = 4 dimentsioko espa-
zio-denbora dela. Zein da Einsteinen tentsorea?

(c) Egiaztatu Einsteinerd(23 ekuazioen soluzioa dela, energia-momentuaren tentforda
perfektu batena bada. Aurkitu azken honen egoera-ekuddiado arrunta izan daiteke?

(d) Frogatu hutsaren Einsteinef.4) ekuazioen soluzioa dela, kalkulatu behar den konstante
kosmologiko egokiarekin.

(Ikus, gaineray.2.1atala eta/.2 problema.)

Hauexek dira simetria handieneko espazioak: puntu gumigmruan isotropoak eta homogeneoak dira eta
N(N + 1)/2 Killingen bektore linealki independente dituzte.
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5. GAIA

Schwarzschilden soluzioa

Gai honetan aztertuko dugun Einsteinen ekuazioen solugimazenetakoa eta erabilgarrie-
netakoa da. Gorputz esferiko bateknpoansortzen duen eremua (hau da, geometria) deskriba-
tzen du eta teoriaren lehenengo egiaztapen esperimentdtakzeko erabiliko dugu. Erlatibitate
orokorraren ezaugarri berri batzuk aurkituko ditugu &stx honetan. Amaitzeko, gorputzaren
barruko geometria eta karga esferiko estatiko baten kamgtoika aztertuko dira.

5.1 IRUDIA Simetria esferikoaren ideia.

5.1 Birkhoffen teoremé&

Eman dezagun hutsaren ekuazioen soluzio batek simeteakesf duela. Horrekin esan nahi
dugu puntu baliokideetako bi dimentsioko gainazal itxietel bete daitekeela espazio-denbora

!Lehenengo soluzio zehatza izan zen hau. Badirudi Schwildsk hau aurkitu arte Einsteinek uste zuela ba-
karrik lor zitezkeela soluzio hurbilduak. Harrezkero suzehatz asko eta asko aurkitu digs].

2Dirudienez, Jarg Tofte Jebsen fisikariak 1921ean lortu Bigkhoffek 1923an berriro frogatuko zuen teorema
hau [L17.

89
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(ikus 5.1 irudia). Gainazalak izendatzekcetar koordenatuak aukeratzen badira, gainazal ba-
koitzeko puntuak izendatzeko ohikioeta p angelu polarrak aukeratzea izango da naturalena.
Aukera hauekin hauxe izango dugu simetria esferikoaresrazjena:

dszldt:drzo = f(t,r) (d6 + sin® 0 dp?) . (5.1)

Kobariantzia orokorraz baliatuzetar koordenatuak nahi den moduan alda daitezke, aurreko
adierazpenaren egitura aldatu gabe. Askatasun honetatiaaf (¢, ) = r* aukera egingo dugu,
simetria esferikoa bermatzen duen bakarra ez bada ere

ds?|,_, _, =7 (0 4 sin® 0 dp?) . (5.2)
Schwarzschilden koordenatu erradial hau erabiliz= dr = 0 gainazalen azalerarr? da (go-
goratu3.34 problema): koordenatu erradialaren esanahi geometrigkoaehda, baindnorrek ez
du esan nahi zentro batetik neurtutako distantzia konstadela ohiko geometria euklidearrean
bezala (iku$.1problema).

Orain, simetria esferikoa eta.@) egitura kontuan hartuz, metrika osoa

ds® = —A(t,r)dt* + B(t,r) dr® + C(t,r) dt dr +r* (d6 + sin® 0 dp?) (5.3)

moduan idazten daSimetria esferikoaren ondorioz, B etaC funtzioak bakarrik dira eta
r koordenatuen funtzioak et&.@) elementuanit df, dt dy, dr df, dr de etadd dp gaien koe-
fizienteak nuluak dira; bestela, angelu polar bat handitaaxikitzea ez lirateke baliokideak.
Gainera, oraindik nahi den moduan alda daiteke denboradkoatuat = ¢(t',r) funtzio ba-
ten bidez. Aldaketa hori egiten badugu3d) metrikan,dt’ dr gaiaren koefizientea hauxe da (ikus
5.2problema):
@(t/ 9 / @ ! ~ /

) | =2A(g( ), r)=(t",r)+ C(g(t',r), )| . (5.4)

ot! or
Baina makoen artekoa zerorekin berdinduz lortzen den ittzlien edozein soluzio aukeratuz,
honela geratzen da metrika,eta B funtzio egokiekin (iku$.2 problema)’-ren ordez idazten
badugu:
ds* = —A(t,r) dt* + B(t,r) dr* + r* (d6* + sin® 6 dp?) . (5.5)

Oraindik koordenatuak ez daude guztiz finkatuta; h(¢') aldaketek ez baitute metrikaren
egitura aldatzen.

Aurrera egiteko, simetria esferikoa baino gehiago behgudEinsteinen4.29 ekuazioak,
hain zuzen5.2irudiko kalkuluan ikusten dugun bezala,

1 0B
=B (5.6)
dugu eta, beraz3 = B(r). Orain,R;; = R, = Rys = 0 ekuazioetatik lortzen den
rB'+(B—-1)B=0 (5.7)

ekuazioaren soluzio orokorra (aldagaiak bananduz ermk#tzen dena) ondoko moduan idazten
dugu,rs integrazio-konstantearen funtzioan:

B= (1 — %)1 . (5.8)

3lkus, adibidez, [ 6] testuko 7.2 atalean egitura honen beste frogapen bat.
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ni1:= Needs ["Ricci’Ricci™ 1;
ds2 = -A[t,r ]Dt[t]® +B[t,r ]Dt[r]*+r? (Dt[e]” +Sin [€]? Dt [¢]?);
SetMetric [ds2, {t,r, o, ¢}]
n4l= Ricci [0, 1]
BLOT[t, r]
r Bit, r]
nis= BLt, r_ ] := B[r]

Solve [{Ricci [0,0] =0, Ricci [1,1] =0,Ricci [2,2] =0},
B' [r], {AC [t r 1, A©2) (1t r 1}] /7 Simplify

(=1+B[r]) B[r]
: J)

(-1+B[r]) B[r]

out[6]= HB’[r 1= -

ni7:= DSolve [B’[r] == -

JBIrlr ] // Simplify
r

out[7]= HB[r] - '

J)

s -1
= BLr_]1:= (1 - —) ;
r

Ricci [2,2 ] // Simplify

Cltl 4y

rsA[t, r]+r (-r +rs) AL [t r]
21 Alt, 1]
nio= DSolve [% =0, A [t,r 1, {t,r }] 7/ Simplify

out[9]=

(r-rs) C[1][t]

, J)

s
npa= Aft, r_ 1= [1 - —) frt]
r

out[10]= {{A[t, r] -

PrintRicci [Simplify ]

Rj -0

5.2 IRUDIA Birkhoffen teoremavathematicaren bidez.

Honekin geratzen zaigun
Rpp— '8 " —1s04 _
7o 24 ar
ekuazioa zuzenean integratzen da, aldagaiak banandusmnttautazkd (¢) integrazio-funtzioa
erabiliz:

(5.9)

A= (1 . %) F(). (5.10)

Hortaz, Einsteinen ekuazio guztiak betetzen ditu honakivikaehonek:
2_ (1 _Ts 2 s\ 2 (102 | win?2 2
ds? = (1 : ) F(t)di® + (1 - ) dr? 412 (d6? + sin0dg®) . (5.11)

Denbora koordenatuan geratzen den askatasuna erabiliZ, = f(t) dt* ekuaziotik lortzen den
" erabiltzen bada, prima kenduta, hauxe dugu simetria keteduen kanpo-soluzioa, aukeratu
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ditugunSchwarzschilden koordenatuetafy:

2_ (1 _Ts\ 22 s\t 2 (102 | win?2 2
ds® = 1 cdte+ (1 dr* +r (d@ + sin Odgo). (5.12)
r

”
Hipotesi bakan batzuk erabiliz lortu dugun soluzio honekdi® bi propietate hauek ditu:

e Asintotikoki laua da. Distantzia infinituray — oo limitean, Minkowskiren 8.85 me-
trika berreskuratzen da (koordenatu polar esferikoetar®mu grabitatorioa zerora doa
infinituan, espero bezala, eta Schwarzschilden koordakatfinituan geldi dagoen beha-
tzailearenak dira.

e Estatikoada: 2.69 baldintza betetzen da, metrikaren koefizienteak ez baitienboraren
menpekoak etgy,; = 0. Simetria esferikoa duen izar baten azala hedatzen edotaeku
bada ere, kanpoan metrika ez da aldatzen infinituap (co limitean) geldi dagoen beha-
tzailearent denborarekin eta, ondorioz, ez du erradiazio grabitaté&rigortzen. (Gauza
bera gertatzen da karga-banaketa esferikoekin: ez duteesarradiazio elektromagneti-
korik, nahiz eta aldakorrak izan.)

M masako gorputz esferiko baten kanpo-eremua deskribatmhn .12 metrikak, distan-
tzia handiray > rs denean, eremua ahula izango da &ta1) hurbilketaren ondorioz

o 2GM
mo=-(1-2) ~ - (1+25) -~ (1-251). (513)
r C cr

Ondorioz, hauxe da gorputzar8eshwarzschilden erradioaizeneko integrazio-konstantea kasu
honetan:

2GM

5 -

(5.14)

s =
(&
Masa-banaketa esferikoek kanpoan sortutako eremu gi@ini masa osoaren menpeko hutsa
dela frogatu zuen Newtonek (eta Gaussen teoremaren ormméma da haren teorian) eta hauxe
dugu emaitza horren orokorpen erlatibistd. parametroaren interpretazioa erraza da infinitu-
ko behatzailearen ikuspuntutik: Newtonen grabitazio erigalaren legean agertzen den masa
grabitatorio aktiboa da; baina ik&s8 ataleko masa-ekuazioaren azterketa.
Goian aipatutako interpretazio geometrikoa gorabehBra2(metrikandr?-ren koefizientea
1 ez denezy koordenatua ez da zentro batetik neurtutako erraqikas 5.1 problema).

5.2 Geodesikoak

Partikula askeen orbitak aztertzekd 13 problemako metodoaz baliatuko gara. Puntu bat
erabiltzen badugu denbora propioarekiko (edo, masa ggietikulen kasuan, parametro afin

“Einsteinek bere teoria osatu zuen urte berean (1915) aukén Schwarzschildek eremu grabitatorioaren ekua-
zioen lehen soluzio zehatz hau, Lehen Mundu Gerrako trietaa zegoela. Einsteinek aurkeztu zuen Schwarzschil-
den lana Prusiako Zientzien Akademian, 1916ko urtarmild@an. Johannes Drostek berriro aurkitu zuen soluzio hau
eta bere lana Lorentzek aurkeztu zuen, Holandako ZienEriege Akademian, maiatzaren 27an. Drosteren deriba-
zioa zuzenagoa zen eta metrikaren azterketa sakonagdazHuoirikertzaileen izenekin ezagutu beharko litzateke
soluzio hau, beste soluzio famatuekin egin ohi den bezala (ola geroago aztertuko dugun FLRW metrikarekin:
ikus 149, orrialdeko oin-oharra).

SBeti bezalag® = ct hartzen dugu hemen.
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batekiko) deribatua adierazteko, honela idazten da lageama, garrantzirik gabelg 2 faktorea
alde batera utzita:
_ v (1 TS\ 252 _Ts 1 2 ( p2 .2 .9

L =g,i's" = (1 7’> t+<1 7’> 4T <0 + sin Hcp>. (5.15)
Adierazpen honetanetay ziklikoak dira eta dagozkien momentu kanonikoak higidkoastan-
teak (gogorat2.14problema). Gainera, ez da aldagai independentearen masptk ondorioz,
dagokion hamiltondarra (testuinguru honetan lagrangeamrberdina dena), balio konstante eza-
gunekoa da. Hortaz, hauexek dira hiru higidura-konsté&ntea

. -1 :
—ac® = — (1 — E) A+ (1 — E) 72 4 r? (92 + sin? 99&2) , (5.16)
T T
k= (1 _ E) i, (5.17)
T
h = r?sin6 ¢, (5.18)
nona = 1 dugun masadun partikulen denbora motako geodesikoenrkdgya i = —c?

baita) etax = 0 masa gabeko geodesiko nuluetan ¢“i* = 0). Menpeko aldagaiak lau direnez,
bakarrik behar dugu laugarren higidura-ekuazio bat. Emag-ri dagokiona da:

<r29.>. — r?sinf cos @ ¢* = 0. (5.19)

Potentzial zentral batean higitzen den partikularen higichztertzen bada mekanika ez-er-
latibistan,f eta ¢ angeluei dagozkien higidura-ekuaziodk1® eta £.19 dira (jakina, kasu
horretan puntua denbora arruntarekiko deribatua izangd@#saz, kasu bietan ondorio geome-
trikoa berdina daorbita laua da eta, simetria esferikoa kontuan hartuta,i laetkera daitezke
angeluak higidura-plano@d = /2 izateko moduan(lkus, gainerab.4 problema.) Hemendik
aurrera beti egingo dugun aukera horrekin 19 identikoki betetzen da eta geratzen zaizkigun
ekuazioak honako hauek dira:

—act = — (1 - %) A+ (1 - %)1 72 4 r2p?, (5.20)
k= (1 - %) i, (5.21)
h =r%p. (5.22)

Orain, 6.21) eta 6.22) erabiliko ditugu, 6.20-tik ¢ etay ezabatzeko eta koordenatuaren
eboluzio-ekuazioa lortzeko:

h2
72 4 (1 - 5) (— n 0402) — k2. (5.23)

r r2

5.2.1 Orbitaren ekuazioa

Ibilbidearen ekuazioa lortzeko, denbora propioarekiko pdrametro afinarekiko deribatua
ezabatuko dugup(23 etar koordenatuaren = 1/r alderantzizkoa erabiliz:

1
. (5.24)
u
! d
2]{32 1—
w? 4t =reut 4+ S a2 TS (5.26)

h? h?
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Ekuazio haup-rekiko deribatzen badug#,integrazio-konstantea ezabatzeko, hauxe dugu:

u' +u= 02_r + 37“ u?.
“on2 S
Ekuazio honen soluzio orokorra funtzio eliptikoen bideatmdaiteke (ikus, adibideZz] §] testu-
ko 322. or.; kalkulu aljebraikoa egiteko programaren batezabil daiteke), baina horrela lortzen
den adierazpena ez da o0so erabilgarria. Horren ordez,isqadikularrak aztertuko ditugu hu-

rrengo ataletan edo, bestela, metodo kualitatiboez etaltiuez baliatuko gara.

(5.27)

5.3 Argi motako geodesikoak

Masa gabeko partikulen kasuan,= 0 egin behar da5.27) ekuazioan eta;s erradioaren
(5.149) balioa erabiliz, honela geratzen zaigu geodesiko nulkaazoa:

3GM
u +u= u’.

c2

(5.28)
Bestalde, %.23 ekuazioa honela idazten da~= 0 egin ondoren:

1 1 rey 1 _h

Dimentsio bakarreko energia mekanikoaren kontserb@&ge4baten egitura du honek, potentzial
eraginkorra ondokoaren proportzionala bada:

1 s
Vo= (1- 7) . (5.30)
Ve 03
ol __~ Ce
Gy : ;
‘ 1
\
\
‘ r
Ts To

5.3 IRUDIA (5.30 potentzial eraginkorra.

Potentzial honen grafiko® () irudian agertzen da (geroago azalduko dugu zergatik marra
tu dugun bakarrik- > rs tartea). Mutur bakarra duy,, Vy) = (3rs/2,4/27r2) puntuan, eta,
maximoa denezrbita nulu zirkular bakarra ¢ = 3rs/2 = 3G'M/c?) ezegonkorra da

Bestalde, distantzia handira, grabitazioa arbuiagaeieedn, argiaren ibilbidea zuzena izatea
espero dugu (ikuS.5 problema):

rsin(p — o) ~ Fb, (r — oo limiteetan, (5.31)

Slkushttp://tp.lc. ehu. es/jm/ G schw ar gi a. ht m orrialdeko simulazioa.
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nonb konstantea jotze-parametroa dengta= lim,_, .. ¢. Beraz,

: b
¢ — o ~ sinp — po) ~ F- .
" (r — oo limiteetan. (5.32)
rzd_go ~ +b
dr
Bestalde, .29 ekuazioaren ondorioz,
dy o h [1 1 rey ] Y2
2— = 2— = — = _— — — _
P =t - o [62 = (1 - )} — 4, (5.33)

lortzen dugunez,5.29 adierazpenean definitu dugurhigidura-konstanteas(31) limiteetako
b jotze-parametroa dela egiaztatzen dugu. Berdina da iekgagta etorkizuneko higidura asin-
totikoetan, biak existitzen direnean.

Keplerren problema ez-erlatibistaren kasuan energianpote eraginkorra erabiliz egin ohi
den bezalag14], informazio kualitatibo interesgarria lor daiteke3 iruditik, (5.29 emaitzaren
ondorioz,Ve < 1/b* dela erabiliz.

e Hasieran fotoia distantzia handitik hurbiltzen badla; 0, eta jotze-parametrda> by, =
3\/§rg/2 = 3\/§GM/C2 bada, distantzia minimoko abside batera iritsi ondoreamgdbe
urrunduko datz; bezalako orbita irekia izango da.

e Hasieran fotoia distantzia handitik hurbiltzen badlag 0, eta jotze-parametroa < b,
bada, s balioraino helduko da, espiral moduko orbita bateankasuan bezala.

e s < 1 < ro puntu batetik abiatzen bada, infinitura joateko (hau daegésko,G3 orbitan
bezala)) < by behar da eta etorkizuneko orbita asintotikoaren jotzespatroa izango da
b hori. Bestela, (7, kasuan, adibidez) fotoiak azkenear= rs gainazala zeharkatuko du
eta ez dago jotze-parametrorik.

5.3.2atalean aztertuko dugu lehen kasua, erlatibitate oroleregiaztapen esperimental klasiko
batean gertatzen baita.

5.3.1 Gorriranzko lerrakuntza grabitatorioa

Argi dago Schwarzschilden metrika estatikoa dela eta adm erabilitako koordenatuetan
(2.69 egitura duela. Beraz, honela idazten da/ () emaitza:

o [go(x)  [1—rs/m
v \lgoo(xp) \1—rs/rp’ (5:34)

Hortaz,rp > r badayp < 1 dugu.
Detektagailua (astronomoa) infinituan badago+= oo,

Voo _ V1—rs/m (5.35)

Y

dugu eta fotoiaren gorriranzko lerrakuntza hauxe da:

—1/2 -1/2
_ 2GM
ZEAOO >\|:V|_1:(1_§) _1:(1_ G ) — 1. (5.36)

Al Voo 7 rc?
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Izar baten erradioa > rs denez (ikusLO3 or.), handik igorritako argiaren lerrakuntza (izarra-
ren eta Lurraren abiadura txikiak eta Lurraren eremu gaédniba arbuiatuz) hauxe izango da,
(2.73 emaitzatik ere lortzen den bezala:

GM

2y

(5.37)

Z =

2.8 atalean aipatu genituen baliokidetasunaren printzipimandorio zuzena den fenomeno
honen egiaztapen esperimentalak.

5.3.2 Argiaren desbideratzea

Kontsidera dezagun Eguzkira (edo bestelako gorputz kefestatiko batera) distantzia in-
finitutik (izar urrun batetik)p jotze-parametroarekin hurbiltzen ari den argi-izpi babtdtioa
laburtzekou = 1/r aldagaiaren ordez, dimentsio gabeke: bu = b/r erabiliz, 6.28) higidu-
ra-ekuazioa,

v v = e? (5.38)
moduan idazten da, ondoko dimentsio gabeko parametroangzidan:
3GM
= 5.39
€= (5.39)

Eguzkia

5.4 IRUDIA Argiaren desbideratzéa

(5.39 ekuazioaren egitura, dimentsio bakarreko problema kobédzaile ez-erlatibista bate-
na denez, lehen integral bat lortzendaekin biderkatu ondoren eta, gero, aldagaiak bananduz,
koadraturetara laburtzen da. Funtzio eliptiko baten foatz geratzen den adierazpena ez da 0so
erabilgarria eta komenigarriagoa da beste estrategitzhatere, desbideratzea oso txikia izango
denez, Lurretik neurtzeko, jotze-parametroa ezin izatekaiEguzkiareri, erradioa baino as-
koz handiagoabh > R, hau dag < 6.37 x 107%. Balio hau oso txikia da eta perturbazio-teoria
erabil daiteke %.38 ekuazio ez-linealaren soluzio hurbildua kalkulatzek@akarpen grabitato-
rioa arbuiatzen bada (hau da= 0 egiten bada), soluzioa zuzen bat izangowda; cos ¢ (hau
da,b = r cos ) ekuaziokoa;-7/2 < ¢ < /2 tarteanp.4irudiko koordenatuetan. Soluzio osoa
ez da izango oso desberdina eta, horrexegatik,

v = cosp + ew + O(e?) (5.40)

moduan idatziko da eta ondoko baldintza asintotikoa bedeko

lim =1 (5.41)

p——m/2 COS
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= V[$_] = Cos[¢] +ew[¢] +O[e]?;
V' [8] +V[$] -eV[$]® // Simplify

outz)= (-Cos[¢1% +W[¢] + W' [¢]) e + O[e]?

3= DSolve [Normal [%] == 0, w [¢], ¢] // Simplify
1 1 .

oufsi- {{wi#] = =+ Cl1] Cos[¢] - —Cos[2¢] +C[2] Sin(¢] |}
2 6

1 1
i WI$_] : = —+ C[1] Cos[¢] - — Cos[2 6] + C[2] Sin (4]

In[s):= Series [CV;ILT;] , {¢, _ Z 2 }]

Out[5]=

2
nel= WIe_1 1= w[é] /. {C[l] 50,C[2] » 5} // TrigFactor  // Evaluate

wlé]

4S_ [77 é}‘l
ou[7= — Sl Nj —+ —
R

7T

nigl= Vel /7. {¢ > orE o n} // FuliSimplify

4

out[g]= [f -n|e+0[e]?
3

5.5 IRUDIA Argiaren desbideratzedathematicaren bidez.

Orain (.40 ordezkatzen bad& (39 ekuazioan etai(41) baldintzan,w gaiak bete behar
dituen baldintzak lortzen dir&,5irudian ikusten den bezala:

w” +w = cos® @, (5.42)
—0. (5.43)

lim
p——m/2 COS

(5.42 ekuazioa osziladore harmoniko bortxatu batena denezzada soluzioa aurkitzea:
4
w = 3 sin? (g + 2) . (5.44)

Hortaz, hauxe dugu argiaren ibilbidearen ekuazioa:

4
v =cospteg sin? (g + Z) + O(e%). (5.45)

5.4irudian ikusten denez, desbideratze-angdiuzada, etorkizuneko asintotan (Lurreko te-
leskopioan)y — /2 + ® duguv — 0 (hau da,;r — oo) limitean. Orain,® = en + O(¢?)

“lkushttp://tp.lc.ehu.es/jm/ G schw ar gi a. ht M orrialdeko simulazioa.
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ordezkatzen bad® (45 ekuazioaren eskuineko gaian,

4
Ofpgip=¢ (g - 77) +0(e?) =0 (5.46)
lortzen da. Hortazy = 4/3 dugu eta

4 o AGM
<I>:§e+0(e)% o

Eguzkiaren kasuat ~ 1.75” R /b da. Eddingtonek zuzendutako behaketek egiaztatu zuten
desbideratze hau, 1919ko eklipse oso batéar, R. balioekin, eta erlatibitate orokorraren
teoriaren aurresan baten lehen egiaztapen esperimerdalaen (eta Einsteinek mundu osoan
izan zuen ospearen hasiera). Eddingtonek eta geroagodagztek egindako behaketa optikoak
ez ziren 0so zehatzikbaina Hipparcos satelitearen bidez lortutako emaitz@87an argitaratu
ziren datuen arabera, % 0.1 doitasunaz egiaztatzen datérdte orokorraren iragarpena eta,
VLBI® teknikaz, quasarretatik datozen irrati-uhinen desbideeaen egiaztapenaren doitasuna
% 0.02 baliora iritsi da30(. Grabitazioaren teoria alternatibo batzuk baztertzeaiedié dira
egiaztapen esperimental horiek.

(5.47)

5.6 IRUDIA Leiar grabitatorioak.

Argiaren desbideratze honek sortzen du fenomeno astréwoikusgarrienetako bat: leiar
grabitatorioak. Adibidez, galaxia multzo baten eremuakusako desbideratzearen ondorioz,
zenbait norabide desberdinetatik hel daitezke teleskapmbjektu astronomiko batetik datozen
izpiak: irudi anizkoitzak (eta, batzuetan, arkuak) sootdika horrela5.6irudian ikusten da adi-
bide polit bat,Einsteinen gurutzeadeitzen dena: QSO 2237+0305 quasarretik datorren argia
Huchra-ren leiarrak (ZW 2237+030 galaxiak) desbideratzean irudi laukoitzézeor da. (Ikus
[47] artikulua.)

5.4 Denbora motako geodesikoak

Partikularenn masa ez bada zera,= 1 egin behar dugus(27) ekuazioan,

2
crs 3
— + = rsu 5.48
Sz T 5 TSt (5.48)
8Historialari batzuen ustez, Eddingtonek apaindu egireniteklipsean lortutako emaitza&7); baina ikus kon-
trako iritzia [38, 124 lanetan.
%Very Large Baseline Interferometry

u//+u:
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etars erradioaren §.14) balioa erabiliz, honela geratzen zaigu denbora motakalegkoen
ekuazioa:

GM 3GM
T hz 2
Teoria newtondarrean dagokion emaiBiaeten formula da (ikus5.8 problema edo, adibidez,
[214] liburua):

u//+u

(5.49)

GMm?

Lz
Ondorioz, distantzia handira, — 0 limitean, emaitza newtondarra berreskuratzen dugu eta, in
terpretazioa egiteko mekanika newtondarra erabiltzen ltag L /m higidura-konstantea, masa
unitateko momentu angeluarra da. (Ez da harritzekaageluari dagokion momentu kanonikoa
dah eta 6.15 lagrangearrean ez da agertzen.)

u//+u:

(5.50)

5.4.1 Denbora motako geodesiko zirkularrak

Geodesiko zirkularrak aztertzekd,= «” = 0 etaa = 1 egiten badaq.26) eta 6.27) emai-
tzetan hauxe dugu:
o s e (=)t (5.51)
2(1 — 3rg/2r) 1 —3rs/2r
Beraz,ez dago denbora motako geodesiko zirkularrik; 3rs/2 = 3G'M/c?* tartean Horrelako
ibilbide batean higitzeko, partikulak indar ez-grabitaicen bat (motor batek eragindakoa edo)
pairatu behar du, ibilbidea ez baita geodesikoa. Teoridoredarrean ez da hori gertatzen: erradio
guztietako orbita zirkularrak onartzen ditu. Emaitza hastb ikuspuntu batetik aztertzeko, idatz
dezagun higidura erradialaren ekuazioa
d*r GM h? 3h*GM
aor_ S il 5.52
dr? r2 * r3 c2rd ( )
moduan (iku$.9problema). Teoria newtondarrean lortzen den egitura loaadlerazpena da hau
(t-ren ordez denbora propioa jarrital[4]), baina orain eskuineko gaiko bigarren gai zentrifugoaz
gain, gai zentripeto berri bat dugu, hirugarrena, eta ableenzentrifugoa baino handiagoa (eta
d*r/dr* < 0) izango da- < 3GM/c* denean.
Bestaldetik, $.21), (5.22 eta 6.51) emaitzetatik lortzen den

dy ? P Prs GM
L) == 2= 5.53
" < dt ) " T e 72 (5-53)

erlazioa mekanika newtondarrarena da. Ezin da edavordenatuaren esanahia geometria eu-
klidearraren erradio batena dela, baina hemen ikusten biugwso batean geodesikoan barrena
egindako distantziarr dela.
Orbita zirkularraren egonkortasuna aztertzeko,
n_ Ve

- 5.54
u o (5.54)

eran idatziko dugus.48 ekuazioa,

Ut — ——u — =rsu (5.55)
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potentzial eraginkorraren funtzioan. Ikuspuntu matekoét, dimentsio bakarrekd: energia
potentzialean higitzen ari dem = 1 masako partikula ez-erlatibista baten higidura-ekuazioa
da. Dimentsio bakarreko problema baliokide honet&onstantea da oreka-puntuetan eta hauek
egonkorrak izango dira energia potentzialaren minimogttatzen badira. Hortaz, bi dimen-
tsioko geodesiko zirkularrak egonkorrak izango dira bdlkh hau betetzen badabitan:

d?V, 6G M
C—1-3rsu>0 <= r>3rg= .
du? c?

(5.56)

Teoria newtondarrean gertatzen ez den beste propietattald@u:orbita zirkularrak ezegon-
korrak dira3GM /c* < r < 6GM /c* tartean Ondorio garrantzitsuak ditu honek astrofisikan:
izar baten inguruan biratzen ari den materiak energiagaladu (turbulentzia magnetohidrodi-
namikoaren ondorioz ede)= 3rs erradioa zeharkatzean, izarreraino joango da ibilbideasp
batean. Akrezio prozesu honetan erradiazio bortitzasoda askotan.

Orbiten azterketa kualitatibo orokortalOprobleman egingo da.

5.4.2 Merkurioren perihelioaren aurreratzea

Merkurioren orbita (eta beste planeta guztienak) asstoaaprezesatzen (biratzen) ari den
elipse bat da. Le Verrierrek 1859an eta beste batzuek beagod Simon Newcombek 1882an,
adibidez) kalkulatu zuten beste planeten eragina teondamelarrean. Kalkulu horien arabera,
mende batean Merkurioren perihelioaren aurrerapg8ina” da [66]. Baina, behaketa astronomi-
koen arabera, mende batean neurtutako aurrerapéBégehiago aurkitzen dira. Hau azaltzeko,
teoria newtondarraren aldaketa batZiéta bestelako saio&kegin ziren [LOQ, baina lehen azal-
pen naturala, teoria 0so baten ondorioa, Einsteinena exan z

Adierazpenak laburtzeka,= 1/r aldagaiaren ordez, dimentsio gabeke p/r magnitudea
erabiliko dugu, orbita newtondarrargnr= h? /G M semi-latus recturaz baliatuz (ikus, adibidez,
[214)). Definizio hauekin, orbitaren ekuazioa hauxe da:

V' v =1+e?, (5.57)

non dimentsio gabekoparametroa erabili dugun:

3GM
pc?

™
Il

. (5.58)

Oso txikia dela joko dugu (Merkurioren kasuar: 8 x 10~® da eta are txikiagoa beste planeten
kasuan). Horrexegatilg.3.2 atalean ere egin genuen bezala, soluzio zehatzaren ondsts o
hurbildua kalkulatuko dugu.

¢ = 0 denean Bineterb(50 formula berreskuratzen da eta orbita bornatuei dagokikiz®a
elipsearerv = 1 + ecos(¢p — §) ekuazioa dag eszentrikotasuna eta perihelioaren norabidea
ematen duen angelua erabiliz (ikus, adibideZ14]). 5.3.2ataleko ildotik,

v=1+ecos(p—0)+ew+ O(?) (5.59)

101910ekaEncyclopaedia Britannica r—2 ordez—2:0000001612 jartzen zen Newtonen grabitazio unibertsalaren
legean.

adibidez, Le Verrierrek, berak (eta Adamsek) egindako Napten existentziaren aurresan teorikoaren arra-
kasta ikusita, Eguzkitik Merkurio baino hurbilago biratzgen beste planeta bat, Vulkano, zegoela proposatu zuen.
Ez da inoiz horrelakorik aurkitu.
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egiturako soluzioa saiatzen baday7) ekuazioan, honako hau geratzen da (iku&rudia):

2
w”" +w =1+ 2ecos(p — ) + % 1+ cos2(p —9)]. (5.60)

Zoritxarrez, osziladore harmoniko bortxatu honen esKdele bigarren gaia erresonantea da,
osziladore harmonikoaren, = 1 maiztasunekoa. Horrexegatik,

2 2
w=Cycosp+ Cysingp + 1+ % +§cos(<p—(5) — %0052(¢—5)+egosin(g0—5) (5.61)

soluzioanmendetakogai bat dagoey sin(¢ — ¢). Hasieran txikia bada ere-gkin biderkatu-
ta baitago) mugarik gabe handituko darekin batera, eta kalkuluaren funtsezko ideia (orbita
erlatibista ez dela newtondarraren oso desberdina) zsjudu.

= V[ 1:= 1+eCos[¢-6] +eW[¢] + O[e]?;
V' [¢]+VI[é] - (L+eV[4]?) // Normal // TrigReduce // Expand
DSolve [% == 0, w [¢], ¢] // TrigReduce // Expand
ee

1
out[2j= e -3 e?ecCos[26-2¢] -2eecCos[6-d] +eW[P] +e W [¢]

e2 1
out[3]= {{W[qﬁ] —>1+? "6 e?Cos[26-2¢] +
1
EeCOS[é—(b] +C[1] Cos[o] -e¢Sin[s-0] +C[2] Sin[m}}

4= @ = 1+ e x+O0[e]?;
V[¢_]:= 1+eCos[w (¢-8)]+ewW[d] +O[e]?;
V' [¢]+VI[é] - (1+eV[4]?) // Normal // TrigReduce // Expand
ele 1
out[s]= —6—7 - e?ecCos[26-2¢] -2ecCos[6-d] -2eexCos[65-¢] +e W[d] +e& W [¢]
7= % /. x--1// TrigReduce // Expand
DSolve [% == 0, w [¢], ¢] // Simplify

e2e 1
our= —€ - —— - e2cCos[265-2¢] +e W[P] +e W’ [¢]

e 1 .
outlsl= {{W[qﬁ] Sl e? Cos[2 (6-¢)] +C[1] Cos [¢] + C[2] Si n[¢]}}

nol= 0 = 1-¢€;
e? 1
V[¢_]:=1+eCos[uw (¢-5)] +€ 1+7_E eZCOS[Zw(¢—6)]]+O[e]2

V' [¢]+VI] - (1+ev[e]?) // Simplify

ou11]= O[ €] 2

5.7 IRUDIA Perihelioaren aurreratzééathematicaren bidez.

Arazo honen irtenbidea, Poincaré eta Lindstedten metodpkagu partikular honetan erraz
ulertzen dena. Beste planeten eragina arbuiatuta ere UMer&n orbita ez da elipse itxi bat, on-
doz ondoko bi perihelioren arteko distantzia angeluarmdetako2r, apur bat handiagoa baizik:
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r (etaw) koordenatuaren periodoa ez dangeluarerf;, = 2 balioaren berdind, baina bai oso
antzekoa:

Wy = % = 1+ex+0O(2). (5.62)
Ideia honekin,
v=14ecosw.(p—6)+ ew+ O(e?) (5.63)

saiatzen daq.57) ekuazioan, hauxe lortzeko:
2
w' +w=1+2e(1+ x)cos(p—0)+ % 1+ cos2(p —9)]. (5.64)
Eskuinaldeko bigarren gaia erresonantea da, baina orhikasaday = —1, hau da,

wy=1—e+0(), (5.65)

aukeratzea mendetako terminoak ezabatzeko:

2
w’ +w = 1+%[1+c052(<p—5)]. (5.66)

Ekuazio homogeneoaren soluzio orokorra, zero ordenakiodvatera idatz daiteke,etad inte-
grazio-konstanteak birdefinituz, eta soluzio partikwdarr
62 62
w:1+§_ECOS2(¢_5) (5.67)

da. Orbitaren ekuazioa, hortaz, honela idazten da:

2 2

v=1+ecosw.(p—19)+e¢ {1 + % — %cos2wr(<p — 5)} + O(€). (5.68)

Ohar zaitez azken gaian erg sartu dela, hurbilketa aldatu gabéy) funtzioaren periodikota-
suna azpimarratzeko.

5.8 IRUDIA Perihelioaren aurreratzZea

12, angeluarekiko periodoak eta maiztasunak kontsideratnegioatal honetan, ez denborari dagozkionak.

3Hobeto ikusteko asko handitu da eszentrikotasuna eta agduiago prezesioa. Puntu lodiz adierazten dira
ondoz ondoko bi perihelio. Orbita newtondar eliptikoadeztenaz marraztu da. Ikus
http://tp.lc.ehu.es/jm/ G schw prezesi oa. ht m orrialdeko simulazioa.


http://tp.lc.ehu.es/jma/GK/schw/prezesioa.html
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v(p) soluzioaren periodo@, = 27 /w, = 27(1 + €) + O(e?) da eta horixe izango da on-
doz ondoko bi maximoren arteko distantzia angeluarra.atogierihelioaren aurrerapena (bira
batean)L.11probleman kalkulatutakoa baino sei aldiz handiagoa dailketa honetan:

6mGM

Ap =T, — 2 =21 + O()) = -
pe

(5.69)

Merkuriok mende batean egiten dituen 415 orbitetan katkta&o aurrerapend.03” da. Emai-
tza hau oso bateragarria da behaketa astronomikoetamutadwort3.11 + 0.45” balioarekin eta
Einsteinen teoriaren lehen arrakasta izan zen (1915ean).

5.5 Schwarzschilden erradioa

Schwarzschildert(12 metrika singularra (infinitua) da= 0 etar = rg balioetan. Lehenen-
goa ez da harritzekoa, masa osoa hor balego, marea-indatuak gertatuko bailirateke puntu
horretan eta ez dugu espero han gure eredu matematikoaKeaizatea; baina bigarrena 0so
bestelakoa da: < rg balioetandt tartea espazio motakoa da dtadenbora motakoa!

Ikuspuntu astronomotik ez dago arazorik, izar baten eseallibada,rs < R baita: Eguz-
kiaren kasuan, adibidezg ~ 3km < R, ~ 7 x 10° km. Baina, Schwarzschilden metrika
hutsean betetzen denez, bakarrik erabilika-da R > rs puntuetan5.8 atalean ikusiko du-
gun bezalar < R puntuetan Einsteinen ekuazio osoen soluzioren bat efzddilarko da, hor
energia-momentuaren tentsorea ez baita zero. Halatet@) (netrikaren esanahia argitzea ez da
alferrikakoa izango.

Michellek 1783an eta Laplacek 1796an aurkitu zutebalioa, teoria newtondarreaR,erra-
dioko izar baten azalekg/2G'M /R ihes-abiaduraR = rs denean argiaren abiaduraren berdina
dela konturatu zirenean. Izan erg,34) emaitzaren ondorioz, distantzia horretatik igorritake f
toien maiztasuna zero da distantzia handiago guztietanddaez da heltzen > rs puntuetara
eta Laplacerenbjects obscursgon litezke. Bitxia ez da?

5.5.1 Argi motako geodesiko erradialak

Fotoien higidura erradiala aztertzeko, egin dezaffue: dp = 0 (5.12 metrikan, geodesiko
nulu erradialen ekuazioa ondokoa dela ondorioztatzeko:

—1
ds? = — (1 . 5) A di? + (1 . 5) dr? = 0. (5.70)
T T
Hemendik lortzen den higidura-ekuazioa zuzenean integinatat, hautazko konstantearen fun-

tzioan:

dr

— = +tcdt 571
1—rg/r €at ( )

r
— =1
s

r+rsgin

= de(t—to) . (5.72)

5.9irudian marraztu dira horrelako geodesiko nulu batzuk stdzen dituzten etorkizuneko
argi-konoak. lIrudian —eteb(72) ekuazioan- = rs eginez lortzen den emaitza infinituan— argi
ikusten da oso desberdinak direlac rs etar > rg eskualdeak.
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0 r

5.9 IRUDIA Geodesiko nulu erradialak eta argi-kono@k = dy = 0 planoetan.

e 1 > rg eskualdean, fotoiak kanporantz badoaz, ez dira inoiz egenrs puntuetan eta,
barrurantz badoaz, ez dira inoiz iristen haraino. Distarttandira, eremua ahula denean,
erlatibitate berezika-1 maldako argi-konoak berreskuratzen dira, eremu grabitatole-
sagertu ahala. Denbora motako geodesikoen maldaren sldudual baino handiagoa
da.

e r < rgeskualdean, fotoiak = 0 singularitateraino joaten dira. Argi-konoen orientakioa
dt etadr tarteen mota berriak adierazten ditu (hobeto ulertuko cisualde honetan ger-
tatzen den®.6 eta5.7 ataletako koordenatuetan).

Badirudi bi eskualde horiek guztiz independenteak diezajagoela batetik bestera argirik (edo,
arinago ez doan, bestelako informaziorik) bidaltzerikinBa- = rs puntuetan dagoen singu-
laritateak zalantzan jartzen ditu koordenatu hauetam lditugun emaitzak. Adibidez, hemen
«inoiz» esateko erabili dugundenbora, infinituan geldi dagoen behatzailearena da etsikik
dugun bezala, kanpoan dagoen partikula batek denfrogao finituan zeharka dezake = rs
gainazala eta gauza bera egin dezake barrurantz doan (dgmopiorik gabeko) fotoi batek,
infinituko behatzaileak zeharkatze hori inoiz ikusten edibare. Bien arteko = rs mugager-
taera-horizonte bat da, kanpotik ez baitakigu ezer barruan gertatzen dboauiz: zulo beltz*
bat dugu.

5.5.2 Denbora motako geodesiko erradialak

Eman dezagun masadun partikula bat norabide erradialeatzen ari dela. Higidura erra-
dialaren ekuazioa5(52 kasu orokorreah = r%y = 0 eginez lortzen da:

2
dr __GM (5.73)

dr? 72

1John Archibald Wheeler hasi zen erabiltzen izen hau, eman hitzaldi baten entzule baten iradokizunari
jarraituz.
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Baina teoria newtondarrean lortzen dena da haen ordez denbora propioa jarrita. Beraz, teoria
honetan denbora arruntarekin gertatzen den bezala, derahiadialean erortzen ari den parti-
kulak denbora-tarte propio finitu batean zeharkatzen durs erradioa eta tarte propio finituan
heltzen da- = 0 singularitateraino (ikus.11problema). Baina zer gertatzen ddenboran, hau
da, infinituan geldi dagoen behatzailearen denbora profioa

r(t)

\r(r) \r() 7,

5.10 IRUDIA r(7) etar(t) eboluzioakr,-ren hiru balioetarako.

Partikular = r, distantziatik askatzen badé;/d7|,-,, = 0, (5.73 ekuazioadr/dr-rekin
biderkatu ondoren integratuz, ohiko energia mekanikokoetserbazioaren ordezkoa lortzen da:

() e

i e 5.74
2 \dr ( )

r To

Emaitza hau ordezkatzen ba&a2() ekuazioandy/dr = 0 etac = 1 egin ondoren,

() =020 em

geratzen zaigu eta, ondoria#,/dr — oo dugur — rs limitean (gauza bera ikusten da zuze-
nean b.21) ekuazioan)r = rs erradiora denbora-tarte propio finituan heldu arren, (jftfamn
geldi dagoen behatzailearenjenbora-koordenatuaren ikuspuntutik ez da inoiz iristesm ere,
(5.74—(5.79 ekuazioak integratus,.10irudiko r(¢) etar(7) eboluzioak lortzen dira. (Ikus, gai-
nera,5.11eta5.12problemak etag8] liburuko 12. gaia.)

5.5.3 Marea-indarrak®®

Azter dezagun norabide erradialean erortzen ari den baletratek pairatutako marea-in-
darra. Behatzailea geldi dagoeneko erreferentzia-sesiaertzial lokalean3.83 adierazpenak
ematen du geodesikoen desbideratzea, bait@probleman Schwarzschildert = (ct,r, 0, )
koordenatuak erabili genituen kurbadura-tentsorea katikeko. Sistema inertzial lokalean auke-
ratutako koordenatuak’ = X* = (cT, R, 0, ) badira,gertaera batean eta bakarrik gertaera

15Atal honetako kalkuluak errazagoak dira oinarri ortondrbadean (ikus, adibidez4] liburuko 139. orrialdea
edo [L(] testuko 125. eta 152. orrialdeak.
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horretanhauxe dugu:

—1
ds?® = — <1 _ E) 2 dt? + (1 _ ﬁ) dr? + 2 (d&2 + sin? Hdgoz)

= —*dT? i dR* + R? (d6* 47: sin® 0 dip?) (5.76)

r =R, (5.77)

F=(-2)" 79
1’ —

T (-2 -7

% _ % _1 (5.80)

eta beste deribatu guztiak nuluak dira (gertaera horre@amjorioz,3.18problemaren emaitzak
erabiliz, hauexek dira gertaera horretan behar ditugubddura-tentsorearen osagai ez-nuluak:

, oxt [ 020 \? ozt 01"\ ? r
1 1 1 s
R gy = Ol (8:100') axl/R 001 — (W) Ry = 737 (5.81)

, 0x? [ 02°\? Ox? 019\ rs ,
2 _ 2 _ 2 _ _ p3

5.11 IRUDIA Marea-indarren ondorio kualitatiboak.

Atal honetako notazioan3(83 adierazpenaren osagai espazialak,

d2 gi’
dr?

-/

=R g (7 (5.83)

honela geratzen zaizkigu:

/
d*¢Y s

=5, (5.84)
d*¢” Ars ,
dr2 - _2—7“3< ) (Z/ =2, 3) (585)
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Beraz, grabitazio newtondarrean bezala (gogo8a® problema, hemen — ¢ aldaketa egin
ondoren), tentsioa pairatzen du norabide erradialearoeiar&sioa norabide perpendikularretan.
Marea-indarra bakarrik da infinitua = 0 singularitateanr = rg distantzia (denbora propio
finituan) zeharkatzean handia edo txikia da, baina finitua.

5.6 Eddington eta Finkelsteinen koordenatuak

Metrika baten singularitateak bi motatakoak izan daiteibidez,
05 =~ + 9T a4 a2 5.86
§™ = —cC -+ ? +y ay” +az ( . )

metrika singularra da = 0 puntuetan (eta endekatua, ez-alderanzgayria, 0 denean); bai-
na, (t,z,y,2) — (t = t,7 = Inz,§ = y*/2,%2 = z) transformazioa aplikatuz, Minkowski-
ren metrika berreskuratzen dé&s® = —c?dt? + di* + djj* + dZ*. Koordenatuen aukera izan
da singularitatearen jatorria eta koordenatuen transfpionegoki baten bidez desagertzen da:
koordenatu-singularitatea da eta horrelakoak zireéh 9 ataleko gainazal esferikoaren adibidean
ikusitakoak.

Bestalde, badaudiintsezko singularitateak ezein koordenatu-aldaketak deuseztatzen ez
dituenak. Horrelakoren bat dagoela egiaztatzeko modgokiena, singularra bihurtzen den es-
kalar bat aurkitzea da, eskalarrak ez baitira koordenatoempekoak. Erlatibitate orokorrean
batzuetan erabiltzen da ondoko moduan definitutdlatschmannen eskalarra

K = Ryype RMP°. (5.87)

Schwarzschilden metrikaren kasuiin= 12r2/r5 lortzen denez (ikus.17problema), argi dago
funtsezko singularitatea defa= 0, espero bezala; baina eskalar horrek ez du inolako proble-
marik r = rs puntuetan. Ondorioz, pentsa genezake rs ez dela benetako singularitatea (eta
badirudi Lemaitre izan zela hau lehenengoz, 1933an, fuagatna: ikusZ8] liburuko 248. or.),
orain arte erabili ditugun koordenatuen interpretazitdigi(distantzia handira, eremua ahula den
gertaeretan) zuzenaizan arren. Izan ere, transformaaioesgbitartez koordenatu aproposagoak
aurki daitezke, koordenatu-singularitate hori ezabatzek

Adibidez, idatz dezagun honela barruranzko geodesikoemwadialen$.72 ekuazioa:

ct + rgln

T 1‘ K, (K =dty). (5.88)
s

Ezkerreko gaid’ koordenatu berri bat definitzeko erabiltzen badugu,

r
— -1
rs

ct’' = ct +rsln , (5.89)

barrurantz, norabide erradialean, doazen fotoien usibderroak—1 maldakoct’ = K — r
zuzenak izango dira. Koordenatu honetaz baliatuz, horegltzen da Schwarzschilden metrika
(ikus5.22problema):

ds? = — (1 _ %) A di? + 2% cdt'dr + (1 + %) dr? + 12 (d6? +sin>0.dg?) . (5.90)



108 5 Schwarzschilden soluzioa

0 L)"S ' T
5.12 IRUDIA Argi-konoak eta partikulen unibertso-lerro&ddington eta Finkelsteinen koor-
denatuetanjd = dy = 0 planoetan.

Ageri denez, metrika (eta konoen egitura) erregularra da0 gertaera guztietan, koordenatu-
-sistema honetatuzapen analitiko bat egin dugu, soluzio erregularr&oordenatuarefys, oo)
tartetik (0, co) delakora —hau d&.9eta5.12irudietako | eremutik LU Il osora— luzatu baita.

Argi konoen egitura aztertzeko, kontsidera ditzaghi’® ekuazioko geodesiko nulu erra-
dialen bigarren multzoa:

r+rsln

;_1‘:@—[(, (K = cty), (5.91)
s

ct' =r+2rsln
s

o 1‘ + K. (5.92)

Unibertso-lerro hauen malda + rs)/(r — rs) da: positiboa [ baino handiagoa) > rs bada,
infinituar = rg gertaeretan eta negatiboa< rs deneanp.12irudian erakusten den bezala.
Schwarzschildem koordenatuan ez bezald,denbora finituan zeharka dezake- rs gertaera-
-horizonteabarrurantzdoan fotoi batek edo argi-konoen barrutik doan masadurikp&tbatek
(etat’ denbora finituan helduko dira= 0 singularitateraino). Bestalde, irudiko konoen egiturak
erakusten du ezin zeharka daitekeela barrutik kanporgettaera-horizonteakulo beltz bat
mugatzen du.

5.6.1 Kolapso grabitatorio esferikoa

Esan denez, objektu astronomiko arruntetan, Schwardechiérradioa objektuarena baino
askoz txikiagoa da eta kanpo-metrikd 2irudiko | eremuko zati batean bakarrik aplikatuko da.
Orduan, zertarako ikusi dugu nola luzatu metrika Il ereritdara.

Izarren eboluzioaren teoriaren arabera, izarrak errégataz ere, hidrogenoa) amaitzen due-
nean, uzkurtzen hasten da, bere eremu grabitatorioaresriondEguzkiaren masaren parekoa
bada izarrarena, nano zuri bat sor daiteke horrela, Payatzipioaren ondorioa den elektroi-
-endekapenaren presioak bermatzen badu oreka berrisad &26vlerrek erakutsi zuen moduan.
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5.13 IRUDIA Kolapso grabitatorio esferikoaren eskema,ehisio bat eta bi gutxiagorekin.

Baina 1930 Chandrasekharrek frogatu zuen izarraren inés#, baino handiagoa denean, aipa-
turiko presioa ez dela nahikoa eta izarra areago uzkurtale deutroien endekapenak sortutako
oreka lortu arte, hau da, neutroi-izar bat sortu arte. AZkemen dentsitatea oso handia denez,
efektu erlatibistak garrantzi handikoak dira eta fisika@gudztiz ezaguna, baina, hala ere, uste da
1.5-3M,, balioko Oppenheimer eta Volkoffen limitea baino handiagada objektuaren masa,
uzkurtu egingo dela eta, bere azalak denbora propio finiggataera-horizontea zeharkatzean,
zulo beltza sortuko dela. Gainera, kasu horretag 0 punturainoko kolapso osoa gertatuko
litzateke, ulertzen ez dugun grabitazio kuantikoak saémeez badu, behintzat.

5.13irudian azaltzen da kualitatiboki hautsaren esfera batapkoa (adibidez1j] liburuko
7.6 atalean aurki daiteke azterketa kuantitatiboa). Digta handiraX = oo) dagoen behatzai-
leak bakarrik jasoko ditu gertaera-horizontea sortu b&henago azaletik igorritako informa-
zioa. Lurretik (infinitutik) ikusita, kolapsoak denbora infinitua behar du, baina objektutik da-
tozen fotoien lerrakuntza oso handia da, sortu zireneda apaizontetik hurbil bazegoen: gero
eta gutxiago eta energia txikiagoarekin helduko dira et @rin: ikus, adibidez,g] liburuko
266. or.) objektua ikusezina izango da praktikan, ingurolateriaren eta erradiazioaren gai-
nean duen eraginaren bidez ez bada. Adibidez, ingurukeizaigidura eta akrezioak sortutako
erradiazioa erabiltzen dituzte astronomoek galaxiareraan zulo beltz erraldoi bat dagoela
esateko (ikus, adibidez99, 174).

Jakina, hasieran izarra ez da guztiz esferikoa izangoalesferikotasunik eza txikia bada,
soluzioa gero eta esferikoagoa izango da eta goiko azakzeda kualitatiboki aldatzen. (Ikus
122 orrialdeko bibliografia.)

5.7 Kruskal eta Szekeresen koordenatuak

Hurrengo transformazioaren bidez, Schwarzschilden kegtn luzapen analitiko maximoa
lortuko dugu (geodesiko guztiak luza baitaitezke paramnafinaren balio infinituetaraino edo
funtsezko singularitate(eta)raino):

utv)y (5.93)

ct =rgln

u—v
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(1 - 1> erlrs = y? — 2 (5.94)

s

(u,v,0, ) koordenatuetan horrela geratzen da Schwarzschildenkaetri

4 )
ds? = 28 g=r/rs (du2 — va) + 72 (d02 +sin% 6 d(pz) , (5.95)
r
nonr(u,v) erabili behar den. (IkuS.24problema.)
Metrika honek ez du inolako problemarik= rs horizontean (hau da,> = v? denean) eta
singularitate bakarra = 0 da,u?> — v> = —1 denean. Honek frogatzen du, berriro= rg
gertaeretan bakarrik dagoela koordenatu-singulariite b
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5.14 IRUDIA Kruskal eta Szekeresen koordenatutgk= dy = 0 plano batean.

Koordenatu hauetan idatzitako soluzioa aztertzeko, heagien berrirailf = dyp = 0 plano
bat. Han,ds?* = 0 baldintzak betetzen dituzten geodesiko nuluak, = dv? baldintzak eman-
dakoak,dv/du = +1 maldako zuzenak dira, erlatibitate bereziko Minkowskideagrametan
bezala. Beraz(u,v) diagrama batean argi-konoen egitura Minkowskiren espagia izango
da eta, ondorioz, ezagunagoa partikulen ibilbideak aaarfgogoratd.7 irudia). Egitura hori
kontuan hartuta, erabil dezagtnl4 diagrama Schwarzschilden soluzioaren propietate batzuk
ondorioztatzeko.

e (5.99 ekuazioan ikusten dugunezkonstanteko leku geometrikoak hiperbola-adarrak di-
ra.r > rsbalioei dagokien | eskualdean. Hiperbola hauen maldaldiretil baino handia-
goak edo—1 baino txikiagoak, Schwarzschilden koordenatuetan geddden partikulen
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unibertso-lerroak baitira. Il eskualdean maldaki, 1) tartean daude, baina hor< rs da
etat etar koordenatuen motak alderantzizkoak dira.

e r = ( singularitateau? — v> = —1 hiperbolaren bi adarretan dago eta ez dago espa-
zio-denborarik goiko adarraren gainean edo beheko adarpian, bi adarrak baitira
koordenatu-sistemaren mugak.

e (5.93 ekuaziotik lortzen da konstanteko leku geometrikoak zentrotik pasatzen diren zu
zenak direla. Zuzen hauen maldak beti datde, 1) tartean (iku$.25problema).

e (t,r) = (—o0o,rs) gertaerakv = —u erdikarian daude et&,r) = (oo, rs) direlakoak
v = u zuzenean.

e Partikula baten unibertso-lerroak= u horizontea zeharkatzen badwdenbora infinituan,
baina denbora propio finituan)= 0 singularitateraino joango da, nahitaézqatalean ere
ikusi dugun bezala).

e r < rg gertaerak Il eskualdean daude eta haietatik igorritaktkpgek edo fotoiek ez
dute horizontea zeharkatzen € 0 singularitatera doaz): ezer ez da irteten zulo beltzetik
| eskualdera.

5.12irudian ere agertzen dira | eta Il eskualdeak (EddingtonFat&elsteinen koordena-
tuetan). Izan ere, | eta Il eskualdeetan Schwarzschi(den koordenatuen balio guztiak dau-
de, baina Einsteinen ekuazioen soluzioa def5 metrika (u, v) balio gehiagotara luzatu da,
(5.93—(5.99 transformazioen bidez. Izan efe,r) bikote bakoitzeko aipatutako transformazio-
-ekuazioek bi soluzio dituzte, zergn, v) soluzioa badd—u, —v) ere soluzioa baita. Nolabait
esateko, Schwarzschilden soluzioaren bi kopia daGd®)(metrikan. Zein izan daiteke Il eta
IV eskualdeetako bigarren kopiaren esanahia?

Hasteko, ezin da joan (edo partikulak edo fotoiak bidalgabien kopia horretara | (edo 1)
eskualdetik. Bestalde, goiko singularitatean amaitzea, dulo beltzaren horizontea zeharkatu
ondoren, Il eskualdean sartzen diren partikulak eta fetdMabaina, IV eskualdeko singulari-
tatetik igorritako partikulek eta fotoiek horizontea zeteadezakete, | eskualdera joatekailo
zuria dela esaten da.

Kolapsoak sortutako zulo beltz astronomikoetan bakaraide | eta Il eskualdeak, baina
erlatibitate orokorraren arabera, gerta liteke unibeetsbatean, betidanik existitzbal4irudiko
soluzioa osoa. Gainera, bi uniberts@akstein eta Rosenen zubiaretidez loturik daudela uler
daiteke (ikus, adibidez1[)] testuko 11.10 atala).

5.8 Barne-soluzio esferiko estatikoak

Aurreko ataletan ikusi dugu nola deskribatzen den gorpsizr&o batek kanpoan sortzen
duen geometria (hau da, eremu grabitatorioa). Hemen aktedugu nola planteatu geometria-
ren deskribapena gorputzaren barruan, simetria esferigam soluzioa estatikoa dela joz. Ka-
surik errazenean, Schwarzschilden barne-soluzioa é@sglidatziko dugu eta bere propietateak
aztertuko.

Neutroi-izar batean, adibidez, dentsitatea eta presioghandiak direnez, barne-egituraren
deskribapen errealistek erlatibitateaz baliatu behatke.dHemen, azterketa errazteko, hipotesi
hauek egingo ditugu:
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1. Energia eta momentuaren banaketak eta, ondorioz, raletsiknetria esferikoa dute eta
estatikoak dira. Hipotesi honekin, metrikaren egiturayrklenatu egokietan5(5) adieraz-
penean denborarekiko menpekotasuna ezabatuz lortzen da:

ds? = —A(r) dt? + B(r) dr? + r? (d@2 + sin? Hdgoz) . (5.96)

2. Objektuaren barne-egituraren energia-momentuarésotea fluido perfektu batenaren ba-
liokidea da:

T — <p + %) w’ + pg. (5.97)

3. Adierazpen honetan, lehenengo hipotesiaren ondasiez,dentsitatea eta(r) presioa
r koordenatuaren menpeko hutsak dira.

Einsteinen ekuazioak

Einsteinen ekuazioakd(24) eran idazteko,5.97) tentsorearen aztarna
2
T=T,=3p—pc (5.98)
dela erabili behar dugu:

1 P 1
R, =K <TW - éTgW) =K [(,0 + g) Uy Uy, + 2 (pc2 - p) G | - (5.99)

Fluidoaren abiadura

Hasteko5.15irudian ikusten den bezal&,, = 0 dugu. Hortaz, §.96 eta 6.99 egituren
ondorioz,ugu; = 0 dugu etau,u* = —c* dela gogoratuz, honako hau (ikB29problema):

C

VA

Hemen ikusten dugu egindako hipotesiekin fluidoa geldi degdkoordenatu-sistema honetan.
Emaitza hau etap(96 egituraren ondorioz, # v deneanR,, = 0 dela erabiliz, # v balio
guztietarako%.99 ekuazioak betetzen direla ondorioztatzen da.

u, = —cvVA(1,0,0,0),  u” (1,0,0,0). (5.100)

B koefizientea

Geratzen direny.99 ekuazioen artead, A’ etaA” ezabatzen badira, hauxe lortzen da (ikus,
berriro,5.15irudia):
rB'= B — B* (1 - kc’r’p) . (5.101)

Ekuazio hau erraz integratzen da:

1 rB d /r
S B d(5) 1w w02

Lo ke / (7 dF. (5.103)
B 0
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ini1:= Needs ["Ricci'Ricci™ 1;

ni= SetMetric  [-A[r]1 Dt[t12+B[r] Dt[r]?+r? (Dt [6]%+Sin [6]° Dt [¢]%), {t, 1, O, ¢}]
Table [Ricci [i,j 1, {i,0,2 3}, {j,i +1,31}]
Out[3]= {{Oy 01 0}1 {01 0}1 {O}}

n4l= g = MetricTensor;
uli_1:=1If [i =0, -c VA[r] ,0]
r 1
ek [i_ ]:=Ricci [i,i ]—K((p[r] + il ]]u[i ]2+E (p[r] cz—p[r]) gri,i 1
Eliminate [Table [ek[i] =0, {i,0,3 131, {A[r],A" [r], A" [r1}] // FullSimplify

oulr= r +0&&B[r] + 0&&B[r] +B[r1% (-1+c?r?xplr]) =r B[r]

ne= m'[r_]:=4np[r]r?

4rr
Alr_1: _KExp[ j ] dlr]

plrl 02 +p[rl
Solve [ek [2] =0, p' [r1] 7/ FullSimplify

xc? -1
B[r_]:=[1— m[r]]

out[11]=

{{p’[r] K(sz[r]+47rr3p[r])(p[r]+czp[r])}}
o
2r (4rr -c2xmir])

8xC
nzr= (p' [r1 /. %[[111) /. {K—)—} // FullSimplify
ct

G?mri+4nr3pr]) (pirl+c2pfr])

out[12]= -
c?r (c?r -2Gm[r])
Gnir]elr] pIrl 4rr3plr] 2Gmr1y-t
In[13]:= r t= - + §—_— -—
p Ir_1 1 1 [1 )
r?2 p[r] c? m[r ] c? c?r

8xG
Table [ek[i 1/. x>

// FullSimplify, {i, 0,3 }]
C

oufi4= {0, 0, 0, 0}

5.15 IRUDIA Fluido-soluzioen ekuaziod¥athematicaren bidez.

(Azken adierazpenean inplizituki onartu 840) # 0 dela.) Hortaz,

m(r) = 4w /07“ p(7)7? dr (5.104)

definizioaz baliatuz, honela idazten d&-ren koefizientea:

B(r) = (1 - m) - (1 - QGL()> (5.105)

Ay c2r
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Masa-ekuazioa

Bere egiturak hori iradokitzen badu ere, ez da pentsaturl{ehid4 definiziokom(r) fun-
tzioar erradiokd® esferaren barruan dagoen masa (edo, hobeto esan, én¥rdiga. 1zan ere,
bolumen infinitesimaldV = /B(r) r*sin 6 dr df dy da (gogorati8.33problema) eta aipaturi-
ko masa

m(r) = 47r/ p(7P)\/B(F) 7 dr. (5.106)
0
Bien arteko diferentziak objektua sortzean askatufdke: m(R)c* — m(R)c? lotura-energia
grabitatorioa adierazten du, gorputzaren azataR bada (ikus, adibidez1}] liburuko 603. or.).
Energia-momentuaren kontserbazioa

Idatz dezagun, orain5(97) energia-momentuaren tentsorearen kontserbazi6éaroblema-
ko dibergentziaren adierazpend;., = 0, (5.100 emaitza eta eskalarra dela erabiliz:

1
™, = o= V=i (o B)wwr| wrt (oK) w4 pug (5.107)
]' B 2 _: 2 1L 1 1 2 nv
— m il sin 6 (pc +p) oy + ZFOO (pc +p) +p.,9" (5.108)
,0
1 1 dp
= ZF’O‘O (p02 +p) + Ep’ o =0, (p’ = %) . (5.109)
Bestalde, 2.40 konexioaren osagai hauek ditugu:
I 1 Hp / e
o = 59 (ng,O + 9p0,0 — goo,p) = ﬁ 51- (5.110)
Hortaz, 6.109 kontserbazioa
A’ 2p
—_— = 5.111
A pct +p ( )
eran idazten da et integrazio-konstantearen bidez, hauxe dugu:
2p' d
A= Kexp {— / pc]; _:p} . (5.112)

Tolman, Oppenheimer eta Volkoffen ekuazioa

Azken emaitza geratzen diren Einsteinen ekuazioetan katleen bada5.15irudian froga-
tzen da denak betetzeko baldintza beharrezkoa eta nahakoa kela:

3 =1
@ _ _Gmp (1 + %) (1 i p) (1 = 2Gm> . (5.113)
pc

dr r mc? c2r

Emaitza honetako lehen biderkagagia pc? limite newtondarrean lortzen den oreka hi-
drostatikoaren baldintza da (iks35 problema) eta beste hirurak 1 baino handiagoak. Beraz,
presio-gradiente handiagoa behar da erlatibitatean driekastatikoa bermatzeko.

16Gogoratu90. orrialdean esandakoa.
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Barne-soluzio esferiko estatiko bat lortzeko, Tolman, @ppeimer eta Volkoffen ekuazioa
ebatzi behar da5(104 definizioa —edo, baliokidea dena/(r) = 47r?p(r) ekuazio diferen-
tziala, m(0) = 0 hastapen-baldintzarekin batera#{p) egoera-ekuazio egokia etdR) = 0
mugalde-baldintza erabiliz. Objektuaren azalean; R denean, presioa desagertzen dela adie-
razten du azken baldintzak. Gainera, metrika jarraitu@gednarne-soluzioak eta Schwarzschil-
den kanpo-soluzioak berdinak izan behar dute R azalean (eta horrela aurkitu behar da kanpo-
-soluziokoM masaren eta hemengadentsitatearen etg erradioarenarteko erlazioa, adibide
batean hurrengo atalean egingo dugun bezala).

5.9 Schwarzschilden barne-soluzioa (1916)

Eredu astrofisikoak egiteko fluidgaolitropikoa dela, hau dap « p'*'/™ betetzen dela,
onartzen da gehienetamjndize politropikoa era egokietan aukeratzean, hainbat objektu astro-
nomikoren eredu aproposak (hala nola, neutroi-izarremg zarien, segida nagusiko izarren eta
planeta gaseoso erraldoien ereduak) lortzen baitira. @teeh da soluzio zehatzik ezagutuko eta
zenbakizko metodo sofistikatuez baliatu beharko da erexhilgarriak lortzeko.

Hemen, soluzio zehatz errazena aurkeztera mugatuko gaidodl konprimiezina dela —
hau da,p dentsitatea konstantea dela— joko dtigiHipotesi honetan,5104 funtzioa etaB
koefizientea

4

m(r) = gm’gp, (5.114)
87Gr2p\

B= (1 _ ”SCZ p) (5.115)

dira eta Tolman, Oppenheimer eta Volkoffen ekuazioa hadelsen da:

p dp 4G [ dF
= — ) 5.116
/po (pc® + p) (pc® + 3p) 3ct /0 1 —8nGr?p/3c? ( )

Bi integralak errazak dira ef&0) = p, definizioa erabiliz, hauxe lortzen da (ikGsl6irudia):

s 1—/1—81GR2p/3c>
~1+3/1—87GR?p/3c¢*
2 V1 —81Gr2p/3c2 — /1 — 87GR%p/3c? '
—/1—=87Gr2p/3c? + 3\/1 — 8nGR?p/3c?

Po = pc (5.117)

p(r)=p (5.118)

(5.119 eta 6.118 emaitzak .109 eta 6.112 adierazpenetan ordezkatuz, honako balio hau
lortzen da5.16irudian:

2
2 2
A B (g )y 8rGEp [y 8rCGrp) (5.119)
3 3c? 3c?

17Egia esan, hipotesi honekin soinuaren abiadura (iRdp testuko 52. or.)\/dp/dp = oo da, erlatibitatean
onartezina dena. Hala ere, badirudi neutroi-izar bateenenedu hurbildu bat egiteko erabil daitekeela eta, edozei
kasutan, azterketa hau argigarria izango da.
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1= $Assumptions =
C>08p >08& 5 G>0& % p0>p >0&r >08&& 1-8xGpr?/(3¢c?) >0;

1

P
n2= FullSimplify [f
P!

p] == FullSimplify [
0 (pc?+p) (pc?+3p)

457G r
- f dlr]
3c* Jo1-8nxGpr?/ (3c?)

Solve [%, p 1 // FullSimplify
p=p/ %[[11];
Solve [(p/.r » R) =0, p0 ] // FullSimplify
p /. %[[11] // FullSimplify

(3p+c2p) (p0+c2p) 8Gnr2p
Log[ (p+c?p) (3p0+c?p) ] Log [1 T 3¢ ]

out[2]= 5 = >
2c¢ccp 4ccp

cp (—ﬁcpO—ﬁc3p+3p0\/3c2—SGnr2p +c2pJ3c2—SGnr2p)

8Gnr?
34/3 -3 /3-%

out[3]= Hp -

cp (3\EC—\/3CZ—SGnr2p)+pO

25 (—\/?C+\/3C2—SG7TRZD)

out[5]= {{p0—>
V3 c-3+/3c2-8GrRp

20 (—\/3C2—867rrzp +\/3C2—SG7TR2p)

out[6]=

\/3c2-8Gnr2p -3./3¢2-8GnRp

in7;:= Clear [p];
pIr_1:=%6// Evaluate

r
= KExp[ f [ ar ] // ExpToTrig  // FullSimplify
pc’+plr]

1
outg}= —ZK(—15C2+4G7r(r2+9R2)p+3\/(3C2—SG7rrzp) (3c?-8GnRp) )

5.16 IRUDIA (5.118-(5.119 emaitzak Mathematicaren bidez.

Orain, barne- eta kanpo-metrikak berdinak direla i denean erabiltzen bada,

3M 3

lortzen da (ikuss.30 problema) eta, balio hauekin, honela geratzen da Schwaldso barne-
-metrika ¢ < R):

2 dr?
:__< /1_§_ _S_g> A dt? + r* (d6® + sin® 6 d?) .

(5.121)

p:
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Hemen,rs = 2GM/c* definizioaren bitartez, agertzen dénh masa —distantzia handira,
eremua ahula denean, orbita newtondarren azterketarteealdena—%.104) definizioak (eta
ez (6.109 delakoak) emandakoa d&/ = m(R).

(5.118 presioaren maximog, = p(0) da (ikus5.32 problema) eta infinitura jotzen du
M/R — 4c*/9G limitean. Ondorioz R erradio batean fluidoaren masak ondoko baldintza bete
behar du:

4c?

M < — R. 5.122
<5 ( )

Izan ere, emaitza bera frogatzenBluchdahlen teoremak fluido-esfera estatiko guztiekin (hau
da, egoera-ekuazio guztiekirgentsitatea ez bada handitzen kanpordi@. Emaitza honen
araberar < R eremuan dagoen masa 122 emaitzaren limitea baino handiagoa bada, presio
hidrostatikoa ez da nahikoa izango grabitazioari aurréekgieta, soluzio estatikoaren ordez,
kolapsoa gertatuko d& Efektu erlatibista da ha,36probleman ikusiko dugun bezala.

5.10 Reissner eta Nordstrémen soluzioa (1916, 1918)

Objektu kargatu baten kanpoan, besterik ez badago ereyaiektromagnetikoa eta, hortaz,
dagokion energia-momentuaren tentsorea ditugu:

1 1
T = — | FRFOEFY — —_gMv [ _FPo ) . 12
Ar < o= g9 Lo ) (5.123)
Beraz, eskualde horretan bete behar diferstein eta Maxwellen ekuazioak hauexek dira:
FWA + FI,M + FAW =0, (5.124)
F* =0, (5.125)
R, = KT, (5.126)

Karga eta korrontea nuluak direla aipaturiko eskualdealikdugu £.129 ekuazioan eta eremu
elektromagnetikoaren energia-momentuaren tentsoreatama nulua dela (gogoratw2?0pro-
blema), eremu grabitatorioaref.24) ekuazioak %.126 eran idazteko.

Kontsidera ditzagun ekuazio hauen soluzioak, gorputzdtargatek sortzen duen kanpo-geo-
metriaren kasuan, hiru hipotesi eginez: simetria esfartho, estatikoa eta asintotikoki laua da.
Hipotesi hauen ondorioz, distantzia infinitura, Minkowski espazio-denboran, eremu elektros-
tatiko coulombiarra berreskuratzen dela ere joko dugua Egan, kargarik gabeko Birkhoffen
teoreman ikusi genuen bezala, azken bi hipotesiak ondezala lor daitezke lehenengoa eta
Einstein eta Maxwellen ekuazioak erabiliz (ikus, adibidé#] liburuko 844. or.). Hemen, azter-
keta errazteko, hipotesi moduan onartuko ditugu.

Simetria esferikoaren eta estatikotasunaren hipoteb@ela idazten dira koordenatu ego-
kietan, 6.5) adierazpenetik ezabatu eta® faktorea sartu ondore3,37 problemaz baliatuz:

ds* = —A(r) ¢ dt* + B(r) dr® + r* (df® + sin® 6 dp?) (5.127)
0 -1 00
1 0 00

Fu=Er) o 6 o 0 (5.128)
0 0 00

8Fluido-ereduen goi-limite bat da hau: kolapsoa masa tgikikin has daiteke, benetako egoera-ekuazioaren
arabera.
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in[1:= Needs ["Ricci’Ricci™ ]
SetMetric  [-A[r ] Dt [x012 +B[r]Dtri?+r2 (Dt (612 + Sin [12 Dt [¢] ), {x0,1, o, ¢}]
{X, 9, T} = {Coordinate, InverseMetric, Christoffel };

4= F[1,0]1 = -(F[0,1 1 =-EE[r1]);
Flu_, v.1:=0
eql = Table [ax[)L] F[j.l, v] +6x[v] F[A, ul] + ax[H] F[V, Al // FuIISImpIIfy,
{16,0,3 }, {v,0,3 }, {1 0,3 }] //Flatten // Union

eg2 = Table [i‘l [i‘lg[v, A]

v=0 \a=0

o Flu v1-) (Tle, u, A1Flp, v1+Tle, v, Al Flu, pl)
p=0

FullSimplify, (0,3 3]
outfsl= {0}

rBIrJEE[r] A [r] +A[r] (r EE[r] B [r]-2B[r] (2EE[r] +r EE'[r]))

out[7]= , 0,0, 0
{ 2r A[r]B[ri? }

in[g]:= DSolve [%[[1]] =0, EE [r],r ]

NAr] +/BIr] Cr1]

> })

out[8]= {{EE[r} -
5.17 IRUDIA Maxwellen ekuazioaklathematicaren bidez.

Maxwellen ekuazioak erraz ebazten dir&;1@4 direlakoak identikoki betetzen dira eta
(5.129-tik hauxe dugub.17irudian frogatzen den bezala:

VAB

E=K"

(5.129)

K integrazio konstantea kalkulatzeko lautasun asintotéoaipotesiaz baliatuko gara. Distan-
tzia handiraA — 1, B — 1 etaE — K/r? dugunez, eremu coulombiarra berreskuratzeko,
infinituan geldi dagoen behatzailea neurtutako karbada,K’ = ¢ aukeratu behar dugu:

gV AB

E= 5

(5.130)

r

Einsteinen $.129 ekuazioetan azken emaitza ordezkatu onda#rezabatzen bada, gera-
tzen diren baldintzen arteatB’ + A'B = (AB)" = 0 dago,5.18irudian ikusten den bezala.
Ondorioz,AB konstantea da eta 1 distantzia infinitura. Ondorioguztietan,

B=—. 131
y (5.131)

Emaitza honekin, ekuazio guztiak betetzeko, hauxe aukbedtar dugu (ikus.18irudia):

A=14+—=4+25 (5.132)



5.10 Reissner eta Nordstrémen soluzioa 119

in[1:= Needs ["Ricci’Ricci™ 1
SetMetric  [-A[r ] Dt [X0]? +B[r]Dtr1+r2 (Dt [e12 + Sin [6]° Dt [¢] ), {x0,1, o, ¢}]
{X, 9, T} = {Coordinate, InverseMetric, Christoffel };
A[r] B[r
inf41= F[0,1 7 = - [F[lO]— [] (rl
r2
Flu_, v_1:=0
1 3 3
Tlu_, v_1:=— gle, o] Flu, o] Flv, o] -

1 3 3 3 3
— MetricTensor 2, F Al F // FullSimpli
7 Metr [u, v]ZZZZg[p 019 1 Fle, AIF[o, plify

p=00=02=0<

0 z=0
ekk =Table [(Ricci [u, v] -xT[u, v] 7/ FullSimplify )y =0, {#,0,3 3}, {v, u,33}] //Flatten //

Union;
in[g]:= Eliminate  [ekk, A" [r11 // FullSimplify

8rmr2 (A[r]+r A[r]) Blr] A'[r]
outigl= 9% x + =87r28&% —— .+ B[r] =08&%r #08&&A[r] #0&8B[r] 20
Alr]B[r] Alr]

infgl= BIr_1:=1/A[r]
%% // FullSimplify

outfi)= 9% x+8mr2 (A[r]+r A[r]) =8nr2&&r +0&A[r] #0

inf11= DSolve [q® x+87r? (A[r]+rA’[r]) =8xr? A[r],r |

a4 x
outf11]= {{A[I’] N r87rr . C[rl] }}
r G

S
2= A[r_1:=1- —+
r

8xG
ekk /. x »

// FullSimplify
C4

out[13]= {True, True, True, True, True}

5.18 IRUDIA Einsteinen ekuazioddathematicaren bidez.

K integrazio konstantea aurkitzekp= 0 limitean Schwarzschilden metrika berreskuratu behar
dela erabil daiteker K = rs = 87(G/c?. Notazioa laburtzeko,

Gq?
2
A=1-5_ 1 (5.134)
T T
definitzen baditugu, honela geratzen da Reissner eta Monasih soluzioa:
=41 (5.135)
r2’ '

ds? = —Ac?dt? + A tdr? + r? (d02 + sin® 0d<,02) . (5.136)
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5.10.1 Horizonteak

Reissner eta Nordstromen metrikaren funtsezko singataritakarra = 0 balioan gertatzen
da (ikus5.37 problema), baina.136 adierazpenak koordenatu-singularitate batXlu= 0
ekuazioaren soluzierreal bakoitzeko:

ret (/13 — 4r2
ry = . (5.137)

2

Hiru kasu ditugu, beraz.

rs < 271y

r+ irudikariak direnez, metrika erregularra da- 0 guztietan eta, Schwarzschilden metrika-
ren kasuan ez bezala,= 0 funtsezko singularitatea denbora motakoa da eta ez durezeka
inguruko fotoi eta partikula guztiak (ikus geroago zer gezen derb.19irudianr. errealak di-
renean); baina, horizonterik ez dagoersagularitate biluzia da eta horrelakoekin kausaltasun
arazoak sortzen direnez, Penrosezentsura kosmikoaren hipotesiararabera, ez dela soluzio
fisikoa onartzen da gehienetan.

rs > 21y

Azter dezagunb.6 atalean egin genuen bezalds{ = 0 ekuazioandd = dy = 0 egin
ondoren) geodesiko nulu erradialak kasu honetan:

dt 2
L AT = 4 r . (5.138)
dr (r—ry)(r—r2)
Erraz integratzen da had; integrazio-konstantea erabiliz:
r? r? r
ct:j:['r—i- * _In ——1’— ——1In ——1H+K. (5.139)
ry — T Ty ry —T_ T_
Barruranzko geodesiko erradial nuluak= —r + K ekuaziokoak izateko,
, r r r2 r
ct' = ct + In|— —1|— In|— —1 (5.140)
ry —T- Ty ry —T- T_

definitzen badugu, honela geratzen zaigu 89 metrika Eddington eta Finkelsteinen koordena-
tuetan (ikuss.40problema):

ds* = —=APdt” +2(1 — A)edt dr + (2 — A)dr® +r* (d0® +r*sin® 0dp®) . (5.141)
Argi-konoen egiturd.19irudikoa da.
e r = r, gainazala gertaera-horizontea da, ezin zeharka daitelmkantz.
e r_ < r < r, eskualdean dauden partikulek eta fotoiek r_ gainazala zeharkatzen dute.

e r < r_ eskualdean dagoena ez doa nahitaez espazio motakbsingularitateraino.
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5.19 IRUDIA Reissner eta Nordstromen metrika EddingtorFatéelsteinen koordenatuetan,
rs > 2r, kasuandd = dy = 0 plano batean.

rs = 2r,

Aurreko kasuaren limite bat da:= r, = r_ gertaera-horizontean izan ezikkoordenatua
espazio motakoa da.

Soluzio honetaz gehiago ikasteko, ikus, adibidé,lipuruko 18. gaia edo 10] testuko
12. gaia.

5.11 Gehiago ikasteko

Schwarzschilden metrikaren koordenatu-sistema errggitd137).
Schwarzschilden erradioaren barruko argi-kono@kt. [

Ispilu grabitatorioa: 186|.

Zeruaren distortsioalp1].

Zenbakizko orbitak:148; [149; [195.

Orbiten azterketa kualitatibo&8]| 9.3 eta 9.4 atalak.
Merkurioren perihelioaren aurreratzea:

— Ekarpen ez-erlatibistaki], 209. or.; [75]; [164]; [184].
Historia: [190.

— Beste kalkulu batzukd], 201. or.; [L32.

— PSR B1913+16 pulsarren periastroaren prezesiisl.[

Argiaren desbideratzea:
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— Baliokidetasunaren printzipioa39.
— Bigarren ordenako kalkulua5§|.

e Giroskopioen prezesioal()], 244. or.; [L19.
o Erlatibitatearen testak:

— Zer frogatzen duten test klasikoek7H.
— Test klasikoak konstante kosmologikoareki4 §.

— Radar-oihartzunaren atzeraper@; 204. or.; B], 212. or.; [L(], 236. or.; [L5], 157. or.;
[25], 201. or.

— Beste test batzuk8g], 10. gaia.

— Bigarren ordenako efektuakd]].

— Test kosmologikoak:1[15.

— Testen laburpenalll], 7. gaia; p01].

Marea-indarrak:10], 264. or.

Indar zentrifugo aldaratzailea3]].

Hutsaren beste soluzio zehatzaK; [L9. gaia; [LO], 13. gaia; [L5], 207. or.

Leiar grabitatorioak:§], 11.1 atala; 15], 185. or.; [L6], 10.7 eta 500. or.47]; [94].

— Argiaren desbideratzea eta leiar grabitatorio8k:8.6 atala; 79].
— Kosmologia eta leiar grabitatorioak: 11].
e Kolapso grabitatorioa:1], 14. gaia; B], 5.8 atala; 8], 12. gaia; [LO], 259. or.; [L4], 32. gaia;
[159], 12. eta 13. atalak;1[p], 7.6 atala; 5], 297. or.
— Lehen eredua:1s§.
— Adibide bat: pg].
— Eredu analitikoak:39].
— Zulo beltza sortzearen ezegonkortasuaai].
e Zulo beltzak: f], 16., 17., 18. eta 19. gaiaks]} 13. gaia; [L0], 277. or.; [L4], 32. gaia.
— Schwarzschilden zulo beltzean erortzen ari diren bi ballaten arteko harremanak:
[42].
— Erortzen ari den objektua salbatze®0{.
— Hedapena eta suntsidurai].
— Jaiotza eta heriotza9§).
— Zulo beltzak, energiaren iturriak79.
— Unibertso ikusgaia zulo beltz baten barrutik8[].
— Bi dimentsioko zulo beltz bat1pq.



5.11 Gehiago ikasteko 123

— Zulo beltzak eta makina termikoak:%7).

Hawking efektua: §], 13.3 atala; 10], 274. or.; BQ]; [125; [13].

Zulo beltzak eta informazioalft(.

Akrezio-diskoak: §], 11.2 atala; 10], 240. or.

Akrezioa izar birakari bateanip?.

Har-zuloak eta Einstein eta Rosenen zubid; 232. or.; B], 148. or.; [L(], 271. or.

— Einstein eta Rosenen zubi&q; [83]; [164.
— Kruskalen koordenatuetartZ7].

— Kausalitatea:93].

— Eredu erraz bat1]2§.

— lzarren arteko bidaiakl1f9.

— Denbora-makina:1[4qg.

e Teknika globalak, diagrama konformeé&kta singularitate-teoremalkd][ H eranskina; §],
137. eta 274. or..d] (aurreratua); 14], 34. gaia; [Lg], 8.4 atala.

e Zer ikusten den orbita zirkularretatikt47.

9Gogoratu76. orrialdeko oin-oharra.
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5.12 Problemak

5.1 Kontsidera dezagun hiru dimentsioko espazio euklidearieap, =) koordenatu zilindrikoe-
tan definitutako
z = ap, (p>0,0<¢p<2m)

konoa (ikus5.20irudia). Aurkitu gainazalean induzitutako metrika. Ohaitez, p konstanteko
leku geometrikoakrp luzerako zirkunferentziak badira ere, gainazalean nteaktuzirkunfe-
rentzia horien erradioa ez dela

5.20 IRUDIA 5.1 problemako konoa.

5.2 Frogatu b.4) emaitza eta aurkitle(3) eta 6.5 metriketan agertzen diren koefizienteen arte-
ko erlazioak.

5.3 Koordenatu isotropoak Egiaztatu honela idazten dela Schwarzschilden metrikedematu
egokietan:

1 —rg/dr\? 1
dszz_(ﬁ) dat v (1455) (@ v a? v dzt), (r=VETRTD).

1—|—7“5/47"

Harmonikoak al dira koordenatu hauek? Non da singularraikadtau? Zergatik?

5.4 Kontsidera dezagun hiru dimentsioko espazio euklideardefinitutakax (o) kurba.o para-
metroarekiko deribatua puntu batez adieraziz, azter dedag x x x magnitudea, koordenatu
polar esferikoetan. Frogaiu= 0 izateko baldintza beharrezkoak eta nahikoak dirélag eta
(5.19 ekuazioak. Ondorioztatu azken hauek betetzen direnedoa kaua dela eta jatorritik pa-
satzen den plano batean dagoela.

5.5 Frogatu b.31) emaitza.
5.6 Fotoi bat orbita zirkular batean higitzen ari da Schwarideh geometrian. Kalkulatu zein

den orbitaren periodoa infinituan geldi dagoen behatz&iteéaat eta orbitako puntu batean geldi
dagoen behatzailearen neurketen arabera.
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5.7 Argiaren desbideratze newtondarra Eman dezagun fotoiak orbita newtondar hiperboli-
koetan higitzen direla Eguzkiaren inguruan eta haien aiédsintotikoa dela. Frogatu kalkulu
newtondar honetako argiaren desbideratzedatibitate orokorrean lortzen denaren erdia dela.

5.8 Bineten formula. Erabili energia mekanikoaren eta momentu angeluarranats&rbazio-
-legeak, grabitazio newtondarrean, partikularen energéianikoa eta momentu angeluafra
etal direnean, orbitaren ekuazioa honela idazteko:

,2+u2_2GMm2u+2mE u—l u,_du
I L2 o dp)

u

Ondorioztatu hemendils(50 formula.

5.9 Frogatu denbora motako geodesiko batean, higidura elaseliieekuazioa hauxe dela:

d?r Ars  h?  3h*rs

dr2 ~ 22 T p3 opd

Ondorioztatu $.52 ekuazioa.

5.10 Aztertu5.9 problemako potentzial eraginkoria3irudian egin genuen antzera.
Iradokizuna Erabili dimentsio gabeko aldagaiak, hala ndla r/rs, 7 = ¢7/rs etah = h/crs.

5.11 Partikula bat = r, puntutik askatzen bada, zenbateko denbora propioa behardug
horizontera heltzeko? Eta= 0 puntura iristeko?

5.12 Partikula bat askatzen da infinitutik eta= 7 = 0 uneanr = r, puntu batean dago. Kal-
kulatu zenbateko denbora propioa eta koordenatua beh@ndit= rs etar = 0 distantzietara
heltzeko.

5.13 Egin berriro5.6 problemako kalkulua, masadun partikula baten orbita rkegonkor la-
burrenaren kasuan. Zein da partikularen abiadura bigaekatzailearen neurketen arabera?

5.14 Espazio-ontzi bat geldi dago Schwarzschilden koordetentudalkulatu (espazio-ontzia
geldi dagoen sistema inertzial lokalean) horretarako makagorritako gasek egin behar duten
indarra. Konparatu emaitza kalkulu newtondarrekoarekin.

5.15 Poloen gainetik pasatzen dé&rerradioko orbita zirkular batean higitzen da satelite bat.
(a) Erabili geodesiko zirkularren ekuazioa, satelitearéabiadura kalkulatzeko.
(b) Zein da ipar poloan geldi dagoen detektagailuatéabiadura?
(c) Sateliteak, maiztasun propioko argia bidaltzen du detektagailuraalvide erradialean. Era-
bili argiarenz# (o) geodesikoaren ekuaziody* /do eta fotoiarerp” momentua aurkitzeko (in-
tegrazio-konstante baten funtzioan).
(d) Erabili1.6 problemako

v pulm)uy

vo  pulap)up

2ONewtonek berak aurresan zuen argia desbideratzen del&iBgrrzparetik pasatzean eta kalkulu newtondarra-
ren egileen artean hauexek daude, gutxienez: Henry Calre(iii84an, baina argitaratu gabe), Johann Georg von
Soldner (1801ean) (ikusp9) eta Einstein (1911n, baliokidetasunaren printzipioaldbuz). Azkenean, 1915an
egin zuen Einsteinek kalkulu zuzena.
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emaitza (detektagailuan neurtutako maiztasuna,lshauxe dugula frogatzeko:

w_ [lzrsfBe rs  3rs_ GMs  3GMe
w \1=3rs/2R~ ~ 2Rg 4R =~ Rs 23R’

(e) Erabili azken emaitza.21problemakoa berreskuratzeko.
(f) Noiz «dabil arinago» sateliteko erlojua?

5.16 Elektroi bat eta positroi bat geodesiko zirkular bereantkeg ari dira, kontrako noranz-
koetan, Schwarzschilden metrikan. Zein da elkarrekin tegitean askatuko den energia, talka-
-puntuan geldi dagoen behatzailearentzat?

5.17 Frogatu Schwarzschilden metrikaren Kretschmannen as&dlauxe dela:

K = Ryppo R = 1223,

5.21 IRUDIA Flammen paraboloidea.

5.18 Flammen paraboloidea Azter dezagun Schwarzschilden metrikarter- t,, 0 = /2
sekzioa. Frogatu hiru dimentsioko espazio euklidearreargitdu daitekeela, koordenatu zilin-
drikoetan emandakeo= f(p) ekuazio egokiak definitutako gainazal baten modura. Aurkip)
eta egiaztat®.21irudiko paraboloidea definitzen duela.

5.19 Partikula puntual ez-erlatibista bat higitzen%la8 problemako gainazalaren gainean, Lu-
rraren azalekg eremu grabitatorio bertikalaren eraginpean. Marruskadurtiak arbuiagarriak
badira, teoria newtondarrak aurresandako higidura ptart@giduren berdina izango da partiku-
larena?

5.20 Zein da argi-izpi erradialen abiadura, Schwarzschildeordenatuetan? Zer gertatzen da
emaitza horretan izpia horizontetik hurbil dagoenean?

5.21 Nola mugitu behar da espazio-ontzi bat, Schwarzschildém lzitz batetik oso urrun da-
goenean, bat-batean erregairik gabe geratzen bada zzleaorezeko? Erregaia amaitu ondoren,
zein da orbitaren periastroaren distantzia minimoa?

5.22 Egiaztatu $.90) adierazpena. Erregularra al dag9 transformazioa? Zergatik?
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5.23 Eddington eta Finkelsteinen koordenatu atzeratuak 5.6 ataleko Eddington eta Finkels-
teinen koordenatuakurreratuak direla esaten da. Argi dago haien definizioa &t8¢ metrika

ez direla denboraren inbertsoarekiko aldaezinak. Izarkargporanzkageodesiko nulu erradia-
len unibertso-lerroak 1 maldako zuzenak izateko moduaauétera daiteké’ koordenatu berria:
Eddington eta Finkelsteinen koordenataeratuak lortzen dira horrela. Idatzi Schwarzschilden
metrika koordenatu hauetan eta marraztlRirudiaren ordezkoa. Atera ondorioak azken horre-
tatik eta azaldu bere esanahia.

5.24 (5.93—(5.94 ekuazioetakdt(u,v),r(u,v)) transformazio zuzena forma (apur bat) espli-
zituagoan idatz daiteke Lamberté&i funtzioaren bideZ; baina alderantzizk¢u(t, ), v(t,r))
transformazioa, oinarrizko funtzioez baliatuz idatz elegt. Nola? Erabili azken transformazio
hau 6.95 metrikaren adierazpena egiaztatzeko.

5.25 Egiaztatu Kruskal eta Szekeresef4diagramant konstanteko leku geometrikoak zentro-
tik pasatzen diren zuzenak direla eta zuzen hauen maldedtehetela—1, 1) tartean.

5.26 Plancken unitateak G, c etah konstante unibertsalak erabiliz, honela definitzen Elem-
cken luzeraetaPlancken masa

lp= <—3) ~ 1.62 x 1073 cm,
C

hC 1/2
me = <5) ~2.18x107°g.

Zeintzuk diraPlancken denborag Plancken energia etaPlancken dentsitate® Partikula baten
erradiodp bada eta masap, zein da bere Schwarzschildegserradioa? Iruzkina egin emaitzari,
grabitazio kuantikoa oraindik ulertzen ez badugu ere, ez baten Compton uhin-luzera eta
energidp etaFp balioen parekoak direnean, efektu kuantiko handiak esfisrakegula kontuan
hartuta.

5.27 Suziri bat Schwarzschilden erradioaren barruan dago.tdht = 0 singularitaterantz
joango dela frogatzen db.12 eta5.14irudietako argi-konoen egiturak; baina pentsa genezake
motorra era zuhurrean erabiliz lor daitekeela singulemitano ez iristea denbora propio finituan.
Frogatu hori ez dela egidyt < 7GM/c* denbora-tarte finitu batean heltzen baita singularitate-
raino.

5.28 Schwarzschild eta de Sitterren metrika Aurkitu Schwarzschilden metrikaren ordezkoa
konstante kosmologikoa kontuan hartzen denean. Zer gentdia eremu ahularen limitean?

5.29 Egiaztatu $.100 emaitzak.
5.30 Egiaztatu $.120 emaitzak.

5.31 Koordenatu-singularitaterik al du Schwarzschilden kargta barne-soluzioek osatutako
metrikak, koordenatu polarren arazoak ahaztuta?

u? — v?

2y =g {1 + W < )] da. Ikus [/1] artikuluan Lambertem” funtzioaren definizioa eta propietateak.
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5.32 Egiaztatu $.119 presioa txikituz doala handitzeanp > 0 bada. (Ikus, gaineral] libu-
ruko 612. or.)

5.33 Frogatu ez dagoela = wpc?® egoera-ekuazioko barne-soluzio esferiko estatikoriky ez
delakop(R) = 0 denean Schwarzschilden kanpo-soluzioarekin elkartu.

5.34 Kalkulatu fluido perfektu batez osaturiko izar esferikoati&b baten lotura-energia osoa,
mekanika newtondarrean eta erlatibitatean, dentsitatestantea denean.

5.35 Egiaztatu grabitazio newtondarrean, Tolman, Oppenheételolkoffen ekuazioaren or-
dez, honako hau dugula oreka hidrostatikoaren baldintza:

_ Gm(r)plr)

p(r)= p

5.36 Aurkitu nola aldatzen den presioa, mekanika newtondayrean esferiko estatiko baten
dentsitatea konstantea denean eta erkatll@ emaitzarekin. Egiaztatu mekanika newtonda-
rrean)M masak ez duel&(122 moduko goi-limiterik.

5.37 Egiaztatu Schwarzschilden barne-soluzioaren sekziazegphk, kurbadura konstantekoak
direla. Gauza bera gertatzen al da kanpo-soluzioan? Ardaggatu barne-soluzioaren sekzio
espazialak hiru dimentsioko gainazal esferikoak diredeketkulatu erradioak.

5.38 Osatu5.21irudia Schwarzschilden barne-soluzioa erabiliz.

5.39 Frogatu Reissner eta Nordstromen metrikaren Kretschnmeesiaalarra hauxe dela:

127“%7“2 — 487“57“37“ + 567”;l

r8

K = Ryypo R =

5.40 Egiaztatu .14 adierazpena.

5.41 Kerren metrika (1963) Biratzen ari den gorputz baten inguruko kanpo-geometskid-
batzeko,

0 == (1= 1) - 2™ 5 carr
P P

o T'srsin? 0
2
P

r

A

dr? + p* d6* + (7’2 +a*+a ) sin? 0 dy?.

metrika erabiltzen da, non masa-unitateko momentu angeldana = L/(Mc¢) eta
A =712 —rgr+ad, p=Vr?+a?cos? 0.

Egiaztatu hutsaren Einsteinen ekuazioen soluzioa dédas,(bdibidez, 4] liburuko 19. gaian,
[10] testuko 13. gaian edd PZ artikuluan metrika interesgarri honen azterketa.)



6. GAIA

Uhin grabitatorioak

Aurreko gaian Einsteinen ekuazioen soluzio zehatz batztéeta ditugu eta beste asko eza-
gutzen dira 23], baina ez da beti erraza haien esanahi fisikoa asmatzetaldesEinsteinen
ekuazioak oso ez-linealak direnez, gehienetan hurbkketaalitikoak edo zenbakizkoak) erabili
behar dira, problema fisikoak deskribatzeko. Erlatibitatkorraren hurbilketa lineala aztertuko
dugu gai honetarGrabitazioaren teoria linealizatua deitzen zaio askotan, berez teoria osotzat
kontsidera baitezakegu:= 2 espina duten masa gabeko partikulen (grabitoien) erenageiat
klasikoa (erlatibitate berezian). Gainera, hemen, ditate orokorretik hasita, hurbilketa bezala
lortuko badugu ere, alderantzizko bidea ere egin daite&s!: érlatibitate bereziaren Minkows-
kiren espazioan, aipatutako eremuen teoria klasikotikhataenez hurreneko prozedura baten
bidez erlatibitate orokorra eraiki daiteke

6.1 Hurbilketa lineala

Eman dezagun aztertzen dugun espazio-denboraren eskoaldetrika ondoko moduan
idazteko koordenatu-sistema bat dagoela:

Juv = N + hum |h;w| < 1 (61)

Jakinaj,,, = h,, dugu.2.7ataleko limite newtondarrean et3.1atalean eremu estatiko ahulak
aztertzeanj,, -ren denborarekiko deribatuak arbuiatu genituen. Gaitaonehin grabitatorioak
aztertzeko, adibidez, ezin dugu hori egin, eremu grabiteic@hula bada ere; baina metrikaren
deribatu guztiak ere txikiak direla onartuko dugu. Befaz ), h,.. h, ) €ta antzeko gai guztiak
arbuiatuak izango dira hurbilketa linealean.

Arrazoi beragatik, indizeak igotzeko eta jaisteko Minké&imsn 7, metrika eta alderantzizko
n* tentsorederabiliko ditugu hemendik aurrera. Horrela, adibidez Xeadugu:

B = hE, = B = 1hy, 6.2)
W = 177 hE = 10 By (6.3)

ikus [10] testuko 473. or.,14] liburuko 436. or., L59 artikulua eta hiruretan aipatzen diren lanak.
2Gai honetan «tentsore» eta «bektore» izenekin, Poinca(@m) transformazioekiko kobarianteak diren mag-
nitudeak adierazten ditugu.

129
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6.1.1 Koordenatu quasi-minkowskiarrak

(6.1) egitura ez da lortzen bakarrik goiko koordenatu-sisterNmtanahiko Lorentzen edo
Poincaréren transformazio bat egiten badugu,

o = Nt 1, (Mo ALV AS = M) (6.4)
Ox? 0z°
v = 5 g Ior = NN (Mpo + o) = 1 + AN hrpg = s + By (6.5)

lortzen da, {.36) propietatearen ondorioz, eta Lorentzen transformagioefaina ez koorde-
natuen aldaketa orokorrekiko) tentsoreaga

B = A2 A By (6.6)

Ikuspuntu honetatik, erlatibitate berezian egindako ergmabitatorioaren teoriako potentziala
dah,,, elektrodinamikakol,, potentzialaren antzera, baina bektore bat izan ezik (giaa4),
2 heineko tentsorea da (eta espina 2).

Goian (Poincaréren edo) Lorentzen transformagadal bat kontsideratu dugu, baina trans-
formazio infinitesimalokalak hau da, koordenatuen menpekoak, ere interesatzen aaizkig

ot =zt + M), (6.7)

non ¢#(x) bektore-eremua txikia den (hau da, arbuiatu egingo ditigren karratuak eta gai-
nerako berreturak, baitg¢'h,, eta antzeko biderkadurak ere). Ikus dezagun nola tranafaem
denh,,, (= ikurra erabili arren, bakarrik gordetzen baditugy eta&,-rekiko gai linealak):

Ozt

o — % TE (6.8)
ox’
8.7:“/ = 55 - Sp#“ (69)
oxf 0x° " .
9 = it g 97 = (00 = €0) (00 = €7,) (o + o)
= Nuv + huu - SM,V - Sy,u- (610)

(Ikus 6.1 problema.)l.16problemako gauge transformazioen antzekoak dira hauek:

Byop = By = Enp = Epme (6.11)

6.1.2 Geometria linealizatua

Hurbilketa honetako tentsoreetan aztarna alderantakatzeragilea honela definitzen da,
2 heineko tentsore kobariante simetriko guztietarako:

. 1
R =B — ook, =B =Ry, (6.12)



6.1 Hurbilketa lineala 131

Hurrengo propietateak erraz frogatzen dira (iKusproblema):

h=—h, (6.13)
_ _ 1 _
hyw = by = hyw — o v h, (6.14)
1 1
I, = EW (o + Prpys = ) = 5 (M + 0, —hy™) s hy =0"h,, (6.15)
1
R,uz/pa - 5 (hua,up + hl/p,ua - hua,up - h,up,ua) ) (616)
1
R = 2 (h/’i,yp T Wio = P” — th) ’ (6.17)
R=h" . —h}t (6.18)
G—R—lhphphph h *° —h*
S 5 [ wp,v + vpu — pvp T Thpr T Nuv ( po M )]
1 .- _ _ _
= = (hps” + oy = Nt — b)) (6.19)
2

6.1.3 Eremu grabitatorioaren ekuazio linealizatuak

(6.19 emaitzaren ondorioz, honela idazten da Einsteinen ekeaziurbilketa lineala:

- hMVapp B nl‘”BPJWU + B g + B P = QKT/,,LV' (620)

pp,v v,

Ekuazio hauetako lehen gaian Minkowskiren metrikako dberten eragilea aplikatzen zaio
h,,, eremuari: B B
D?h,, =h,, P (6.21)

H,p

Ohiko uhin-ekuazioaren antza déL20 delakoak, baina beste gai batzuk agertzen dira. Antzeko
gauza bat aurkitu genuenl16 probleman, eta bide beretik sinplifikatuko dugu20 emaitza.
Izan ere, §.7) transformazio infinitesimal batean

_ 1 /
hu’l/’ = hu/l,/ — 577,‘“’ hll;,

1
= hyw = & — S — énﬁw (h - 2£p7p)

= l_l/u/ - gu,u - gu,u + 77;w£p7p (622)
dugunez, hauxe lortzen da:
7 v 7w v __ 1 U 2
h,u/z/ - h/u/ - g,u,z/ - h,uz/ -0 gu' (623)
Hortaz, B
%¢, =h,," (6.24)

ekuazioen edozein soluzio aukeratzen bada, koordenatietber(eta primak kenduta) ondoko
baldintzak betetzen dira:

h,"” =0. (6.25)

i

Lorenzen gauged definitzen duten baldintza hauek, koordenatu berriak haikoak direla
adierazten dute (gogoratu3.3atala eta ikusb.6 problema). Honela geratzen zaizkigu, beraz,

3Einstein, de Donder, Hilbert eta Fock izenekin ere ezagutzia gauge hau.
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eremu grabitatorioaren ekuazio linealizatuak, Lorenzarggan:

O? by = —26T,,, (6.26)

h' =0, (6.27)
_ 1

Juv = N + h,uu - 577;;1/ h. (628)

Jakina, gauge honek ez ditu guztiz zehazten koordenatttak= z* + & transformazioan
(6.27) baldintza ez baita aldatzen” ¢* = 0 uhin-ekuazioaren edozein soluzio erabiltzen bada.
(Gogoratu antzeko gauza bat gertatzen dela potentziare@he&gnetikoarekin].16 probleman
ikusi genuen bezala.)

6.2 Uhin grabitatorio lauak

Hutsean, 7" = 0 denez, hurbilketa linealaren ekuazioak honako hauek ditiarenzen
gaugean:

0% h,, = 0, (6.29)

h,” =0. (6.30)

o

Elektromagnetismoan aurkitzen diren ekuazioen berdakisiirenez (gogoratl.16 problema),
zuzenean idazten dira uhin ladaldierazten dituzten soluzioak:

B = A, e (6.31)
kok? =0, (6.32)
ALk =0, (6.33)

nonAd,, = A,, anplitude-tentsore simetrikoa eté = (|k|, k) uhin-bektore nulua konstanteak
diren. (Ikus6.5 problema.) Uhin elektromagnetikoen antzera idazteke; |k|c maiztasuna eta
t = 2°/c erabiltzen baditugup,, = A,, e!**~“Y dugu. Jakina,&.31) adierazpenaren parte
erreala hartu behar dugu uhin fisikoa lortzeko. Bestaldi&-ekuazioa lineala denez, uhin lauen
gainezarmen finitua edo infinitua (Fourierren serie edognatebat) izango dira beste soluzio
guztiak.

Uhin grabitatorioek proba-partikuletan duten eraginam@zéko, aukera dezagunardatz
positiboa uhinaren hedapen-norabide&m3()—(6.33 soluzioa honela idazteko:

k= (k. k,0,0), (6.34)
By = A,y =) (6.35)
0= AOO + AOz - Aa}O + Aa:a: - AyO + Aya: - AzO + Aza} (636)

Kontsidera ditzagun bi proba-partikula hurbil eta lehegeepartikula geldi dagoeneko erre-
ferentzia-sistema inertzial lokala. Bien artekgosizio erlatiboaren eboluzioa, aipatutako erre-
ferentzia-sisteman, geodesiko@33d desbideratzeak emandakoa izango da:

d*G;
dr?

4Uhin-ekuazio baten soluzioa izateak ez du bermatzen emiadi dela, energia ez badarama gure koordenatuen
aukeraren ondorio hutsa izan baitaiteke: ikuk7 problema.

= C2Ri00jcj. (637)
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6.13probleman frogatuko dugunez, behar ditugun kurbadursdesmaren osagaiak hauexek dira:

RiOOx = RmOOi = 07 (638)
Ryooy = —R.00. = —ikZ (Ay, — A..) e*@=et) (6.39)
Ryoo: = R.ooy = —%MA?,Z eikl@=et), (6.40)
Ondorioz, ,
fhg _ (6.41)

dugu sistema inertzial lokalean. Azelerazio erlatibodtalnak ditu ¢, eta¢, zeharkako osagaiak,
eta nahikoa dgz plano bakoitzean gertatzen dena aztertmeaa zeharkakoa d@uhin elektro-
magnetiko lauak bezala).

. . ’ ° X \ . \I-ro i .
s ~ s o T P A
y ?—> ° <—+ .ﬁ\‘l ° ﬁ- <—“ ° :,_> ‘%.: ° ——=®
. g °* ¢/ “ { l\- " ‘Q»_._T'J
ot ¥ o

) N Foei oy A
L, Y 7y S e O T P’
y ¢ o o (o e e ¢ o o (e e o
. t L D T A
TN W P A

6.1 IRUDIA Uhin lauen bi polarizazioek proba-partikuletdaten eragina, erdiko partikula
geldi dagoeneko sistema inertzial lokalgan

(6.39-(6.40 emaitzetan ikusten dugunez, bi askatasun-gradu indepéxcau da, kpola-
rizazio lineal, ditugu, ondoko bi konbinazioetan kodifikatuak:

A, = % (A, —A), A=A, (6.42)

Hauexek dira polarizazio linealak, = kc jarri ondoren,r-rekiko deribatua adierazteko puntua
erabiltzen badugu:

. . ,
z w i(kr—w
(+) : % = —g— =S Ae (kz—wt) = A =0, (6.43)
Yy z
i} ) ,
(x): % = 2— = —%AX gilhe=wt) 4. = 0. (6.44)
z Yy

Uhin grabitatorioak oso ahulak dira. Iturri astrofisikouartetik espero ditzakegun desbide-
ratzeaks¢ /¢ ~ 1072! dira eta, adibidez, detektagailu batean- 1 km badags¢ ~ 107'¥ m-ko

Slkus http://ww. ei nstein-online.info/spotlights/gw waves orrialdeko simula-
zioak.


http://www.einstein-online.info/spotlights/gw_waves
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aldaketak, proba-partikulen atomoak baitty aldiz txikiagoak dira! Hasieratik erabili diren
barretan ez da ezer detektatu eta gauza bera gertatu daadeabehintzat, gaur egungo inter-
ferometroetan, nahiz eta LIGO-rebesoen luzera- 4 km izan (eta luzera eraginkorra askoz
handiagoa, argiak joan-etorri batzuk egiten baititu fiet@metroko barrunbetan). Arrazoi bera-
gatik, etorkizuneko eLISA/NG®interferometroen besoak (hau da, sateliteetako ispilueka
distantzia) miloi bat kilometro luze izango dira!

6.2 IRUDIA LIGO detektagailuen interferometroen eskema.

6.2irudian erakusten da LIGO detektagailuetako Fabri-PBtictielson interferometroen es-
kema. Penduluen modura esekitako bi ispiluen artean neetdira laser batetik datozen fotoiak
eta bi besoetatik ateratzen diren izpien arteko interfeir@neurtzen da. Uhin grabitatorioen era-
ginez, ispiluen arteko distantzia (0s0-0s0 gutxi) aldatzeterferentzia-eredua mugitu egingo da
(ikus, adibidez, 141] eta [174)).

6.3 Uhin grabitatorioen igorpena

Orain arte bakarrik dugu uhin grabitatorioen existenemaeharkako egiaztapen esperimen-
tala: 1974an aurkitutako PSR B1913+16 pulsarraren elmdnzienergiaren galera bateraga-
rria da erlatibitate orokorrak aurresandako uhin gratitaén bidezko energiaren igorpenarekin
[74,197, 183: sistema bikoitzarefi.75 h-ko periodoaren aldake?.0 + 0.3 us da, urte batean,
eta erlatibitateak aurresandakaas :s. Russell Hulse eta Joseph Taylor astrofisikariek eskuratu
zuten 1993ko Fisikako Nobel Sarimr the discovery of a new type of pulsar, a discovery that
has opened up new possibilities for the study of gravitatinan ere, fenomeno astrofisikoak
aztertzeko 0so erabilgarria izango litzateke uhin gréditaen detekzioa, teleskopio optikoak,
irrati-teleskopioak eta uhin elektromagnetikoak detedea dituzten bestelako tresnak erabiliz
lortutako informazioa osatzeko.

Testu honen mailatik gora dago uhin grabitatorioak nol&zsordiren aztertz€aHemen ba-
karrik aipatuko dugu 1918an Einsteinek aurkitu zkaadrupoloaren formula'®. Iturria V' ere-
mu bornatuan badago eta hor abiadurak ez badira erlakbigtan grabitatorioen bidez denbora

Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatdiy t p: / / ww. | i go. cal t ech. edu/.

8 evolved Laser Interferometer Space Antenna/New GrawitatiWave Observatory
http://elisa-ngo.org/.

®lkus, adibidez, 10], 18. gaia; §], 290. or.; [L4], 36. gaia; P5], 260. or.

O1kus, adibidez, 2], 110. atala; {4], 36. gaia; P5], 267. or.; [L94; [ 164.


http://www.ligo.caltech.edu/
http://elisa-ngo.org/
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unitatean galdutako energia hauxe da:
. G ...... ij
&= 2 (Bub”), (6.45)

non puntua erabili den denborarekiko deribatua adieraztékkuadrupolo-momentua honela
definitzen den (masa-zentroaren sisteman):

\%4

Gainera, §6.45 formulan, batez bestekoa kalkulatu behar da fenomengamodo karakteristiko
batzuetan barrena.

6.3.1 Sistema bikoitzen eboluzioa

Eman dezagun lehen hurbilketan sistema bikoitz bateareizarbitak zirkularrak direla,
T = 27 /w periodokoak. Izarren arteko distantzidada, triedroaren orientazioa eta denboraren
jatorria era egokian aukeratuz, honela idatz daiteke fmositatiboaren eboluzioa:

x = r(coswti+ sinwtj). (6.47)

Izarren masakn . etam_ badira, hauexek dira masa-zentrotik neurtutako posiZipa4:
Xy = TR S (6.48)
my +m_

Hemendik zuzenean kalkulatzen dira kuadrupoloaren oslgai

mym_
D,, = BME L (3 cos? wt — 1) , (6.50)
my +m_
D,, = %H (3sin®wt — 1), (6.51)
DZZ — _MTQ’ (652)
my +m_
D,,=D,, = 32 Gt coswt, (6.53)
Y Y my +m_

eta energiaren galera (ik6s20problema):

2
_eo 20 ( M- ) 8, (6.54)

5¢5 \my +m_

Honen ondorioz, izarren arteko distantzia eta sistemageiogoa txikituz doaz (iku§.21 pro-
blema):

_64GPmym_(my +m_)

7= =53 : (6.55)
: 192G°?mym_(my +m_)Y?
T=-— =55 : (6.56)

Efektu hauek oso txikiak dira (gogoratu goian PSR B1913+ll6grari buruz esandakoa),
baina handituz doaztxikitzean, hau da, izarrak elkarren gainean erortzemeduma.
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6.3.2 lturri leherkorrak

Masa handiak denbora-tarte laburretan birbanatzean (lwdéa supernobetan eta galaxien
nukleo aktiboetan) ere sortuko dira uhin grabitatorioak.

Azken hauen energia balioztatzeko, eman dezagun fenomesneasa, diametro eta denbora
karakteristikoakM, R etaT direla. Orduan, kuadrupolo-momentiia ~ nM R? izango da,
masa-banaketaren geometriaren menpekoa den diments&aoyatikoefiziente egokiarekin.
Kuadrupoloaren deribatua ~ nM R*T~? izango da eta igorritako potentzia

Gn*M2R*
45¢5T6
_Adibidez, supernoba baten kasuth= 10Mg, R = 10R., T' = 10* s etan = 0.1 badira,

—& ~ 5.66 x 10%® erg/s dugu, Eguzkiak igortzen duers4 x 103 erg/s baino askoz txikiagoa

da (eta iturria askoz urrunago dago). Ez da harritzekoa gitaihitatorioen detekzioa hain zaila
izatea!

— &~ (6.57)

6.4 Gehiago ikasteko

e Uhin grabitatorioen hastapenak(].
e Uhin grabitatorioak teoria newtondarreah?7{].
e Uhinen energia: 14], 955. gaia; p5], 259. or.

e Uhinen iturriak: f], 290. or.; B], 23. gaia; [L(], 18. gaia; [L4], 36. gaia; [L6], 9.6 atala;
[25], 260. or.

e Kolapso grabitatorioak sortutako uhin grabitatorio&iZ] [(aurreratua).

e Kuadrupoloaren formula: g], 23.6 atala; 12], 104. atala; 14], 36. gaia; [L6], 9.6.1 atala;
[25], 267. or.; [L6G]; [194].

e Uhinen detekzioa: 4], 285. or.; [L4], 37. gaia; [L5], 170. or.; R5], 276. or.; p1].

— lturriak, detektagailuak eta gaurko egoer&/ ).

— Detektagailuen historialp9.

— Barra-detektagailuak3p].

— Laser-interferometroak3p]; [141]; [161]; [174].

— Eraikitzen ari derAdvanced LIGOnterferometroa: 10§, [193.
— Hirugarren belaunaldiko detektagailuak6f].

— PSR B1913+16 pulsarraren eboluzioa, erlatibitate or@keta uhin grabitatorioak:
[8], 23.7 atala; 16], 9.7 atala; L83; [197] (aurreratua).

— Uhin grabitatorioen astronomia eta astrofisil@t]{ [ 78].

e Fisika, astrofisika eta kosmologia uhin grabitatorioerebidl73 (aurreratua).

1Adibidez, masa-banaketa esferiko baten kaspan 0 da eta ez da uhinik sortuk&2. orrialdean ere ikusi
genuen bezala.
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6.5 Problemak

6.1 Egiaztatu 6.9) transformazio-legea.

6.2 Frogatu 6.13—(6.19 propietateak.

6.3 Nola transformatzen da,, tentsorea.11) transformazio batean?

6.4 TT gauged®. Froga ezazu beti aukera daitekeela Lorenzen gau@ezl)-£(6.33 uhina
zeharkakoa eta aztarnarik gabekoa izateko moduan:

hoo =0, h,=0.
6.5 Egiaztatu 6.31)—(6.33 adierazpenek emandako metrik&,29—(6.30 ekuazioen soluzioa
dela.

6.6 Koordenatu harmonikoak eta Lorenzen gaugeaFrogatu eremu grabitatorioaren teoria
linealizatuan 4.30 eta ©.259 baldintzak baliokideak direla.

6.7 Metrika quasi-newtondarra. Grabitazio newtondarregr(x) masa-banaketa estatiko bor-
natuak sortutako potentzial grabitatorioa ondoko probiem soluzioa da:

V20 = 47Gp, d(x) — 0.

|x|—00
Kalkulatu masa-banaketa horri dagoki@n26—(6.28 ekuazio linealizatuen soluzioa.
6.8 Zein da6.7 problemako metrika masa-banaketa esferiko estatikoib&eatpo?

6.9 Azter dezagun honako metrika hau:

c2r

2GM 2GM
d82:_<1_§2—r)62dt2+<1+ G )dr2+r2(d92+sin29dg02).

Kalkulatu Ricciren tentsorea eta ondorioztatu hutsaremargrabitatorioaren ekuazioen soluzio
hurbilduadela. 6.29—(6.30 ekuazioen soluzioa al da? Zein da metrikaren esanahia?

6.10 Egiaztatu6.8 eta 6.9 problemetako metrika linealizatuak baliokideak direlarkitu bien
arteko gauge transformazioa eta azaldu zergatik haietatiek tbakarrik betetzen dituef.29—
(6.30 ekuazioak.

6.11 Marea-indarrak. Kalkulatu marea-indarrak.9 problemako metrikan eta (masa esferiko
estatiko baten kasuafB)21problemako hurbilketa newtondarrean. Erkatu horrelaitako emai-
tzak (6.84)—(5.85 adierazpenekoekin.

6.12 Transformatu behar dir& (39—(6.40 osagaiak sistema inertzial lokaleba5.3atalean egin
genuen bezala?

6.13 Kalkulatu 6.39—(6.36 metrikaren kurbadura-tentsorea.

?Hau datransverse traceless gaugeyelesez.
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6.14 Uhin grabitatorio lau zehatza. Azter dezaguttu, v) = (ct — z, ct + x) argi-koordenatue-
tan idatzitakoRosenen metrika

ds® = —dudv + f*(u) dy® + ¢*(u) d=*.

Frogatu hutsaren Einsteinen ekuazioak betetzen diretaeguh («) funtzioa aukeratu ondoren,
ondoko baldintzak betetzen badira:
" /!

W W

f(u) 9(u)
Egiaztatu uhin lau zehatza defgp(uhinen kasu partikularra da).

Erabili (U, V)Y, Z) = (u,v+y>f f'+ 294, [y, gz) transformazioa, metrikBrinkmann-en

forman jartzeko,h-ren funtzioan:

ds* = —dU dV + h(U) (Y? — Z%) dU? + dY? + dZ°.
6.15 Egiaztatu6.14 problemako uhin zehatza polarizatuta dagoela.
6.16 Harmonikoak al dir&.14problemakau, v, y, z) koordenatuak? EtgU, V.Y, Z)?
6.17 Azter dezagun honako metrika hau:
ds> = —[1 — f(x —ct)] 2 dt* — 2f(x — ct)edt dov + [1 + f(x — ct)] do* + dy® + dz°.

(a) Hasteko eman dezaglfi(z — ct)| < 1 dela. Egiaztatu®.29—(6.30 ekuazioen soluzioa
dela, baina ez benetako uhin bat, kurbadura-tentsorea alta. Aurkitu Minkowskiren ohiko
adierazpena berreskuratzeko egin behar den aldagaiesddalkinitesimala.

(b) Egiaztatu hutsaren Einsteinen ekuazioen soluzio zal{atu da|f(x — ct)| < 1 hipotesia
egin gabe) dela; baina, berriro, kurbadura-tentsoreaanidlein da Minkowskiren ohiko adieraz-
pena berreskuratzeko aldagai-aldaketa?

(c) Frogatuf (z — ct) = Ae’*@=<t) bada etdA| < 1, (6.349—(6.36) egiturako soluzio bat berres-
kuratzen dela. Zer gertatzen da proba-partikulen higiélreazioetan?

6.18 Egiaztatu ondoko metrika-perturbazioak hutsaren ekuamalizatuak betetzen dituela:

—f(x —ct) 0 0 0
s = 8 f(xO_Ct) g(x(ict) 8 (@ =et)], Jg(x —et)] < 1).
0 0 0 —g(z —ct)

Nolako baldintza bete behar da benetako uhina izatekoAtiufk= 0 egiten duen transformazio
infinitesimal bat. Nola geratzen dira orduan metrikarendgaiak? Iruzkina egin emaitzari.

6.19 Kontsidera dezaguh,,, = A,,e™**" egiturako uhin lau bat. Frogatu kurbadura-tentsorea
hauxe dela:

1
Rivpe = —3 (kuk,hyuo + kukohy, — kukohye — kukohy,) -
Egiaztatu eremu grabitatorioaren ekuazio linealizatusmkke eskatzen dutela:
kzhu,, = kyw, + k,w,, (wu = ﬁu,,k") .

Frogatu
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o k,k? # 0 deneanf,,,, = 0 dela (zer esan nahi du honek?),

e k,k? = 0 denean, kurbadura-tentsorearen bektore propio nuluaiglg.k° = 0.
6.20 Egiaztatu 6.50—(6.54) emaitzak.

6.21 Egiaztatu 6.55—(6.56) emaitzak.
Iradokizuna Idatzi energia mekanikoadistantziaren funtzioan eta erabili higidura erlatiboare
ekuazioa (edo Keplerren hirugarren lege#)4].
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1. ZATIA

Kosmologiarako sarrera

141






143

Bigarren zatian kosmologia erlatibistaren hastapenadikiuditugu. Datu astro-
fisikoetan oinarriturik, unibertsoaren eredu matematikazen familia bat erai-
kiko dugu eta, geroago, Einsteinen ekuazioak erabilikogdithaien eboluzioa
aztertzeko, zenbait hipotesiz baliatuz. Amaitzeko, gaumgo kosmologiaren
aztergaietako batzuk aipatuko ditugu.

It is also a good rule not to put overmuch confidence
in the observational results that are put forward
until they are confirmed by theory.

Arthur Stanley Eddington
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7. GAIA
FLRW metrika

Kosmologia erlatibista aztertzen hasiko gara gai hon&astelako ereduak badaude ere, he-
men ikusiko duguna errazena da eta, hala ere, unibertsegitera eta eboluzioa, eskala handian,
deskribatzeko egokiena, dauzkagun datu astrofisikoemri@aredu kosmologiko estandarra-
ren metrika da.

7.1 Printzipio kosmologikoa

Unibertsoan eskala askotako egiturak daude: izarrakxig&lagalaxia-taldeak eta abar. Be-
raz, 0so ez-homogeneoa da: gauzak oso desberdinak difzaizar azalean eta galaxien arteko
espazioa hotsean. Hala ere, datu astronomikoen arabdpartso ikusgaia isotropoa deskala
handian norabide guztietan ikusten da galaxien dentsitate bewakin105—-10° argi-urteko dia-
metroko zeluletan dauden galaxia askoren batez bestekea eégneah Baina hobeto ikusten
da isotropia hori unibertsoa betetzen duen erradiazidrel@agnetikoan.

7.1.1 Mikrouhin-hondo kosmikoa

George Gamow, Ralph Alpher eta Robert Herman fisikariekesarm zuten, 1948an, uniber-
tsoaren hasierak6ztanda Handi beroaren ondorioz, erradiazio elektromagnetiko terméieb
beteta egon behar zuela unibertso osoak (kiiatala). Erradiazioa 1964an aurkitu zuteszus-
tean, Arno Penzias eta Robert Wilson irrati-astronomoaKk 878ko Nobel saria lortu zutefor
their discovery of cosmic microwave background radiation

Handik hona, COBEeta WMAP (eta, orain, ESA-ren Plangk sateliteen bidez neurtu
da doitasun handiz hondoko erradiazio hau25 4+ 0.001 K tenperaturan dagoen gorputz bel-
tzaren espektréadu (maximoaren uhin-luzera 1.9 mm da). WMAP satelitearelebiegindako
anisotropien banaketa (gure galaxiaren ekarpena kenitutsten da7.1 irudian: koloreen bi-
dez adierazitako tenperaturen diferentzig?00 uK tartean daude. Oso isotropoa da, beraz (eta

Llkus, adibidez, §] liburuko 17. gaia.

2Elkarrekin agertu ziren, 1965ean, Penzias eta Wilsonéuara eta R. H. Dicke, P. J. E. Peebles, P. G. Roll eta
D. T. Wilkinson ikerlariena, detektatua aipatutako eraz@i-hondoa zela azaltzen zuena. Ikus, adibidEd,ljbu-
ruko 294. or.

3Cosmic Background Exploreiit t p: / /| anbda. gsf c. nasa. gov/ pr oduct / cobe/ .

4Wilkinson Microwave Anisotropy Probe t p: / /| anbda. gsf c. nasa. gov/ product / map/ current /.

Shttp: //ww\. esa. i nt/esaSC/ 120398 i ndex_ 0 _m htmi.

62006ko Nobel saria lortu zuten Matherrek eta Smoddekheir discovery of the blackbody form and anisotropy
of the cosmic microwave background radiation
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7.1 IRUDIA WMAP sateliteak egindako mikrouhin-hondo ko&waren mapa.

anisotropia txikiak beharrezkoak dira unibertsoko eskaladiko egiturak nola sortu ziren uler-
tzeko).

Bestaldetik, Kopernikok Lurra eguzki-sistemako zenkatiera zuen bezala, XX. mendean
jakin genuen Eguzkia Esne Bideko 10!! izarretako bat besterik ez dela eta gure galaxia uni-
bertso ikusgaike- 10! galaxietako bdt Ez dago inolako arrazoirik gure ikuspuntua pribilegia-
tua dela pentsatzeko; beraz, eskala handian, unibertsda guztien inguruan isotropoa da eta,
ondorioz, homogeneoa ere izango da, halabeharrerixe dugu printzipio kosmologikoa, ebi-
dentzia esperimental sendoa izan baino lehenago ere kogia@n abiapuntutzat erabili zena.

Printzipio kosmologikoa
Une bakoitzean unibertsoaren propietateak berdinak diratp eta norabide
guztietan, irregulartasun lokalak ahaztuta

Ohar zaitez ez dugula eskatzen (garai batean egin zen pgaateak ez aldatzeko denborarekin,
badakigulako Hubblek aurkitutako unibertsoaren hedagenandorioz, galaxien arteko distan-
tziak handituz (eta mikrouhin-hondo kosmikoaren tenpeeatxikituz) doald.

7.1.2 Weylen postulatua

Baina, printzipio kosmologikoan «une» bat aipatzen duganeer esan nahi dugu? Badakigu
erlatibitatean aldiberekotasuna erlatiboa dela. Eitatd berezian behatzaile inertzial bakoitzak
definitzen du berak neurtutakg une bakoitzean aldiberekoak diren gertaerak: hiru din@nts
ko espazio motake = ¢, (hiper)planoan daudenak, hain zuzen. Plano horiek belestzn
denbora motako unibertso-lerroarekiko ortogonalak ditankowskiren metrikan). Erlatibitate
orokorrean planoen ordez gainazal kurbatuak espero éigakta erlatibitate berezia bakarrik
beteko da lokalki.

Weylek 1923an egindako postulatuaren arabera, hipotaskhegingo ditugu:

e Espazio motako gainazaletan banatzen da espazio-deBladu@tzak definitzen dualdiu-
ne kosmiko batDenbora kosmiko hori neurtzeko unibertsoaren beraren eboluzioa erabil
daiteke: mikrouhin-hondo kosmikoaren tenperaturaz haliaadibidez.

"Hubblek frogatu zuen, 1922—-1923 urteetan, Esne Bidetib&d@ste galaxia batzuk daudela.

8]kus [134 artikuluan oinarrizko hipotesi hauen eztabaida.

9Badirudi Lemaitrek, lerrakuntza kosmologikoaren azalgemnikoa aurkitzeaz gain, datu esperimentalak erabili
zituela 1927an, bi urte beranduago Hubblek aurkeztuko lagera lehenago argitaratzek®[51, 63, 155 134, 179.
Stigler-en eponimiaren legeareradibide bat da hallo scientific discovery is named after its original discaver
Stiglerrek berak azaldu zuenez, lege honi ere aplikatzeneraintziatua, Robert K. Merton-ek lehenago aurkeztu
baitzuen.
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7.2 IRUDIA Oinarrizko behatzaileak eta denbora kosmikoa.

e Badaudeoinarrizko behatzaileen multzo (idealizatu) pribilegiatu bat. Behatzaile hauen
denbora motako unibertso-lerroak geodesikoak dira etaugz elkar ebakitzen (iragane-
ko edo etorkizuneko singularitateetan izan eziongruentzia bat definitzen dute, fluido
baten korronte-lerroen antzera. Gertaera bakoitzeaazesmotako plano ortogonal sin-
kronolokal bat (7.2 irudiko L izenekoa, adibidez) definitzen dute eta zati horiek uztartu
osatzen dira konstanteko gainazalak. Ondoriezja behatzaile hauen denbora propioa.

Oinarrizko behatzaile baten unibertso-lerroa izendatZeiu koordenatu espazial erabiliko di-
ra, 2, eta,t balioarekin batera, gainazaletako gertaeren koordek@aago dira. Konstanteak
dira z* koordenatuak oinarrizko behatzaile bakoitzaren unibdesoan barrenakoordenatu
kohigikorrak direla esaten da. Galaxiak abiadura ez-erlatibistekiitz@g dira fluido kosmiko
horren «partikulen» inguruan, alboko galaxien eraginaretorioz. (Edo, nahiago bada, galaxien
higiduren batez bestekoa eginez definitzen da fluido kosangta.) Oinarrizko behatzaile hauen
neurketen arabera, mikrouhin-hondo kosmikoa isotropdaoitgasun handiz). (Doppler efektua
dela eta, bestelako behatzaileek anisotropia bat neudiwtieo)

Ikus dezagun nola idazten den metrikar*) koordenatuetas.

o Gainazalekiko tangenteak diren bektore guztitk= (0, v*) egiturakoak dira eta behatzai-
leen abiadura:* = (1,0); hortaz, behatzaileen eta gainazalen arteko ortogonaHaal-
dintza

0= guuv” = gOivi (7.2)

da etagy; = 0 jarri behar dugu metrikan.

e Emaitza hau eta oinarrizko behatzaileen denbora prame& kontuan hartuta, unibertso-
-lerroandz’ = 0 egitean—c? dr* = ds® = gq dt? dugu:ggy = —c? aukeratu behar da.

Beraz, honela idazten da unibertsoaren metfika’) koordenatu kohigikorretan:

ds® = = dt* + g;; da’ da’ . (7.2)

10FEta ez(ct, z'): berazx® = t da kosmologiari buruzko bigarren zati honetan.
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Esan bezala, oinarrizko behatzaileg¢tir) = z*(¢) unibertso-lerroak geodesikoak dira:

d?at dz? dx®  du” 1,
dr2 + Fgoﬁ dr = At + Fgo = Fgo = 59“ (29u0,0 - goo,u) = 0. (7.3)

7.2 FLRW metrika

Oraindik ez ditugu erabili homogeneotasunaren eta isirep hipotesiak. Kontsidera de-
zagun oinarrizko hiru behatzaileren posizigaine kosmologiko batean definitutako triangelua.
Homogeneotasuna eta isotropia gordetzeko, beste unentwiBaitzen duten triangeluak aurre-
koaren antzekoa izan behar du: bien arteko diferentziarkekdenboraren menpeko eskala-fak-
tore bat izan daiteke. Hau kontuan hartuta, gainazalenkaels (¢, x) = S*(¢)h,;;(x) moduan
idatz daiteke. Isotropia eta homogeneotasuna kontuanekart konstanteko gainazal bakoitza
espazio euklidearra edo (hiru dimentsioko) gainazal gsférat dela onartuko dugoraingoz?;
baina, kontuz, orain ez dago lau dimentsioko espazio esddlidatean murgilduta. Horrelako es-
pazio bat, homogeneoa eta isotropoa da eta, beraz, ez darderdhiko gainazal esferikoaren
kasuan gertatzen den bezala (ahaztu barruko eta kanpokn@spazalean ez dago puntu pribi-
legiaturik). Hipotesi hauekir8.29problemako emaitzetak’ = 1/a* kurbadura erabiltzen bada,
honela geratzen da unibertsoaren metrika:

dr? .
dsz = —CQ dt2 + 82<t) 1_7[(702 =+ 7"2 (d(92 + Sln2 9dg02) . (74)
B
I\ A
g t= tg > tl
El C
=
e}
Q
[
A
j t=t
g 1

7.3 IRUDIA Geometria koordenatu kohigikorretan.

Egia esan, ez dugu eskatuko> 0 izateko, negatiboa eta zero denean ere isotropia baitugu,
angeluekiko menpekotasunaren ondorioz. Beraz, defiragiitz kurbaduraren zeinua,

_ {0, K = 0denean (7.5)

K/|K|, K # 0denean

"Hipotesi hau hobeto funtsatzeko, ikus, adibidéztg¢stuko 317. or. etal[] liburuko 350. or.
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eskala-faktoreapositiboa?,

aft) = S(t), K = 0denean (7.6)
S(t)/+/|K|, K # 0denean
eta koordenatu erradial berri bat:
Y RS K = 0 denean 7.7)
VIK|r, K # 0denean

Notazio honetan;’-ren ordez berriro jartzen baduguhauxe duguq.4) metrika,FLRW metri-
ka'® deitzen dena:

dr?

1 — kr2

ds* = —c?dt* + a*(t) { +r? (d6? + sin® 0 dy?) | , (k=1,0, —1). (7.8)

Koordenatu hauek kohigikorrak direnez, higidura lokalb&#uta, galaxiakr, 6, ) koordenatu
konstanteetako unibertso-lerroetan barrena higitzen daien arteko distantzidt)-ren arabera
aldatuz doan heinean.

7.2.1 Kurbadura konstanteko sekzio espazialen geometria

Azter dezagun sekzio espazialen

do? = ds = a*(t)

+ 17 (d6® + sin® 0 dp?) (7.9)

2 ’ T
dt=0 1 — kr2

metrika,t balio konstante batear.2 probleman (eta hurrengo ataletan) frogatuko dugun bezala,
k/a? kurbadura konstanteko espazioak dira.

Kurbadura espazial nulua

Kurbadura nulua deneah & 0), ohiko espazio euklidearra (homogeneoa eta isotropoa) den
dugu une kosmiko bakoitzean, zeren

x = a(t)rsinf cos p, y = a(t)rsin 0 sin @, z =a(t)rcosf (7.10)
aldagai-aldaketa eginelr> = d2? + dy? + dz* berreskuratzen baita. Sekzio espazialak lauak

izan arren, espazio-denbora bera kurbatua da, energisgentaaren eta Einsteinen tentsoreak
(eta ondorioz Riemannena) ez baitira nuluak (iKusproblema).

2R ere erabiltzen da askotan eskala-faktorea adierazteko.

BHistoria luzea du7.8) metrikak: astiro-astiro finkatu eta aztertu zen. Gutxieadoko ikerlarien lanak aipatu
behar dira: Friedmann (1922, 1931), Lemaitre (1927, 1Rapertson (1929, 1935, 1936), Eddington (1930) eta
Walker (1926, 1944): ikuslD7]. FRW izena ere erabiltzen da askotan.
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Kurbadura espazial positiboa

Kurbaduraren zeinua = 1 denean, metrika singularra da— 1 limitean. Beraz)) <r <1
tarteanr = sin y aldagai-aldaketa egiten badugu,

do? = a? [d)(2 + sin? y (d92 + sin? Qdch)} , 0<x <) (7.112)
lortzen da eta
x = asin y sin 6 cos p, (7.12)
Yy = asin y sin € sin ¢, (7.13)
z = asin x cos, (7.14)
W = acosy (7.15)

transformazioaz baliatuz,

22 4 y? + 22+ w? = d (7.16)
do?® = da® + dy?® + d2* + de} (7.17)

x2+y2+22+w2:a2’
Hortaz, lau dimentsioko espazio euklidear (abstraktughaahiru dimentsioko gainazal esferiko
baten moduan uler dezakegu sekzio espaziala (baina, gogoeanen3.29probleman ez bezala,
bakarrik dugu lau dimentsioko espazio-denbora).

&
(b‘s
A
/

7.4 1IRUDIA Sekzio espazial esferikoa, espazio euklidetehmd = 7 /2, 2 = 0 hiperplanoan.

7.4irudian marraztu da, espazio abstraktu horretake /2, = = 0 hiperplanoan, sekzio
espazialaren bi dimentsioko proiekzioa. Sek#iog y < 7,0 < 0 < 7w etal < ¢ < 27 tar-
teetan definituta dagoenéz(7.11) egituraren ondorioz, hiru dimentsioko gainazal esfeikn
bolumena

T pTop2T
V= / / / a®sin® y dy df dy = 2r*a® (7.18)
0 Jo Jo

da (ikus3.33eta7.6 problemak) eta, horrexegatik, batzuetembertsoaren erradioaesaten zaio
a eskala-faktoreari. Bolumen hau finitua denez, espaxia (edo bornatua, edo trinkoa) dela

Hemen Einsteinen ekuazio lokalek bermatzen ez duten Hjtoteologiko global bat egiten ari gara, isotropiaz
baliatuz: gogorat®.9.1atalean ikusitakoa.
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esaten da. Azpimarra dezagun berriro, hiru dimentsiokoagail esferiko hau espazio osoa dela
(une kosmiko bakoitzean): ez dago besterik eta ez du ez mkugmeentrorik, ohiko gainazal
esferikoekin gertatzen den bezala (azken hauek berezzetapazio euklidearraren azpimul-
tzotzat, kontsideratzen direnean). Bestajd&pnstanteko «paraleloak» bi dimentsioko gainazal
esferikoak dira ¢ sin y erradiokoak etalra? sin? y azalerakoak) eta han ohiko kolatitudea eta
longitudea dira@ etap angeluak.

Kurbadura espazial negatiboa

Kurbaduraren zeinua = —1 deneany = sinh y aldagai-aldaketa egiten badugu,

do* = a® [dx* + sinh® x (d§” + sin® 6 d?) | (7.19)
lortzen da eta
x = asinh y sin 6 cos ¢, (7.20)
y = asinh x sin #sin @, (7.21)
2z = asinh y cos @, (7.22)
w = acosh y (7.23)

transformazioaz baliatuz,

w? —2? —y? — 22 =d? (7.24)
do® = —dw® + dz® + dy* + d2*| ,_, (7.25)

g2 a2=g2"

Beraz, lau dimentsioko Minkowskiren espazio (abstrakatgeko hiru dimentsioko gainazal hi-
perboliko baten moduan uler dezakegu sekzio espaziala Hasetan.

7.5 IRUDIA Sekzio espazial hiperbolikoa, Minkowskiren agp bateka@d = 7/2, z = 0
hiperplanoan.

7.5irudian marraztu da, espazio horretake: 7/2, = = 0 hiperplanoan, sekzio espazialaren
bi dimentsioko proiekzioa. Sekzio habli < xy < 00,0 < 0 < 7w etal < ¢ < 27 tartee-
tan definituta dago eta bere bolumena infinitua da: sekziazeéspirekia da.x konstanteko bi
dimentsioko gainazal esferikoakinh y erradiokoak etdra? sinh? y azalerakoak dira.
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Azken ataletako aldagai-aldaketak laburtuz, FLRW metekandoko adierazpena erabiliko
dugu kalkulu batzuk laburtzeké, x, 6, ¢) koordenatu kohigikorretan:

ds* = = dt* + a*(t) [dx* + r*(x) (d6* + sin® 0 dp?) ], (7.26)
sin (0 < x <m), k= 1denean

r(x) =< X, (0 < x < o0), k= 0denean (7.27)
sinhy, (0<x<o0), k=—1denean

7.3 Geodesikoak

Eman dezagun FLRW unibertsoko geodesikoM@iuntutik pasatzen dela. Homogeneotasu-
na kontuan hartuta, puntu horretgn= 0 izateko moduan aukeratuko ditugu koordenatu kohigi-
korrak. Puntu bat erabiltzen badaenbora propioarekiko edoparametro afinarekiko deribatua
adierazteko, honela geratzen2la3probleman frogatu genuen geodesikoen ekuazioa:

1
Oy = 59WAUMUV7 (vt = at). (7.28)

Isotropiaren ondorioz,7(26) metrika p-ren menpekoa ez denez,.28 ekuazioan\ = 3
egiten badag,, ;s = 93 = 0 dugu; berazp; = a’r*(x)sin*0v® = ar?(y)sin® 6  konstan-
tea izango da eta, gainera, nulua, horrelakoa bhaita 0 puntuan. Ondoriozy® = ¢ = 0 da
geodesikoetan barrena, aukeratu ditugun koordenatu ikohigtan.

Era berean) = 2 egiten bada®.28 ekuazioang-ren menpekoa den koefiziente bakajsa

denez,

. 1
Vg = 593372?}3?}3 =0 (729)

dugu etav, = a?r?(x) v?* = a*r?(x) 9'. konstantea izango da eta, nulua, horrelakoa baita 0
puntuan. Geodesikoetan barreffa= 0 = 0 da.
x koordenatuaren kasuart, = v* = 0 etag;; = a?(t) direnez,

. 1
V1 = §g1171’01’01 =0 (730)

lortzen daw, = a*(t)v! = a?(t)x konstantea da.
Azkenengo ekuazioa lortzeko, erabil dezagp' = —c* 2 +a?x? = —ac? dugula, denbora

(argi) motako geodesikoen kasuan= 1 (o = 0) egiten bada. Ondorioz, = 0 aukeratzen bada
geodesikoko puntu bategmauexek dira geodesikoaren ekuazioak:

2(t)x? 1, denbora motako geodesikoetan
P2 — g4 COX — 4 _ 2 ’ (7.31)
c? 0, geodesiko nuluetan
a®(t)x = konstantea (7.32)
0 = konstantea (7.33)

¢ = konstantea (7.34)
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7.4 Gorriranzko lerrakuntza kosmologikoa

Eman dezagun oinarrizko behatzaile batek igorritako atgiaktatzen duela beste behatzaile
kohigikor batek. Detektagailua = 0 puntuan egoteko moduan aukeratzen badira koordenatuak,
igorpendt|, x, 0, p) gertaera da eta detekzi@g, 0, 0, ). Gainera, {.31) ekuazioaren ondorioz,
detektagailura hurbiltzen ari den fotoiaren unibertsoelenct = —a(t) x dugu. Hortaz,

AtD%:_LOdX:X (7.35)

eta, emaitza hatiren menpekoa ez denez, periodo bat pasatu denean,

tp+1p tp to+1b t1+1j
/ C_dt:X:/ cdt / C_dt:/ cdt. (7.36)
t+Tj a’(t) t a’(t) tp a(t) t a’(t)

Argiaren periodo batean eskala-faktoreak duen aldaket@&logikoa guztiz arbuiagarria denez,

cTp T v Tp a(tp)

a(tD) a(t|) D Ti a(t|) ( )
dugu. Ondorioz, unibertsoaren hedapenak sortutdkorakuntza grabitatorioa ondoko adieraz-
penak emandakoa da:

t
1+zEﬂ a(to)

o alt) (7.38)

\
\
\
\
\
\
K
\
3

t:tD>tI

1l

Hedapena

o 5
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7.6 IRUDIA Uhin-luzera espazioarekin batera luzatzen da.

Oraingo aldiune kosmikoa(faingo aroa dela esaten da askotahpzpiindizeaz adierazten
badugu eta, une honetan Lurrean detektatzen dugun fotoia galaxiaibateldiunean igorri
bazen, honela geratzen da3d emaitza:

142=-20 ap = a(ty). (7.39)

a(t)’
Beraz,Hubbleren parametroa

H(t) = % (7.40)



154 7 FLRW metrika

eran definitzen badugu,

dz _d(l+2)  aga(t)

dt - dt a2t

— —(1+2)H(t) (7.41)

lortzen dugu. Orain, 1.39 ekuaziotikt(z) funtzioa askatzen badugmagnitude guztiak-ren
funtzioan idazteko —zuzenean neurtzen ez dugun denbardkkasen ordez, teleskopioetan
neurtutako gorriranzko lerrakuntza erabiltzekofetoiaren hegaldi-denbora kosmikoa

to O dt 2 dz
to—t—= | di= | Lagoo [ —L 7.42
0 / / i / 1+2)E0) (7.42)

da eta iturriarenq.35 posizioa honako hau:

B tocdt_ Oiﬂ L 0142 dz _c Z dz
x= | @‘/Z F e g <1+z>H<z>‘ao/o e

7.4.1 Distantzia propioa

Iturria galaxia bat bada, FLRW metrikain = df = dy = 0 eginez, gautl = ayx distantzia
propiora dagoela ikusten dugu. Era berean, galaxiaredatasigropioa,; = oy eran definitzen
badugu, hauxe geratzen zaigu:

a ) .
vg = Hod, Hy= H(ty) = a_o’ ag = a(ty), ag = a(to). (7.44)
0
Hemen erabili dugun distantzia propioak definizio zehatzakdspuntu matematikotik, baina,
ageri denez, ez dago hori zuzenean neurtzerik (oinarrigkatzaileek une kosmiko berean egin-
dako neurketak batu beharko lirateke). Horren ordez, mitaeta abiaduraren eragiketa-defini-
zioak egin behar dira, praktikan erabili ahal den metodcedakitzeko.
Eman dezagun galaxia ez dagoela urrunegi, hau ea,1 dela:

d(ty — t)

to—1t~ = — 7.45

0 dz o Z H07 ( )
dx cz

N = . 7.46

X dz 2—0 - aoHO ( )

Ohar zaitez adierazpen hurbildu hauen eskuineko gaietaariiaagertzen direla gaurko aroan
Lurrean neurtutako magnitudeak.

Abiaduraren definizio erabilgarria egiteko, gorriranz&odkuntzeDoppler efektu erlatibis-
taren ikuspuntutik interpretatzen badydu5 problemaren soluzioaz balia gaitezke, iturria ondo-
ko abiaduraz urruntzen ari dedaatekd’:

(1+2)2-1

VT o er ~ agHoy = va. 7.47
(It22+1 o =" (7.47)

v=cf=c

Beraz,z-ren lehen ordenaraino abiadura propioaren berdina da.

SHurrengo ataletan ere interpretazio adierazgarri hobitizan badugu ere, gogoratu lerrakuntzaren benetako
interpretazioa ez dela Doppler efektua, espazio-denbotaadapena baizik (ikugg)).
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7.4.2 Argitasun-distantzia

Geometria euklidearrean, iturri isotropo baten argitas@@enbora-unitatean angelu solidoa-
ren unitatetik igorritako energia) bada, iturritikd distantziara neurtutako energiaren fluxua
(denbora-unitatean zeharkako sekzio normalaren urataisten den energia) hauxe da:

4L L

= 2 =2, 7.4
A d? — 4 S (7.48)
Honetan finkaturik, iturri isotropo baten argitasun-distéa honelalefinitzerda:
I 1/2
d == : 7.49
=(3) (7.49)

S fluxua zuzenean neurtzen da teleskopioetan, hais@itasuna zenbatesteko, zeharkako meto-
doak erabiltzen dituzte astrofisikarigkandela estandarrak behar dituzte. Hubblek zefeid&k
erabili zituen, baina gaur egun la motako supernobak onranodienak (ikus, adibidez3] tes-
tuko 354. or. etal5] liburuko 307. or.).

7.7 IRUDIA Argitasun-distantziaren definizioaren geonaetr

FLRW geometrian; une kosmikoan igorritako argta unean iristean, uhin-frontearen azalera
4radr®(y) izango da. Gainera, fotoien enerdia, = hv, /(1 + z) izango da eta baino(1 + z)
aldiz txikiagoa den maiztasunarekin iristen dira3(7) emaitzaren ondorioz. Beraz, fluxua

_AmL(t) /(1 + 2)?
© dwadri(x)

S (7.50)

da eta argitasun-distantzia hauxe:

dy. = agr(x)(1 + 2). (7.51)

7.4.3 Hubbleren legea

(7.46) emaitzaren ondoriog = O(z) dela etar(y) = x + O(x?) erabiliz,d. = d + O(z?)
lortzen dugu. Hau eta7(47) ordezkatzen badira/ (44) adierazpenean, honako hau dugtren
lehen ordenaraino:

v~ Hoyd, . (7.52)

®Henrietta Swan Leavittek aurkitu zuen, 1908an, zefeie@eingoen eta argitasunaren arteko erlazioa.
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Horixe da 1929an Hubblék zenbait galaxiatako zefeiden argitasunak eta espekan@ktuz,
aurkitu zuen#: galaxi hurbilak guregandik urruntzen ari dira, distante&iko proportzionala
den abiadurekinPrintzipio kosmologikoaren arabera gure ikuspuntualegiatua ez denez, ga-
laxien arteko distantziak (higidura lokalak ahaztuta)diemen ari direla eta, hortaz, unibertsoa
hedatzen ari dela frogatu zen horrela. Ondorioz, abiaduatilmak (asko) aldatu ez badira ira-
ganean, orain dela~ 1/H, denbora-tarte finitu batean dentsitate handiko egoeramaegoen
unibertsoal/H, = ag/a, magnitudea unibertsoaren adinapanekoada. Jakina, erlatibitatean
zehaztu behar da zen esan nahi duen «adin» hitzak, uni@entsikasuan hurrengo gaietan egingo
dugun bezala.

Azpimarratu behar da «unibertsoa hedatzen ari dela» es&tslkala handian galaxien arteko
distantziak handituz doazela adierazi nahi dugula. Galbaieko izarren (edo izar baten ingu-
ruko planeten) arteko distantzien eboluzioa, dagokiealaskdagoen grabitazioak (geometriak)
eragindakoa da. Gai honetan bakarrik aztertzen dugu gratétkeskala handiamluen eragina.

7.4.4 Diametro angeluarraren distantzia

Astronomoek erabiltzen duten distantziaren beste ertgtkefinizio bat da hau. Espazio eu-
klidearrean, objektu baten diametrbabada etal distantzia handira dagoen puntu batetik neur-
tutako diametro angeluarra (hau da, objektuaren perife@arkako bi puntutatik datozen izpien
arteko angelua) balio txiki bat, angelu lauen definizioaren araberas D/d dugu. Hemendik
ideia hartuta, hauxe da diametro angeluarraren distaatmigfinizioa

D

dp = =, (7.53)
(0%

nona angelua behatzaileak zuzenean neurtutako diametro amggetlen etd) balioa diametro
propioa, oinarrizko behatzaileek izpiak igorri ziren umsikikoan neurtutakoa. Azken hau zen-
batestekogerregela estandarrak behar dira eta hauek hobetzeko aurrerapen handiak egin dira
azken urteetan, mikrouhin-hondo kosmikoaren anisotmipédiatuz.

fo(2=0)

t<ty(z>0)

teleskopioa

7.8 IRUDIA Diametro angeluarraren distantziaren defirazém geometria.

"Egia esan¢z = Hydy eran idatz daiteke Hubblek aurkitutako@:47) emaitzakov ~ cz hurbilketa erabiliz
berreskuratzen da askotan aipatzen debd adierazpen hurbildud 7. Gogoratu, gainerd,46 orrialdeko9. oin-
-oharra.

8askotan bezala, aurkikuntza honetan nolabait parte hatienzbeste izen batzuk aipatu beharko lirateke, hala
nola, James Edward Keeler, Vesto Melvin Slipher, Williamlié&e Campbell eta Milton Humason.
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Bi izpien iturriak o angeluaren balio berean egoteko moduan aukeratzen badirddnatu
kohigikorrak, angelu hori ez da aldatuko geodesikoetarebareta hauen arteko angetua- 56
izango da. Diametro propioaZ.@9 lerrakuntzaren ondorioz,

D = aft)r(x) 66 = g™y 59 = “0r )%

7.54
aop 1+=2 ( )

denez, hauxe dugu diametro angeluarraren distantzia:
dp = ") (7.55)

1+2°

Ageri denez, hau ere erabil daitekig;ren ordez, Hubbleren legearen hurbilketan, bairean-
diagoekin distantziaren bi eragiketa-definizioak balislerdinekoak izango dira eta parametro
kosmologikoak zenbatesteko erabil daitezke.

7.5 Friedmannen ekuazioak

Orain arte ez dugu zehaztu zein dén) funtzioa, bakarrik aztertu dugi @) metrikak deskri-
batutako geometria, Einsteinen ekuazioen ezkerreko gl@gia. Unibertsoaren eboluzioa azter-
tzeko, eskuineko gaia, kurbadura sortzen duen energiaeminiaren tentsorea, jarri behar dugu.
Horretarako hipotesirik errazena egingo dugiupertsoaren energiaren eta momentuaren dentsi-
tateak eta fluxuak, eskala handian, fluido perfektu batemakag hain zuzen. (Geroago ikusiko
dugu hipotesi egokia dela, aztertu nahi ditugun kasueEuiglo kosmikoaren energia-momen-
tuaren tentsore&(43 izango da, beraz:

1
T = putu” +p (g“” + Eu“u’) : (7.56)
Homogeneotasuna eta isotropia kontuan harjutientsitatea eta presioa bakarrik dira den-
bora kosmikoaren funtzioakit) etap(t).

Energia-momentuaren tentsore hori ét&8)f metrika ordezkatzen badira Einsteinen ekuazioe-
tan,

811G
Guu + Aguu - C—4Tuua (757)

bete behar diren baldintzakriedmann eta Lemaitreren ekuazioak®, lortzen dira,7.9irudian
ikusten den bezala:

4 A
G = —WTG (p + %) a+ gcza, (7.58)
A
a* = % pa’ + gcza2 — kc?. (7.59)

Gainera, irudi berean frogatzen denéz5@) ekuazioaren deribatua kalkulatu ondorémzaba-
tzen bada{.58 ordezkatuz,

p+3<p+%)g:o (7.60)

geratzen da. Hurrengo atalean ikusiko dugu nola aurkituteanbau fluidoaren eboluziotik.

197 = 0 kasuanFriedmannen ekuazioakdeitzen dira.
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in[1):= Needs ["Ricci’Ricci™ 1;
Dt[r]?
]2 +r2 (Dt [€]% +Sin [6]% Dt [¢]2)];

ds2 = - c2Dt[t]? +a[t]2[

SetMetric  [ds2, {t,r, o, ¢}, Simplify ]
Ufp_1:=-c?If [p=0,1,0 ]
g = MetricTensor;

1
Tlu_, v_]:=pululufv] +p [g[u, vl + —Uu[H] u[v]]
C

87 G

X =

ct
$Assumptions = af[t] >0 & & 1-kr?2 >0 &% c >0 && G > 0;
Do[Print [{u, v, FullSimplify [Einstein  [p, v] +AQ[y, v] =xT[y, v]11}], {#,. 0,3 3}, {v, pu, 31}]

{0, 0, (c2A+8Gnp)alt]? =3 (c2k+a[t]?)}

{0, 1, True}

{0, 2, True}

{0, 3, True}

{1, 1, c*k+8Gpraft;®+c?a’[t]®+2c%at]a”’[t] =cralt]?}

{1, 2, True}

{1, 3, True}

{2,2,r [c*k+ (8Gpn-c*a)alt)?+c?a’(t)?+2c%alt a’[t]) = 0]

{2, 3, True}

{3, 3, rsin[e] (c*k+ (8Gpn-c*a)alt]®+c?a'[t]®+2c?at]a’[t]) =0}

nioj= {ekl, ek2 } = {(c?A+8Gmp)aft]® =3 (c2k+a'[t]?),
c*k+8Gpraft]®+c?a’[t]®+2c?aft]a”’[t] =c’Aaft]’};

a' [t1%/.Solve [ekl,a' [t]] // Expand // Union
a" [t] /.Solve [{ekl,ek2 },a" [t],a' [t]] // Expand // Union

1 8
oufie {-c2k+ EczAa[t}2+ S Groalt 12}

4Gpra(t] 1 5 4
out[12]= {772+7c Aa[tJf—ana[tj}
c 3 3

in13):= ek3 = D[ekl /. p-sp[t], t 1 /. {p[t] >p p' [t] > p"'} // FulSimplify
oufiz= aft] (4Graftl o'+ (c2A+8Gnp)at]) =3a[t]a[t]
inf14):= Eliminate  [{ekl, ek2, ek3 '}, a" [t]1] 7/ FullSimplify

oufia= (c2A+8Grp)at]? =3 (c2k+a’[t]2) &&c?aft] o +3 (p+cip)arft] =

7.9 IRUDIA Friedmann eta Lemaitreren ekuazioslathematicaren bidez.
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7.5.1 Fluido kosmikoaren higidura-ekuazioak

4.5 atalean frogatu genuen bezala, Einsteinen ekuazioetatiedkuratzen dira fluidoaren
T, = 0 higidura-ekuazioak eta hauek ondoko moduan idatzi gemiug2 probleman:

P
(put)., + = u =0, (7.61)
1
(p + %) ut u” + <g"” + —ufu” ) p. = 0. (7.62)

Bigarren ekuazioaren bigarren gaian, koordenatu kohiggkanu* = (1,0,0,0) etap(t)
direla erabiliz,

1 1
(g“” + —u'u” )p;y = (goo + )po =0 (7.63)

lortzen da. Beraz, lehen gaia ere zerowda,u” = 0: hasieratik suposatu genuen bezala, fluido
kosmikoaren higidura geodesikoa dela ikusten dugu be(iMekanika newtondarrean ere fluido
baten higidura askea, azeleraziorik gabekoa, da, homotemaren ondorioz; Vp = 0 indar-
-dentsitatea pairatzen duenean: gogoratu Eulefr&®)(ekuazioa.)

Bestalde, 7.61) jarraitutasun-ekuazioa’ (60 emaitza da, zereny* = (1,0,0,0) etap(t)
erabiliz,

4 p . P
(pu“)w + 2 ut = put+ <p + g) ut = p+ (p + —2> I, (7.64)

baitugu etay.15probleman frogatuko dugun bezala,
a
Iy, = 3. (7.65)

(Ikus, gaineray.16problema.)

7.5.2 Egoera-ekuazioa

Eredu fisikoa osatzek, dentsitatearen etapresioaren arteko erlazioa ematen duen egoe-
ra-ekuazioa behar da. Kosmologian, askotan, erlaziollin&aonartzen da, dimentsio gabeko
w parametro bat erabifi%

p = wpc. (7.66)
Hipotesi hau saiatzen bada §0) jarraitutasun-ekuazioan, aldagaiak bananduz, hauteeloda:

p oc a3+, (7.67)

Ondoko kasuak aztertzen dira hurrengo gaietan:

Hautsa: Elkarrekintzarik gabeko materiaren kasyas- w = 0 dugu etapa® konstantea da:
(pausaguneko) energiaren dentsitatea bolumenaren riiziek® proportzionala da.

Erradiazioa: 1.14 probleman ikusi genuen bezala, erradiazioaren (edo ustherimitiboko
materia ultraerlatibistaren) kasuan, = 1/3 etap o~ a~* dugu: energiaren dentsitatea
arinago txikitzen da, fotoien uhin-luzerak gorriranzko#zen baitira.

20Askotan egoera-ekuaziga= (v — 1)pc? moduan idazten da, = 1 + w indize barotropikoaren funtzioan.
Horrela (7.67) emaitzap oc o =37 da.
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Hutsa: Hutsean, konstante kosmologikoari dagokidr8@ energia-momentuaren tentsorearen

kasuanuw = —1 da eta,7.17 probleman eta.3.3atalean ikusiko dugun bezala, uniber-
tsoaren hedapena azeleratua dax<(e”’* duguk = 0 denean). Izan er€,.18 probleman
frogatuko dugu hedapena azeleratua delka —1/3 denean.

Fluido kosmikoak elkarrekintzarik gabeko zenbait osabalq nola hautsa eta erradiazioa)
baditu, bakoitzak bere aldetik beteko ditu dagoKidti, = 0 kontserbazio-legea eta hortik lor-
tzen den 7.67) eboluzio-ekuazioa: arinago motelduko ditgparametro handiagokoak.

7.6

Gehiago ikasteko

Kosmologiaren historiaf], 752. or.; 0], 1. gaia; R5], 14. gaia.
Printzipio kosmologikoaren aldeko ebidentzia esperiml@n{], 17. gaia.
Mikrouhin-hondo kosmikoa:15], 321. or.

Homogeneoa al da unibertsoa®?3§.

Olbersen paradoxad], 308. or.; [L5], 241. or.; (], 9. or.; [199.
Kurbadura konstanteko espaziodki3problema; §}], 317 or.; [L0], 359 or.
Adina eta distantziak kosmologiar&q].

Distantzia angeluarralp], 373. or.; [L3], 132. or.; [L1§.

Gorriranzko lerrakuntza kosmologikoa:

— Eta Doppler efektuaZg).
— Jatorri zinematikoa:g7].
— Unibertsoa, aro desberdinetan Lurretik ikusiteB().

Hubbleren legea eta lerrakuntzaren, abiaduraren etantigieen arteko erlazioaki(7].
Unibertsoaren hedapena eta eskaidak [165.
Kosmologia newtondarra4], 310. or.

— Testu oso bat:13].

— Oinarrizko kosmologia newtondarra:33.
— Kosmologia eta mekanika newtondarrag]
— Kosmologia newtondar zehatzd:gg.

Godelen unibertsoa eta Machen printzipidd; 13.4 atala; 101].
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7.7 Problemak

7.1 Robertson eta Walkerren metrika Frogatu ondoko eran ere idatz daiteke@l&)(metrika:

dr? + 72 (df? + sin® 0 d?)

ds® = =2 dt* + d*(t
©) (1+ 1k72)?

7.2 Egiaztatu (.9) metrika kurbadura konstantekoa dela (gogoré&ti3 problema). Zein da
K kurbadura?
7.3 Kalkulatu FLRW metrikaren sekzio espazialen (hiru dimexks) kurbadura-eskalarra.

7.4 Noiz da laua FLRW metrika? Zein da orduan koordenatu minkawmsetarako transforma-
zioa?

7.5 Egiaztatu {.11) adierazpena.
7.6 Egiaztatu 7.18 emaitza.
7.7 Egiaztatu .19 adierazpena.

7.8 Gorriranzko lerrakuntza kosmologikoa. Lortu (7.38 emaitza,1.6, 3.11 eta5.15 proble-
metako metodoaz baliatuz.

7.9 Oinarrizko behatzaile batek une kosmikoan igortzen duen masadun partikula baten (3 di-
mentsioko) momentu linealaren modulpada. Bigarren behatzaile kosmikoak momentua
neurtzen dup unean. Kalkulaty, /pp eta konparatu emaitza hori fotoien kasuan gertatzen dena-
rekin.

7.10 Hedatu 7.495—(7.52 kalkulua bigarren ordenaraino. Erabili

dezelerazio-parametroaemaitza ondoko moduan idazteko:

z 1 22
to—t=— —[142q ) 2=+ 0.
0 i, <+2q0>H0+ (")

7.11 Egiaztatu ondoko emaitza:
H = HO + (1 + qO) H()Z + O(ZQ).

7.12 Frogatu7.4 ataleko iturriaren eta detektagailuaren arteko argitalstantzia hauxe dela:

CZ (674
= d=—+(1—-qy)— 3.
do = (1+ 2) i + ( q0)2H0 + O(z°)

Zein da distantzia propioa?
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7.13 Egiaztatu7 .4 ataleko fotoiaren hegaldi-denbora honela idatz daitekeel

; _t_g_i_Hon
0 Cc 2c2

+ O(d®).

7.14 Frogatu7.4 ataleko gorriranzko lerrakuntza honako hau dela:

Hod H2d?
P= Tt w5,

+ O(d?).

7.15 Egiaztatu FLRW metrikaren kasuan hauxe dugtlar, 0, ») eta(t, x, 0, ¢) koordenatu-
-sistemetan:

T'o =0,

Egiaztatu {.65 emaitza eta aurkitll}; koefizienteen adierazpen laburtua.

7.16 Ikus dezagun nola lor daitekeen.§0 jarraitutasun-ekuazioa erlatibitate orokorra erabili
gabe (hau da, kosmologia newtondarrean). Kontsidera dazag< ay, esferan dagoen energia
ez-grabitatorioarepc? dentsitate osoa. Unibertsoaren hedapena itzulgarriad@&batikoa dela
onartuz, erabili termodinamikaren lehen legé#() lortzeko.

7.17 Hutsa Egiaztatu hutsean, baina konstante kosmologikoarekis, ¢t dugula,k = 0
denean. Frogatu gauza bera gertatzen kletat1 balioekin, unibertsoaren hasieran izan ezik.

7.18 Frogatu hedapena azeleratua dela FLRW metrikan —1/3 deneang > 0 etaA > 0
guztietarako).

7.19 Oinarrizko behatzaileek neurtutako galaxien abiadurak: (1, u‘) moduan idatz daitezke,
|u| txikiekin. Erabili hau geodesikoen ekuazioan, unibertsedatzean galaxien zorizko abiadu-
raka~! legearen arabera txikituz doazela frogatzeko.
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Eredu kosmologikoak

Kosmologiaren historian agertu ziren eredu erraz batztartako ditugu, hasteko. Horrela,
ideia garrantzitsu batzuk ikusiko ditugu lan gutxirekirer@ago (eta hurrengo gaian) gaur egun
dauzkagun datuak erabiliko dira eredu errealistagoakd&a.

8.1 Friedmannen ereduak

Galaxiakv ~ 300 km/s abiadura txikiekih higitzen dira Weylen postulatuaren oinarrizko
behatzaileen inguruan (ik's19problema). Gasen teoria zinetikoaren arabpm,ép (v?) izan-
go da presioa eta, ondoriqz/pc* ~ 1075, Hortaz,p = 0 egoera-ekuazioa aukeratuko dugu (hau
da,w = 0 egingo dugu7.66 ekuazioan), lehenengo ereduak egiteko. Aukera honekutshren
energiaren dentsitatea
Qg 3

p=ro () (8.1)
delalortzen da{.60 edo (7.67) ekuazioetatik, berriro ere gaurko aroko balidekzpiindizearen
bidez adierazten badira; = p(t¢), adibidez. Bestalde, honela idazten dira Friedmanneg
(7.59 ekuazioakatal honetaka\ = 0 hipotesiarekin

a? + kc?

S (8.2)
a a
d2 + kC2 87TGp0 agp 3
a2 3 <;> ’ (8.3)

Lehen ekuazioa bigarrenaren ondorioa da (uigproblema).
7.10problemako

a
dezelerazio-parametroa
3H?
= 8.5
Pc S (8.5)
dentsitate kritikoa eta
o=~ (8.6)
Pec

1Gure galaxias00 km/s inguruko abiaduraz higitzen da, Hydra-Centaurus sugerantz, mikrouhin-hondo
kosmikoaren erreferentzia-sisteman.

163
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dentsitate-parametroaerabiliz, honela idazten dir&(2)—(8.3) ekuazioak:

2

ke
Q=2¢=1+ 7 >0. (8.7)

8.1.1 Sekziolauakk =0, Q =1, ¢=1/2

Kasurik errazena kurbadura espazialik gabkke 0 balioari dagokiona da. 1932an proposa-
tutakoEinstein eta de Sitterren unibertsohonetan, hauxe dugu:

a’>  8nGpy [ap\?
a3 (Z) ‘ (8.8)
Eredu honetan 2
g="_ <87TGP> (8.9)
a 3
izango da, edo, nahiago bada,
P = Pe- (8.10)

Gaurko aroko Hubbleren parametroaren balioa
Hy =100k km s Mpc™! (8.11)

moduan idatzi ohi d&; parametroaren funtzioan. Ezagutzen ziren datu kontraesam arabe-

ra, urte luzeetan.5 < h < 1 tartean egon arren, gaur astrofisikariek: 0.7 dela onartzen dute
[215, Hubble teleskopioaren eta WMAP satelitearen neurketieee(ikusA.1 taula). Notazio

honetan lortzen den gaurko aroko

peo ~ 2 x 1072 K gem® (=~ 107* g cm?) (8.12)

balioa, unibertsoaikustendugun dentsitatea baino askoz handiagoad@h [Gainera, badirudi
materia barionikoa (laborategietan aztertzen ditugun materia mota guztidkesadira hor) ba-
karrik dela grabitazioa sortzen duen materiaren zati bzdtdm bat baino gutxiago. Baieztapen
hori egiteko bi gauza erabiltzen dira: alde batetik, kosgian eta astrofisikan (galaxietako iza-
rren abiadura-banaketan, adibidez) lortutako datuaketdetik, laborategian ongi (baina energia
txikietan) egiaztatu den fisikan oinarritutako nukleossiren kalkuluak. Bestelako materiaren
izaera ez da ezaguna gaur egun (partikulen teoria batzagttu arren laborategian detekta-
tu ez diren partikula batzuk eta objektu astronomiko bikbpeoposatu dira, besteak beste) eta,
materia arruntarekin duen elkarrekintza elektromagoatikulua edo arbuiagarria denez, ez da
teleskopioetan ikustemateria iluna deitzen zaio. (Ikus46] artikulua.)

(8.8) ekuazioa
22

R (@)3 (8.13)

2
a a
eran idatzi ondoren, zuzenean integratzen da, aldagamgndaz:

3 2/3
a = Qo <§H0t) . (814)

2Q) = 0 kasu limitea8.7 probleman aztertzen da.
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8.1 IRUDIA Einstein eta de Sitterren unibertsoaren eboazi= 0 denean.

Hemena(0) = 0 izateko moduan aukeratu da integrazio-konstantea. Beredu erraztu hone-
tan, unibertsoaren adina Hubblerd * denbora baino laburragoa da:

2
to= - Hy". (8.15)
3
Balio honekin, honela ere idazten dal4) soluzioa:
£\ 2/3
a = ap <—) . (8.16)
lo
Bestalde, argitasun-distantzia43 eta (/.51) adierazpenek emandakoa da:
= aox(1+2) = c(1+2) [ - (8.17)
Lo 0 H(z) |
Gainera, 8.13 emaitza
H(z) = Hy(1 + 2)*/? (8.18)

moduan idazten day (39 erlazioaz baliatuz. Azken bi ekuazioak erabiliko dit@8probleman

hauxe frogatzeko:
2c

d = =
L o

(1 N m) . (8.19)

8.1.2 Sekzioitxiakik =1, Q>1,¢>1/2

k = 1 denean,§.3) ekuazioa hauxe da:

d2 + 02 87TGp0 ap 3
= (;) . (8.20)
(8.5), (8.6) eta B.7) ekuazioak erabiltzen badita= t, unean, 8.20 ekuazio diferentzialetik
ag etap, ezabatzeko,
A
a* = c? (— — 1) (8.21)
a

geratzen zaigugaurko arokoH, etaq, (edo H, etaf)y = 2qy) parametroen funtzioan, ondoko

konstantearen bitartez: Cord N
YR L (8.22)
3¢ Hy (o — 1)
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Aldagaiak banantzean geratzen den

ot = / \/E da (8.23)

integrala ebazteko metodorik errazena bitarteko ¢ < 27 parametro batez baliatzen da:

a = Asin? g = §(1 — cos ), (8.24)
A
ct = /Asin2 g dp = E(qﬁ — sin @). (8.25)

(Berriro aukeratu dugu integrazio-konstani€@) = 0 izateko moduan.)

0 TA/2¢ TA/c
8.2 IRUDIA Friedmannen unibertsoaren eboluzioa 1 denean.

a(t) funtzioaren grafikoa zikloide bat denez, hasiesamandituz doa(t,a) = (7A/2c, A)
maximora heldu arte{ = = denean), eta gero txikituz dda «) = (7A/c,0) amaieraraino
(¢ = 27 balioan),8.2irudian erakusten den bezala. Beraz, energiaren deetsitatikoa baino

handiagoa denez,

0< 1< tra= ™2, (8.26)
C

bizitza finitua du unibertso honekztanda Handi (Big Bang batetik hasitaKarraska Handi
(Big Crunch) batean amaitu arte.

8.1.3 Sekzioirekiak:k = -1, 2 <1, 0<q¢<1/2

k = —1 denean, kalkulua oso antzekoa da (iBusproblema) eta nahikoa izango da hemen
emaitzak biltzea) < u < oo parametroaren funtzioan:
Q

A= o (8.27)
Hy (1 — Q)Y
A

a= §(coshu —1), (8.28)
A

ct = a(smh u—u). (8.29)

Eredu hauetan(t) > 0 dat > 0 une guztietan (ikus.6 problema) eta unibertsoa etengabe
hedatzen d&8.3irudian erakusten den bezala.
8.3irudian biltzen dira Friedmannen ereduen eboluzio motak.

e Sekzio espaziala infinitua da eta hedatuz doa etengabsjtdézd kritikoa baino txikiagoa
denean(), < 1 (edo, baliokidea dena eredu hauetany 1).
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/ QO:1 (]C:O)

Qe QW>1 (k=1)

0

8.3 IRUDIA Friedmannen unibertsoen eboluzioa.

e Handiagoa badd), > 1, espazioa finitua egiteko modukoa, hedapena amaitu egiten d
uneren batean, uzkurtuz hasteko.

e Bien arteko mugart), = 1 denean, espazio infinitu espazialki laua etengabe heddézen

8.2 Horizonteak

Azter dezagun oinarrizko behatzaile batek printzipiozenisoari buruz lor dezakeen infor-
mazioa, Friedmannen ereduetan. Behatzajlea,0 puntuan egoteko moduan aukeratzen badira
koordenatu kohigikorrak, une kosmikoan detektatzen duen angianean sortu bazen,

bedu

koordenatutik igorri zen, /.35 emaitzaren ondorioz.

8.2.1 Partikula-horizontea

Azken adierazpenean unibertsoaj@ntzearidagokiont, — 0 limitea,

(" cdu
XP:/O ma (8.31)

finitua (etak = 1 kasuanr baino txikiagoa) baday > xp koordenatuetako gertaera guztiak
behatzailearen iraganeko argi-konotik kanpo daudee kosmikora arte ez dip = a(t)xp dis-
tantzia propiora dagoen horizontetik kanpoko berririknizadibidez,8.10probleman frogatuko
dugun bezala, Einstein eta de Sitterren unibertsBalfy adierazpenetik hauxe dugu:

dp = 3ct. (8.32)

Distantzia propio haut baino handiagoa da, argia hurbiltzen zen bitartean usibarteta dis-
tantzia propioak) zabaltzen ari baitzen.

t handitzean horizontearen erradioa handituz doa eta ik@zteena ager daiteke. Jakina, ez
da bat-batean ikusiko gaurko argitasunarekin) = 0 denezz = oo lerrakuntzarekin agertzen
baita ¢ = 0 unean existitzen bazen, behintzat; baina, egia esan, mugddgo bat jartzen du
9.1 atalean aipatuko dugun azken sakabanatzearen gainaZalkipitate berezian, partikula-
ren iraganeko argi-konoa da horrelako horizonte bat. tragauruz orain jakin dezakegunari
muga bat jartzen dio partikula-horizonteak eta etorkizmnj@kin dezakegunari beste muga bat
jar diezaioke gertaera-horizonte batek.
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tmax

Ty

behatzailea t]

8.4 IRUDIA Partikula- eta gertaera-horizonteen eskemak.

8.2.2 Gertaera-horizontea

Partikula-horizontea handituz badoa ere, zenbait eradb&hatzaileak ez ditu inoiz ikusiko
gertaera batzuk, gertaera-horizonte kosmologiko batdmadzgin dezagur(30 adierazpenean
t — tmax limitea, nontmax = oo edo,k = 1 denean,§.26 ekuaziokoa den:

[ cdu
XG :/m m- (8.33)

Integral hau finitua bada (efa = 1 kasuanr baino txikiagoa),(t > ¢, x > xc) gertaeren
etorkizuneko argi-konoetatik kanpo egongo da beti bellaz@&ta ez du haien berririk inoiz
jasoko.

Gogoratu Rindlerren metrikan eta Schwarzschilden sotuzere aurkitu genituela gertaera-
-horizonteak. Ikus adibide kosmologiko &aP0probleman.

8.3 Lemaitreren ereduak (1927-1931)

Friedmannen ereduetan lortzen den unibertsoaren adimaégia da izarrena ulertzeko (ikus
8.3 eta 8.14 problemak). Gainera, eredu horiek guztiak dezeleratuek (thiau dasi < 0 eta
q > 0), baina unibertsoaren hedapena azeleratud ttatiokitzen dute 1998tik aurrera egindako
la motako supernoben behaketék {].

8.5irudian erakusten dira la supernoba batzuen itxurazkoagnitudea etalerrakuntza dia-
grama logaritmiko batean. Supernoba horidmrmagnitude intrintsekoa beti (ia) berdina denez,
itxurazko magnitudea distantziaren logaritmoaren prapamala dagn = M +5 log,,(d. /10 pc)
erlazioaren arabera. Lerro etenak banantzen ditu unibarsleratua eta dezeleratiial 2 pro-
blemaren emaitza erabil daiteke horrelako datuetatikeaarloa (dezelerazio-parametroaren bi-
dez) kalkulatzeko.

Azelerazio hori azaltzeko, zenbaergia ilun proposatu dirg baina hemen kasu errazena
aztertuko dugu bakarrik: aldarapena sortzen duena kaetaamologikoa (hutsaren energiaren
dentsitatea izan litekeena) delako hipotesia egingo dugu.

32011ko Nobel saria lortu zuten Saul Perlmutter, Brian Schetia Adam Riess fisikariek «for the discovery of
the accelerating expansion of the universe through obsengof distant supernovae».

4Adibidez, kintaesentziaizeneko eremu eskalar bat (edo azken honen baliokideagen wpqc? egoera-
-ekuazioko «fluido» bat) postulatzen da batzuetan: eredethaA = 87Gpg/c* ez da konstantea, denboraren
menpekoa baizik.
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8.5 IRUDIA la supernoben itxurazko magnitudeen eta leméken arteko erlazioa.

A # 0 eginez lortzen diren Friedmannen ereduen orokorpenakhéin@engoak. Oraindik
betetzen dad.1), presioa zero dela onartzen baitugu; ba@)¢(8.3) ekuazioen ordez, honela
idazten dira orain{.58—(7.59:

. 2 2 ..
sk . L V) (8.34)
a a
a? + kc? 87TGp0 ap\3 A 2
= — —c”. 8.35
a? 3 ( a ) * 3 ¢ ( )
Hortaz, eboluzio-ekuazioa
A kc?
g2 8mCGr AL ke (8.36)

3 ' 3° @
da eta 8.34) emaitza honen ondorioa da (ik8sL problema).

(8.36) ekuazioan ikusten da= 0, —1 kasuetan # 0 dela bett: unibertsoa hasieran hedatuz
badoa, etengabe hedatuko éla= 1 unibertso itxietan ordea, gerta daiteke uneren baiear)
izatea. Hori gertatzen bada, hedapena amaituko da ordaiaalairtuz hasiko da unibertsoa. Ikus
dezagun, hasteko, bi portaera horien arteko muga.

8.3.1 Einsteinen unibertso estatikoa (1917)

4 4 atalean esan bezala, unibertsoaren eredu estatiko lzadoisartu zuen Einsteinek kons-
tante kosmologikoa. Horretarako nahikoa @a38)—(8.35 ekuazioetaru = ag, & = @ = 0
jartzea. Hauxe geratzen zaigu:

k=1, (8.37)
A=Ay = iz (8.38)
Qg
2 2
¢ Aoc (8.39)

o= inGa?  4nG

50Ohi bezalaA > 0 dela onartzen dugu.
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Beraz, sekzio espazialak finituak (baina mugarik gabekdia&)

Gaurko baloreen arabepg ~ 2.4 x 1073° g/cm? (ikus A.3 taula) da eta eta8(39-tik lortzen
dena, ~ 2.1 x 10?® cm eskala-faktorea nahikoa da sekzio espazialean urdbikusgai osoa sar-
tzeko. Gaineraq.39 emaitzatik geratzen zaigun~ 2.2 x 10~°7 cm~2 konstante kosmologikoa
muga esperimentalen barruan dago (< 10~°° cm~2). Baina, unibertsoaren hedapenaren ebi-
dentziaren kontra egoteaz gain, eredu honek badu bestelaktaEddingtonek 1930ean frogatu
zuena: unibertso hau ezegonkorra dakonstante kosmologikoaren balioa (edo hastapen-bal-
dintzenak) apur bat aldatzen badé;) ia konstantea izan beharrean, infinitura edo zerora doa,
hurrengo atalean etallprobleman ikusiko dugun bezala.

8.3.2 Azterketa kualitatiboa

Defini ditzagunr = a/a, etaE = —kc? /a3, (8.39 eboluzio-ekuazioa ondoko eran idazteko:

81Gpo 1 A

i =F =
° + Ve(2) : Ve(z) 5 o g%

(8.40)

Problema mekaniko baliokide bat dugu, beraz.

x* r=a/q

(2)

Einstein

(1)

8.6 IRUDIA Lemaitreren ereduen potentzial eraginkorra.

Erraz frogatzen da potentzial eraginko&# irudikoa dela. Mutur bakarra, Einsteinen uni-
bertso estatiko ezegonkorrari dagokiari, V*) maximoa d&

L at (47TGp0

1/3
e ) , V* = Ve(z*) = =A™ (8.41)

Ve(z) < E denez,a = 0 baliotik hasten diren eboluzioak bi motatakoak dira (etaskEinen
unibertso estatiko ezegonkorra dago bien arteko mugan):

e £ < V* bada, hau dak = 1 etaA < 1/a*? direnean, hedapena amaitzenlda= FE
atzerapen-puntuan eta gero unibertsoa uzkurtuz doakargd) soluzioan bezala.

e E > V*bada, hau d& = 1 etaA > 1/a** edok = 0, —1 direnean, etengabe hedatuko
da unibertsoa, irudiko (2) eboluzioaren antzera.

6Soluzio horretan eskala-faktorea konstantea denezga* = a( etaz* = 1 dugu.
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8.3.3 De Sitterren unibertsoa

Beste kasu partikular famatua (de Sitterek eta, dirudidrea-Civitak 1917an aurkitu zute-
nad) lortzen dap = k = 0 aukerekin, honela idazten baita §9:
22
@ _An (8.42)

a? 3
Eskuineko gaia konstantea denez, hauxe dugu:
: A2
S H—Hy =2
a 3
a = age™), (8.44)

(8.43)

Etengabe hedatzen da unibertso hau, baina ez du 0 hasiera singularrik. Bestalde, ez da
benetako eredu kosmologiko bat, materiarik gabekoa Hzatiaa inflazioaren eredurik errazena
egiteko erabiliko dug@.4atalean eta hainbat ereduren portaera asintotikoarenketeda (ikus
hurrengo atala).

8.3.4 Eddington eta Lemaitreren ereduak (1927-1931)

Notazioa laburtzeko, honako dentsitate-parametro hatadhli&o ditugu atal honetan:

p 8rGp 3H?
On=—=—+ = — 8.45
M pe 3H? Pe= 8nG (8.45)

pn A Ac?
h=—=— = — 8.46
A e 3H27 PA 87TG’ ( )

kc?
Notazio honetan, honela geratzen zaizkigB{—(8.35 ekuazioak:
Om+ Q + Q. =1, (8.48)
1

Gaurko arokdmo = Qm(to), Qa0 = Qa(to) etaldyy = Qk(to) parametroak erabiliz, hauxe dugu
(ikus 8.12problema):

Qmo + Qa0 + ko = 1, (8.50)
3
a’ = Hj (Qmo% + Qpoa® + Qkoag) ) (8.51)
.
a = Hg —Qmo—o T QAoa, . (852)
2a?

(Bigarren ekuazioaren deribatua da hirugarrena.)

’Bondi eta Golderegoera egonkorraren teorianerabili zen geroagdp).
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Ekuazio hauen soluzioa integral eliptikoen funtzioan tdazbada ere, nahikoa izango da
azterketa kualitatiboa egitea, etengabe hedatzen dirberisoen kasuetan, hau da= 0, —1
edoA > 1/a*? dugunean. Izan ere, unibertsoaren eboluzioan hiru arcetildisten da aurreko
ekuazioetan.

1. Eztanda handitik hasita, txikia den bitarteang® ~ QunoHZal/a denez, Einstein eta de
Sitteren soluzioaren portaera dugu:

3 Y .
a~ (51{0 Qmo t) ) (a txikia denean. (8.53)

Gainera,—a ~ QmoHza3/2a? dezelerazio positiboa txikituz doa, unibertsoa hedatleaha
Beraz,a txikituz doa etag handitzean, materiaren dentsitatea txikituz doan heiriears-
tante kosmologikoari dagokionak konstante irauten dubet@z, gero eta eragin handiagoa
du.

2. Dezelerazioa oso txikia deneanja konstantea da etéa, = 0 denean, eskala-faktoreak
inflexio-puntu bat di8.6irudiko maximoaren gainetik pasatzean:

QmO 1/3
a* = ag <2QAO) . (8.54)

3. Hortik aurrera, unibertsoa azeleratuta dago (gaur renidugun bezala) eta,handia de-
neana® ~ QyoHZa* dugu eta, beraz, de Sitterren unibertsoaren portaera:

a ~ eflovilrot, (a handia denean (8.55)
1
a
(B)
4
I 2 {%
73
(A) Qo EINGN
i 7 AN
'6\
Einstein O >
] a ) P
A<a*—2 B 0% g7 N
t Nb"'\e{ 0 ¢
O 96‘1‘6' 1 1 1
0 Omo 1

8.7 IRUDIA Eddington eta Lemaitreren ereduen eboluzio ikai#boa.
8.7irudian laburtzen dira eredu hauen eboluzio kualitatiboak
(A) k=1 (A > a* %) kasua (ikus 10] liburuko 405. or.).

(B) 8.15probleman frogatuko dugunekz,= 0 kasua (ikuspuntu kualitatibotik antzekoak dira
k = —1 ereduak).
(C) 8.16probleman aztertzen da.

(Ikus, gainera8.13problema.) Gaurko datuen arabera (iku8 taula), eskuineko irudiko zirku-
luan dago gure unibertsoa.
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8.3.5 Unibertsoaren adina

Ohi bezalan(0) = 0 aukeratzen badugu? .42 emaitzak ematen digu unibertsoaren adina:

> dz

Bestalde, 7.39 eta @.51) adierazpenetatik lortzen den
H? = H§ [Quo(1+ 2)° + Qao + Qo1+ 2)°] (8.57)
emaitza integralean ordezkatu ondorens; (1 + z)~! aldagai-aldaketa egiten bada, hauxe dugu:

1 1 T dx

to = — : 8.58
"7 Ho Jo vQmor + Qpot® + Qo (8:58)
Sekzio espazial lauaren kasuans €2 = 0 dugunez, integrala erraz egiten da:
2 . Qo
to = ————=arcsinh y/ —. 8.59
" 3Hov/ o o (8.59)

(Ikus 8.14 problema.) Gaur egun onartzen diren balioak (iku8 taula) erabiliz, lortzen den
adinaty, ~ 1/H, ~ 13.7 x 10° urte da. Horixe da batzuetan aipatzen den unibertsoarénazad

8.4 Gehiago ikasteko

e Kosmologia ia-ia erlatibitate orokorrik gabé:4d.

e Konstante kosmologikoa5p)].

e Adina eta distantziak kosmologiargq].

e Eddington eta Lemaitreren ereduen azterketa kualitatibkoora: [LO], 15. gaia; [L81].
e Bolumenaren eta gorriranzko lerrakuntzaren arteko eda#1 0], 413. or.

e Kurbadura espazialaren eboluzio&d], 417. or.

e lturrien kopurua: 15], 266. or.

e Horizonte kosmologikoak:7]; [84].

e Materia iluna:

— Teoria: [L3], 9. gaia; [L5], 327. or.; (], 101. or. eta 9. gaiazf].
— Ebidentzia: 8Q].

— Orbitak materia ilunarekin4].

— Materia iluna eta leiar grabitatorioak:39.

— Ordezko interpretazioa «Grabitazio Aldatuan44]

e la motako supernoben eta azelerazio kosmikéd: [
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la motako supernoben behaketetatik ondorioztati,; BO7. or.

— Ordezko interpretazio bat3§].
Unibertso azeleratua eta energia ilun&g]{ [50]; [114]; [131].
Kintaesentzia:J0] 102. eta 202. or.
Kosmologia dimentsio batear87].
Erlatibitate orokorraren egiaztapen kosmologikoak etaddako teoriak:115.
Unibertsoaren adinaip], 315. or.
Egoera (ia) egonkorraren kosmologial, [13.4 atala; {4, 345. or.; [L5], 341. or.
De Sitterren unibertsoa eta AdS metrikal, 5.2 atala; 6], 10.5 atala.
Bikien paradoxa de Sitterren unibertsog]|

Galaxia batzuen abiadurébaino handiagoa? Horizonteak([7; [123; [180Q; [185.
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8.5 Problemak

8.1 Egiaztatu 8.2) ekuazioa 8.3) delakoaren ondorioa dela et §4) emaitza 8.35 ekuazioa-
rena. Zergatik da bakarra kasu horietan eboluzio-ekuadegendentea?

8.2 Kosmologia newtondarra Kontsidera dezagun hedatzen ari den gas ez-erlatibmtao dpe-
neo etaisotropo bat (mugarik gabekoa, beraz). Partikldaitzaren etiketa konstanteg pektore
kohigikor bat izan daiteke, posizioa= a(t)x idazteko moduan. Erabili homogeneotasuna eta
isotropia, partikula baten higidura-ekuazioa eta enargtkanikoaren kontserbazio-legea honela
idazteko:

4nGp a2 = 8nGp a2

a=— a,
3

5 — k2.

Iruzkina egin emaitzari.

8.3 Einstein eta de Sitterren unibertsoaEgiaztatu 8.14) emaitza eta balioztatB8(15 adina.
Zentzuzkoa al dal0'° urteko izarrak daudela kontuan hartuta? Kalkulatlezelerazioa eredu
honetan. Noiz zen arinagoa hedapena?

8.4 Kalkulatu Friedmannen unibertsoaren adina 1 kasuan, gaurko arokeg eta H, parame-
troen funtzioan.

8.5 Egiaztatud.1.3ataleko emaitzak eta kalkulatu unibertso horren adina.
8.6 Frogatu Friedmannen unibertso irekiaf) > 0 delat > 0 une guztietan.

8.7 Milneren eredua Egiaztatu Friedmannen unibertso irekign= 0 denean, Minkowskiren
espazio-denbora berreskuratzen dela.

Iradokizuna Erabili (¢,r) — (T = tv/1 + %, R = ctr) aldagai-aldaketa (edo gogoratu pro-
blema).

8.8 Mattig-en formula. Egiaztatu 8.19 adierazpena eta aurkitu= +1 balioei dagozkienak.
Iradokizuna Frogatu,k = 1 kasuan, 7.51) adierazpenean(y) = sin(¢y — ¢) dela eta antzeko
formula bat dugul& = —1 denean.

8.9 Diametro angeluarra Kalkulatu nola aldatzen denlerrakuntzarekinD diametro propioko
objektu baten diametro angeluarra, Einstein eta de Sittamibertsoan. Frogatu distantzia bate-
tik aurrera handituz doala diametro angeluarra, hasierakin (hau da, distantziarekin) txikituz
badoa ere. Esan nahi du horrek distantzia horretatik @uotgektuaren argitasuna handitzen dela
teleskopioan? Zer gertatzen la= +1 kasuetan?

8.10 Partikula-horizontea. Frogatu 8.32) adierazpena. Kalkula ditzakezu= +1 zeinuei da-
gozkien emaitzak?

8.11 Einsteinen unibertso estatikoaSaiatuA = A + € konstantea eta(t) = a, + €b(t) egitu-
rako soluzioa§.34) ekuazioan, Einsteinen unibertso estatikoa ezegonketesatjiaztatzeko.

8.12 Egiaztatu 8.48—(8.52 emaitzak.
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8.13 Dezelerazio-parametroaFrogatu Lemaitreren ereduetan honela idazten dela dazele
-parametroa:

1

8.14 Egiaztatu 8.59 adina eta frogatu ondoko moduan ere idatz daitekeela:

2
to = ——————arctanh v/ Q.
0 SHov/ e AO

Ondorioztatu\-ren funtzio gorakorra dela adina (eta, ondorioz, uniloamsn adina izarrena bai-
no handiagoa izateko eran aukera daitekeela konstanteokogikoa).

8.15 Frogatu Lemaitreren ereduaren sekzio espaziala lauaméaeae dela eskala-faktorearen

eboluzioa: s
1—Q 3
a = Qg ( AO) sinh2/3 (5 AV QAO Hot) .

Qno
Egiaztatug.3.4ataleko azterketa kualitatiboan aurkitutakoa. Zer gestatda2,, < 0 bada?

8.16 Zer da8.7irudiko (C) kurba?

8.17 Frogatu, oro har, hauxe dugula:
Y~ 4o
a

Kontsidera dezagun berriro Lemaitreren eredua, sekzmredp laua denean. Egiaztatu ondoko
moduan idazten direla&(34—(8.39 ekuazioak:

2H + 3H? = A2,
3H? — 81Gp = A%

Kalkulatu H () etap(t).

8.18 Friedmannen unibertso bategn= 1 da. Galaxia baten gorriranzko lerrakuntza: 1 bada,
zein zen unibertsoaren adina argia igorri zuenean?

8.19" Gerta liteke argi-izpi bat, unibertsoa inguratu ondoranrira itzultzea, Friedmannen uni-
bertso itxi batean?

8.20 Gertaera-horizontea de Sitterren unibertsoanKalkulatu gertaera-horizontearen erradio
propioa de Sitterren unibertsoan.

8.21 Argitasun-distantzia de Sitterren unibertsoan Kalkulatu argitasun-distantzia de Sitte-
rren unibertsoan.

8.22 Kurbadura de Sitterren unibertsoan Egiaztatu de Sitterren unibertsoa kurbadura kons-
tantekoa dela (gogoratul3problema). Zein dd kurbadura?

8.23 Eddington eta Lemaitreren eredu batean hauxe da metrika:
ds? = =2 dt* + o*t*° (dx2 + dy* + sz) .
Kalkulatu S berretzaile konstantea, konstante kosmologikoa etedentsitatea.

8.24 Diagrama konformeak Egin dezagun Friedmannen ereduefan= « dr baldintzak defi-
nitutakot — 7 aldagai-aldaketa. Marraztu diagrama konforrhea 1 kasuan. Egiaztatkh = 0
denean lortutako metrika eta Minkowskirena konformeaé&ldieta,3.38problemako aldagai-al-
daketaz baliatuz, marraztu dagokion diagrama konformea.



9. GAIA

Unibertso primitiboa

Gaur egungo datuen arabera, aurreko gaian ikusi dituguiu ér@smologikoek oso ondo
deskribatzen dute unibertsoaren eboluzioa —parametrakm dgokiak erabiltzen badira (ikus
A.3 taula)—, hasierako uneetan izan eziainera, arazo batzuk dituzte eredu horiek. Hemen
aztertzen duguna gaurko kosmologiaren aztergaia da etaldallertzeko fisika nuklearra eta
partikulena behar diraaétropartikulak izena erabiltzen da ikerkuntza honen zati bat deskri-
batzeko). Hemen ideia orokor batzuk aipatzera mugatuka gi@ buruan eduki behar da ideia
batzuk (eta, batez ere, zenbaki batzuk) alda daitezkemldzinean.

9.1 Erradiazioa

Azter dezagun erradiazioaren (eskala handiko) dentaratesboluzioa unibertsoa hedatzen
den heinean. Dauzkagun datuen arabera, badirudi ekargesiaanikrouhin-hondo kosmikoa-
ren fotoiena dela. COBE eta WMAP sateliteen neurketen amabg = 2.725 + 0.001 K tenpe-
raturan dagoen gorputz beltzaren espektroa du hondoktizziaak.

Cosmic MICROWAVE BACKGROUND SPECTRUM FROM COBE

12
- \\\ THEORY AND OBSERVATION AGREE

T / .

E [ / LY

8 | \ :
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C / \ ]

| F \ ]

5 06f | \ E
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9.1 IRUDIA COBE sateliteak neurtutako mikrouhin-hondo tkdlsoaren espektroa.

Plancken legearen arabefa,v + dv) tartean dauden fotoien energiaren dentsitatea

8mh v dv
de = 9.1
TS exp(hv/kT) — 1 ©-1)

177
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da eta maiztasun guztietako fotoien energiaren dentsiteteako hau:

00 21.4
B o 7k

1.14 probleman ikusi genuen bezala, = 1/3 balioari dagokion fluido baten moduan az-
ter daiteke erradiazioa etd.67) emaitzaren arabera, honela aldatuko da energiaren Geessi
eskala-faktorearekin (edderrakuntzarekin), berriro ere gaur egungtalioari dagozkion mag-
nitudeak0 azpiindizeaz idazten baditugu:

ag 4
€=coy =¢eo(l+ 2)".

(9.3)

Emaitza hau eta9(2) ekuazioa kontuan harturik, honela aldatzen da hondolkadiazioaren
tenperatura:

T:n%:%u+4 (9.4)

Beraz, unibertsoa hedatzen den heinean, erradiazioarpertdura txikituz doa eta, alderantziz,
iraganerantz joatean, txikitzean (etaz handitzean), tenperatura handituz doa: Eztanda Handi
berobatetik dator unibertsoa.

Areago,a handitzean;l" txikituz doa, baina era berean txikitzen da fotoiemaiztasuna
(7.38 lerrakuntza grabitatorioaren ondorioz. Bergx,l) banaketaren izendatzailea ez da alda-
tzena-rekin,v /T zatiduraren menpeko hutsa baita. Zenbakitzailean agerteze menpekotasuna
v¥dv < a=* da, baina aldi berean elementuaren bolumenad&hac «*® da eta fotoi bakoitza-
ren energiax a~!: unibertsoa hedatzean txikituz doan tenperaturari dagogorputz beltzaren
espektroa da erradiazioarena (ilu8 problema). Nahikoa da, beraz, unibertso primitiboan erra-
diazioaren eta materiaren arteko elkarrekintza ugarip&ldso termikoa sortu izatea, gaur egun
neurtzen duguna ere termikoa izateko.

TO
Gaur t~13.7x10%urte
\ I'~2.7K
\ z=0

t~3B0000 urte
H T~3000K
t z=~1100

l t=0
Eztanda handia T=o0

z =00

9.2 IRUDIA O behatzailearen azken sakabanatzearen gainazala.

Eskala-faktorea 0so txikia (eta tenperatura 0so handreatg fotoiez gain, protoien eta elek-
troien plasma batez beterik zegoen unibertsoa, hidrogenwoak ionizatzeko gai baitziren ener-
gia handiko fotoi ugariak. Fotoiek elektroi askeak jotzedromson sakabanatzeazeneko pro-
zesuan, termalizatu egin ziren. Unibertsoa hedatzeam leggih zen eta fotoien energia txikitu
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eta azkenean ez ziren gai elektroiak atomoetatik ateratdd@rrela, gutxi gorabeherz) 000
urteko tarte batean protoiek (eta nukleosintesiak sdwutakleo arinek) elektroiak harrapatu zi-
tuzten birkonbinatze izeneko prozesuan, eta unibertsoa garden bihurtu zemelata baitzuten
elektroiak kitzikatzeko behar den energia minimoa. Maten eta fotoien artekoanantze pro-
zesuaren ondoren oztoporik gabe higitzen diren fotoiakdb&o erradiazioarenak dira (gogoratu
7.1.1atalean esandakoa) éfa~ 3000 K zenean askatu ziren: unibertsoaren adi®@000 urte
ingurukoa zen orduan eta eskala-faktorea gaur baino ndilataikiagoa ¢ ~ 1100, ikusA.3 tau-

la, [20] liburuko 5.5. atala eta4[6] artikulua). Handik hona hondoko erradiazioa oztoporikea
higitu denez, orain detektatzen duguna oso urrundik dgtoe galaxian zentratutako gainazal
esferiko itzelezko handi batetikzken sakabanatzearen gainazaldeitzen zaio gainazal horri
(ikus 9.4 problema).

M Big Bang Temp

Spdgf Lty

Radiation = Mattar o)
Energy

T
Last S-:atten‘ng

We can only see
the surface of the
PRESENT cloud where light

13.7 Billion Years was last scattered
after the Big Bang

The cosmic microwave background Radiation’s

“surface of last scatter” is analogous to the

light coming through the clouds to our
eye on a cloudy day.

9.3 IRUDIA Azken sakabanatzea.
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9.2 Erradiazioak eta materiak menderatutako aroak

Erradiazioaz gain, neutrinoak daude unibertsoan. Eguakigul masa (txikia) dutela, baina
ez da erraz neurtzen haien dentsitatea, grabitazioaz gkamik pairatzen dutelako elkarrekintza
nuklear ahula. Gaurko datu@k3 taulan bildu dira. Edozein kasutan, oraingo dentsitatdibis-
ta (fotoiena gehi neutrinoen®; = 2, + Q, = £/p.c*) materiarena baino askoz txikiagoa da eta
horrelakoa izan da unibertsoaren historiaren zati haedierhau danateriak menderatutako
aroan: horrexegatik dira erabilgarriak aurreko gaiko ereduaqtsitate erlatibista hori arbuia-
tzen badute ere. Bestaldé5.2 atalean ikusi genuen bezala, materia arruntaren deesiat
eboluzioa,,, ~ a2 da, baina erlatibistarerta ~ a«—*. Ondorioz,

o N o ao

_4Q0
S ~ 1074= .
O O a 3 x 10 , (9.5)

dugu eta orain (eta ia-ia unibertsoaren bizitza osoan)abbkda ereq eskala-faktorea behar
bezain txikia zenean dentsitate erlatibista materiaransolhandiagoa zemrradiazioak men-
deratutako aroaizan zen. Bi dentsitateak berdinak ziren ondokoa beteteraan:
_ _ —4 _
4= Qper = —— ag ~ 3 X 10" ay, 2z = Zper ~ 3300. (9.6)
QmO

Ageri denez, aurreko ataleko banantzea materiak mend&kataroan gertatu zen, eskala-

-faktorea honako hau zenean:

_ 1 + Zpan
1+ Zber

~ 0.3. (9.7)

Aper = QQpan, «

Ekarpen erlatibista kontuan hartuta,-ren ordez2, + €, jarri behar da§.48—(8.51) ekuazioe-
tan:

Qro 4+ Qmo + Qao + Qo = 1, (9.8)
.9 2 aé a% 2 2
a = HO Qrog aF Qm(); aF QAQ(I aF Qkoao o (99)

Hemendik zuzenean lortzen da noiz gertatu ziren berdintasta banantzea:

aer dg 22— /2 b
tber:/ ﬁz(if) feer) "~ 45000 urte (9.10)
0 a 3Hov/mo Qg
. /aban da 2 (Clban>3/2 |:2 3/2+ /1 + (1 2 )} 380 000 urte (9 11)
== v ~ (0] 8] - (8% ~ .
ban 0 a 3HovQmo \ ao

(Ikus 9.6 problema.)

9.3 Eztanda handi beroaren lehenengo teorien arazoak

Aurreko ataletan aztertutako eredu kosmologikoak, figlkdreste atalekin batera, oso era-
bilgarriak dira unibertsoaren eboluzioa ulertzeko; bairezo batzuk geratzen dira guztiz azaldu
gabe. Atal honetan aipaturiko arazoetako batzuk aztedoren, hurrengoan ikusiko dugu gaur
egungo kosmologian proposatutako soluzioa: inflazioa.
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9.3.1 Horizontearen arazoa

Eman dezagun zeruko kontrako norabideetan oso urrun (haakkibanatzearen gainazaletik
hurbil) daudenA eta B puntuetatik datorren hondoko mikrouhinen erradiazioatzen dugula
Lurrean 9.4 irudiko O puntuan). Argia guregana heldu berri denez, ez du astigh i-tik
B-ra joateko: ez da inolako elkarrekintzarik egon bi puntudminguruan dauden materiaren
eta erradiazioaren artean, fotoiak sortu zirenean purkoaitza bestearen partikula-horizontetik
kanpo baitzegoen. Baina neurtutako espektroa ez da bakemmogeneoa norabide horietako
bakoitzaren inguruan: bietatik datozen mikrouhinena erdiba da. Nola izan daiteke hori?

d 4 to
/ /
/ /
/
/

YA B/v‘\ tNtban << on
o O =0

9.4 IRUDIA Horizontearen arazoaren eskema.

Hondoko erradiazioaren espektro termikoa, unibertsoipboan fotoien eta materiaren ar-
tean gertatu ziren elkarrekintza ugarien ondorioa da. 8aergatik da tenperatura berekoa el-
karrekintzarik gabeko eskualdeetan? Jakina, agian usdzehasieratik zen homogeneoa eta ez
dago inolako problemarik; baina hobe litzateke homogersemta sortzen duen prozesuren bat
ezagutzea. Horrelakorik ezean, gradu batzuetako distaamgeluarreko homogeneotasuna es-
pero genuke soilik (iku8.7 problema).

9.3.2 Lautasunaren arazoa

Azter dezagun kurbaduraren eboluzida4@ ekuazioaren orokorpenaz baliatuz:

[Kle?

. 9
a2

90— 1] = 0] =

(9.12)

non{) = Q,+ O+, erabili den. Hauxe dugu materiak eta erradiazioak menatadai aroetan,
9.5probleman frogatuko dugun bezala:

Erradiazioa: a ~ /2, a~t"Y2 |Q—1|~t, (9.13)
Materia: a ~t*3, a~t3 |Q—1|~t¥3 (9.14)

Egungo datuen arabej@ — 1| (0s0) txikia da, baina, edozein kasutan denboraren fugtzia-
korra denez, askoz ere txikiagoa izan behar zuen unibertsutipoan. Gerta liteke hasieratik
|2 — 1| = k& = 0 (hau da, unibertsoa espazialki laua) izatea; baina, bemahiago genuke
(naturalagoa izango bailitzateke) gaur egun neurtzenmigurbadura txikira heltzea, edozein
baldintzetatik hasita ere, prozesu fisikoren baten bidez.
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9.3.3 Monopoloaren arazoa

Arazo hau partikulen fisikako batasun handiaren teorletitior. Teoria horien arabera, uni-
bertsoaren hasierako uneetan, energia handi hartanekkdma elektroahula eta nuklear sendoa
bat zirenean, monopolo magnetikoak (eta, agian, bestg@akdula bitxiak) erruz sortu behar
izan ziren; baina oraindik ez da monopolorik detektatu.a§e monopoloen masa 0so handia
dateke (protoiarena bair®'¢ aldiz handiagoa!) eta, ondorioz, dentsitate osoa krittkaiao as-
koz handiagoa eta unibertsoa bizitza laburrekoa; bainarahku ez da egia. Gaizki ote daude
partikulen teoria horiek? Edo, zerbait falta zaigu eredsnkologikoetan?

9.4 Inflazioa

Goian aipatutako arazoak azaltzeko, inflazioa proposatn 2llan Guthek 1981eéanlideia
honen arabera, unibertsoaren lehenengo uneétari‘*(s baino lehenago edo) unibertsoa 0so
arin hedatu zenl60. orrialdean etar.18 probleman ikusi genuen bezala,> 0 azelerazioa
lortzekop < —pc? /3 baldintza bete behar da. Izan ere, inflazioaren eredurdizenap = —pc?
egoera-ekuazioko konstante kosmologiko bat erabiltzemada. Erradiazioaren eta materiaren
energiaren dentsitatealetapc® badira eta7.59 ekuazioa

H2:%<8 p) k2 A,

3 T2 T3
moduan idazten badugu, inflazioarhanditzean eskuinean agertzen diren lehenengo bi gaiak
txikituz doaz, hirugarrenak konstante dirauen bitart®araz, kontsidera dezagun

A
H? = §c2 (9.16)
eredu sinplifikatuaH = /Ac?/3 konstanteari dagokion8.3.3atalean aztertu genuen de Sitte-
rren unibertsoa da hau eta, frogatu genuenez, hedapenzeeszialaa o i oc et

(9.15)

c2

Unibertso ikusgaia

==

9.5 IRUDIA Inflazioaren eskema.

Hipotesi hauetan, gaur ikusten dugun guztia unibertsoipbioaren zati txiki batean zegoen
eta oreka termikora heltzeko aukera izan zuen. Nahiago, lnaftezioaren ondorioz, gaur egun
handiak diren distantziak egiteko aukera izan zuen argiak.

Arrazoi beragatik, arin hedatzen zen unibertsoaren gerpagt txikiagoa zen unibertso ikus-
gaia eta bere kurbadura txikiagoa, arin hedatzen den gdiesteriko baten tamaina konstanteko

LAndrei Dmitriyevich Linde, Andreas Albrecht eta Paul J.iSheardt fisikariek egindako ekarpenak ahaztu gabe.
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zati baten kurbadurarekin gertatzen den bezala. Izariiexe() bada, 9.12) ekuazioko|(2 — 1|
magnitudea txikituz doa (0so arin, gainera, inflazioan)bftez, de Sitterrend.16 unibertsoan
| — 1| o< e"2H* dugu. I1zan eref), = 1 dela izan zen inflazioaren lehenengo aurresanetako bat
eta 0so bateragarria da gaurko neurketekin.

Era berean, hedapen azeleratuak monopoloen dentsitateaingxikituko luke, tarte labur
batean unibertsoaren bolumena modu esponentzialeartZzeardi

Baina zerk sortu zuen inflazioa? Zer @al(© eredukoA konstantea? Azpimarratu behar da
A hau ez del®.3ataleko balio txikia, baizik eta unibertso primitiboaresodarte labur batean in-
darrean egon zen prozesu baten ondorioa. Zoritxarrez daaten denean, ez daukagu erantzun
onarturik. Inflazioaren ideia orokorra kosmologo gehienakrtzen badute ere, hainbat teoria
proposatu dira inflazioaren mekanismoa (eta nola hasi édsameaitu zen) azaltzeko. Gehienak
partikulen fisikaren teorietan oinarritzen dira nolab#at askotannflatoi izeneko eremu eska-
lar batez (edo batzuez) baliatzen dira. Irakurle intetedafl(] eta [20] testuetara jo dezake,
adibidez.

9.5 Kosmologiaren eredu estandarra

Laburpen modura, bil ditzagun gaur egun kosmologoen artembiltzen diren oinarrizko
hipotesietako batzuk. , baina gogoan eduki behar da guegjexztapen esperimentalak ez direla
kalitate berekoak. (Ikus?fly.)

e Unibertsoa homogeneoa eta isotropoa da eskala handiatz{pid kosmologikoa betetzen
da eta FLRW metrika egokia da eskala handian).

e Unibertsoa hedatzen ari da (era azeleratuan, gaineragetaatinal 3.7 x 10° urte ingu-
rukoa da.

e Unibertsoa espazialki laua da edo, agian, oso kurbadueziesxikikoa.

e Horretarako materia eta energia ilunak behar dira. (Hegeatk, batzuetanACDM ere-
duaZ hitz egiten da.)

e Energia osoan, energia ilura% 73 da, materia ilunas % 22 eta materia arruntar % 5
(ikus A.3 taula).

e Ezegonkortasun grabitazionala nahikoa da unibertsokal@dlandiko egituren sortzea
ulertzeko.

9.5irudian laburtzen da eredu honetako unibertsoaren hestpenbakiak hurbilduak dira).

9.6 Oraindik ez dakiguna

Gauza asko egiteke daude kosmologian (eta astrofisikarsiéa teorikoaren arlo batzuetan)
eta ikerlari asko ari dira horiek egiten saiatzen. Aipaaljtm gai horietako batzuk.

2Bizi-bizirik dauden zientziaren arlo guztietan bezalmaleez datoz bat: ikus, adibidez,
http://ww. cosnol ogyst at ement . org/.

3Lambda Cold Dark Mattgrhau da materia iluna ez dela erlatibista onartzen da.

“4Inflazioari buruzko zenbakiak askotxo aldatzen dira tebaitetik bestera. Ikus, adibide4,J liburuko 86. or.
eta [20] testuaren 5. gaia.


http://www.cosmologystatement.org/
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0<t<10"*s | Grabitate kuantikoa?

Gutxienezl 0?7 aldiz handitu zen unibertsoa inflazioaren ondorioz.

t <10734-10"2"s

t>10"1s Azeleragailuetan egiaztatu den fisika.

9.6 IRUDIA Unibertsoaren historia

¢ Neutrinoen masaren ondorio kosmologikoak.

e Materia ilunaren izaera. Proposamenen artean hauexekdaifgzke: unibertsoaren ha-
sieran sortutako zulo beltzak, MACHO objektdakromodinamika kuantikoaren eta su-
persoken teorien axioiak eta WIMP partikutaBadaude, gainera, materia ilunik gabeko

ordezko teoriak (ikus, adibidez 44].)

e Zer den energia iluna. Konstantea al 12 Kintaesentzia edd -esentzia izan daitezke

erantzuna?

SMAssive Compact Halo Object
SWeakly Interacting Massive Particl&eoria supersimetrikoetan agertzen dira, besteak beste.
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Inflazioaren mekanismoa eta egiaztapen esperimentalak.

Nola sortu zen unibertsoa. Singularitate batetik hasi a| eelatibitate orokor klasikoa-
ren singularitate-teoremek aurresaten duten bezala®xZogz, ez daukagu grabitazioa-
ren teoria kuantiko onarturik eta ez dakigu, gutxieh@z** s baino lehenago erabili behar
den grabitazio kuantikoak hasierako singularitatea sé@meduen. Batzuek proposatu dute
beste unibertso batetik, tunel efektu kuantikoari esketuszela gure unibertsoa. Beste ba-
tzuen ustez, espazio eta denborarik gabeko hutsetik flzikikaantikoen ondorioz sortu
zen (hau ez lihoake energiaren kontserbazio-printzipio&ontra, unibertsoaren energia
0S0a, era egokian definitu behar den energia potentziakgtao negatiboa kontuan har-
tuta, nulua balitz, eredu batzuetan gertatzen den bezala).

Badaude bestelako dimentsioak (edota beste unibertseakija batzuetan onartzen den
moduan?

9.7 Gehiago ikasteko

Hondoko mikrouhinen erradiazio kosmikoad], 8. gaia; p5|, 506. or.
Behaketa-datuaki[], 459. or.; [L3], AT6; [15], 17. gaia.

Bariogenesia eta nukleosintesiat 3], AT4; [15], 277. or.; R(], 139. or.; R, 15. gaia;
[46].

Unibertsoaren historia termiko&(], 5. gaia; R5], 528. or.
Banantze prozesuat ], 78. or.; [L5], 292. or.

Egituren sortzea:l[3], AT5; [20], 9. gaia; 5], 15. gaia; f6].
Neutrinoen kosmologialf3], AT3.

Inflazioa: [LO], 16. gaia; R0], 7. gaia eta 271. or.

— Argiaren abiadura da, ez al da?:d5).
— Aldarapen grabitatorioalP3d.

— Hutsaren polarizazioalp7).

— Adibide bat: B7].

Unibertsoaren hedapenari buruzko teori&id] [
Bestelako teoriak:15], 18. gaia; 5], 459. or. eta 16. gaia.

— Plano erlatibista infinitua:1[1§].
— Espazioaren lautasuna inflaziorik gali&d][

Singularitate-teoremak:9[ (aurreratua).

Kosmologia eta leiar grabitatorioak:11].
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9.8 Problemak

9.1 Kalkulatu mikrouhin-hondo kosmikoaren fotoien banaketamaximoaren energia eta batez
bestekoa.

9.2 Erabili A.3 taula, fotoien eta materia arruntaren zenbaki-dentsitatateko erlazioa (hau
da, bolumen unitatean dauden fotoien eta barioen kopumiekoaerlazioa) kalkulatzeko. Zer
gertatzen da energiaren dentsitateekin? Iruzkina egiftzamna

9.3 Egiaztatu7’ tenperaturan erradiazioaren dentsitateéd)(bazen iraganeko uneren batean,

gaur honako hau dela:
8mh V3 dy

3 exp(hv/kTy) — 17
nonT etaT; tenperaturen arteko erlazioa4) den.

de =

9.4 Zenbatetsi azken sakabanatzearen gainazalaren erradioa.

9.5 Egiaztatuk = A = 0 egiten denean materiak menderatutako unibertsaart®? dugula eta
erradiazioak menderatutakoanx ¢'/2,

9.6" Egiaztatu 9.10 eta ©.11) emaitzak.

9.7 Kontsideratu dentsitate kritikoko unibertso bat. KalkulBztanda Handitik banantzera ar-

giak egin zuen distantzia maximoa. Zein da distantzia haur g¢gun, unibertsoaren hedapenak
luzatu ondoren. Azken sakabanatzearen unean distantzetdra dauden bi puntutatik datozen

mikrouhinak Lurrean neurtzen badira, nolakoa da haierkartistantzia angeluarra? Iruzkina

egin emaitzari.

9.8 Eremu eskalarra eta inflazioa Eman dezagun eredu batean fluido kosmologik@a pro-
blemako eremu eskalarrari dagokiona dela. '
(a) Egiaztatu honela idazten direla§9—(7.60 eboluzio-ekuazioaky’ = dV'/d¢ etap = ¢

notazioaz:
rG (1.
=" <§¢2 n v) ,

3c?

¢+3Hp+V' =0.

(b) Egiaztatu hedapena azeleratua déla V(o) denean.
(c) Frogatup? < V(¢) ~ konstantea bada, hedapena esponentziala dela.
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A ERANSKINA

Datu-taulak eta bestelako informazioa

Sarreran esan bezalags unitate-sistema erabiltzen da liburu honetHala ere, «km» era-
biltzen dugu komeni denean eta, segundoa adieraztekaaaskoisten den «sec» notazioaren
ordez, «s» estandarra idazten dugu.

Konstantea[216 Ikurra | Balioa (unitateak)
Argiaren abiadura hutsean c 29 979 245 800 cmst
Newtonen grabitazio-konstantea G 6.67 x 1078 cmPgts?
Plancken konstante laburtua h 1.054 572 x 1072 gcnts!
Oinarrizko karga e 4.803 204 x 1071% (g cnPs2)1/2
Boltzmannen konstantea k 1.380 650 x 10716 erg K™*

A.1 TAULA Konstante fisikoak.

Izena Balioa Oharrak

Unitate astronomikoa 1 ua= 1.495 978 707 x 10'3 cm | AU ikurra erabiltzen da askotan

Argi-urtea 1ly = 0.946 053 707 x 10'® cm | ~ 0.306 6 pc

Parseca 1 pc=3.085 677580 x 108 cm | ~ 3.262 ly

A.2 TAULA Astronomia-unitateak.

Newtonen konstanted y ikurraz adierazten da zenbait testuingurutan.
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Parametroa[219 Ikurra | Balioa
Hubbleren parametroa H, 100 h kms! Mpc™!
h/9.777 752 Gyr!

h 0.7
Dentsitate kritikoa= 3HZ /817G peo | 1.878 x 107212 gemr3
Erradiazioaren dentsitateap. o/ pco Qo [247x107°h™% ~4.8x107°
Materiaren dentsitatea pmo/peo Qmo | 0.133h72 ~ 0.27
Barioien dentsitatea: pno/peo Qo | 0.0225 A2 ~ 0.045
Materia ilunaren dentsitatea Qgmo | 0.112 A2 ~ (.22
Energia ilunaren dentsitateap, /pco | Qa0 | 0.73
Neutrinoen dentsitatea p,/pco Qo < 0.05
Dentsitate osoa Qg + -+ + Qao Qiot 1.002 £ 0.011

A.3 TAULA Parametro kosmologikoak.



B ERANSKINA

Problemen soluzioak

1. GAIA

/ —1
1.1 2% =~ (2" - B-x) + cty, X’:x—l—(7 ﬁ-x—’yxo)ﬁ+x6.

8
Y = By b
1.2 (Au’) — _75x 1+ 0453 O‘ﬁzﬁy aﬁzﬁz o= Y= 1.
v —By,  aBuBy 14+aB; af,B. |’ 32
_75z O‘ﬁzﬁz aﬁyﬁz 1 + O‘ﬁz
1.3 Nahi bezain txikia, baina positiboa.
1.4 L=—mc*/1— Z—; = —mc?® + %va—i—C’) (Z—:)
(1+2)2-1
150="—-—"F"7"7——.
p (14+2)2+1
1.8 v.
(uv-a LV-a _dv  d*x
1.9 o = (’)/ T,’Y a‘i")/ C—2V), nona = E = @ den

1—wv/c\7™

1.11 7.2” mende batean.

1.16 (c) ¢(t,x) — D(t,x) — L oA etaA(t,x) = A(t,x) + VA. (f) Ez, A, etad, + A,

c Ot
baliokideak dirdJ? A = 0 bada.
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0O B B, B 0 -B, —B, —B.
o |-B. 0 E -E/| .. |-B. 0 E. -E,
V8Tw=1'p B o B | = |B -E 0 E |
-B. E, —E, 0 -B. E, -E, 0
0 —-B, —B, —B.
o _ | B 0 E. —E,
B, —E. 0 E,

B. E, —E, 0

1.19 F,, F* =2 (B* — E?) eta'F,,, " = 4E - B. Biak dira zero uhin elektromagnetiko lauen
kasuan.

1.20 %, = 0.
1.21 (a) Behatzaile inertzial guztiek neurtutako energiarantsitatea ez dela negatiboa.

1.22 V' = dV /d¢ eta¢ = ¢, notazioaz,

1.
—Po+V'(¢) =0, p =-6"+V,

2
m2c? 1.
_D2¢+ = qﬁ:(), p=§¢2—V

2. GAIA

m2g/m2i - mlg/mli
/g — Mag/my;

2.4 At ~ 40 eta50 000 urte.m < 4 x 107°m/(0).

,  api+a.k = Rgw’cosA(sin \i+ cos \k).

2.2 N, = a,rimy;

/
2.6 +c (1 + %)
C

2

2.7 2’ = —g*/clerroan etar — +oo limiteetan. IkusB.1irudia: 2’ = v °
coshgr/c ¢
28d—x: gt d—:ﬂ:—%sechg—Ttanhg—T
dt \/(1 + gc_;g/)Q + ng dr C C C
1 2 / ! 1 2
29 7 = t, x%x(0)+§gt, xmx(o)—§gt.
4_ 2.2 4 2.9
2.10 7 = Sarcsinh | L% S =9,
g 29c2x 2g%cx c?
2.12 r = /2?2 + y? erabiliz,
d dy)? dy — y dx)? dy — y dx)?
do’ = —(:p x—:y y) + a* sin® r —(:E i 4y 2) = (de —|—dy2) — —(:E 4 éy 2)
T a T 3a
2.15 Ffw = —sinfcost, Ty =T7, = cotd etabeste guztiak nuluak. Geodesikoak zirkunfe-

rentzia maximoak dira.
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| ACT

{x <—=lctf3

{x'<—c?/g}
&\

. . _—

B.1 IRUDIA 2.7problemaren soluzioa.

2.16 Koefiziente ez-nuluak honako hauek (eta simetrikoak)difa= ct, r, 6) koordenatuetan:

rs s
Y, =—-, <A51——>,
or = 9r2A r
r TsA r s r r .
F00:W7 F”:_M’ [y = —1TA, FW:—rAstG,
1 1
Y, = -, Ffw = —sinfcost, I7 =—, Iy, = cot.
r r

2.17 Atomo baten diametroa, gutxi gorabehera.
2.19 g, yo, 20, To, Yo, 20 KOnstanteekin:

x = (xg+ Zot) coswt + (yo + Yot) sin wt,
y = — (zo + @ot) sinwt + (Yo + Yot) cos wt,

VAR 20 + Zot

2 2
2.20 ds* = — (1 — %) A dt* + 2wp? dt de + dp* + p* dp* + dz*. = o —wt.

C

2.21 Egun batean, sateliteetako erlojuen aurrerapenas da (atzerapena, beraz) denboraren
zabalkuntzaren ondorioz eté s lerrakuntza grabitatorioaren ondorioz.

3. GAIA

3.1 =N.
3.9 ¢/ = ao + b, (a etab konstanteak dira).

3.10 Lehenengo emaitza ez da aldatzen eta bigafigina —p,ug/c moduan geratzen da.
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3.11 Fotoiaren momentugt’ bada,

n _ po(@)uf (@) ewpgeidial po(71) [goo(D) (gum0=0) [ goo(p)
vo  pulp)up(zp) po(zo) \| goolz1) goo(71)

3.12 Denbora motakoa bada,= a7 + b (a etab konstanteak dira). Espazio motakoa denean,

0:a3+b,35/\/d32.

3.14 (c)&* = (1,0,0,0) eta(0,0,0,1).
(d) " = (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1),
(ana_xa())a (ana_zay)a (O,Z,O,—Jf), (.fL',Ct,0,0), (yaoactaoa())a (Z,0,0,Ct).

3.15 R, = 0.
3.18 (2% = ct, 7,0, ¢) koordenatuetan) = 1 — I's definizioarekin,
r
rs rsA rs/ sin® 0
R rOr — — "3 = — R =,
0r0 3 06000 oy 000 o
)
rs rssin” 6 .
Rior0 = _2’1“—A7 Rrgorgo = _QTT’ RchGgo =1TTs SlIl2 0.

3.24 Lauak lehenengoa, bigarrena eféy) = AecB* denean, laugarrena.

3.25 Bigarrena da laua eta transformaziet ) — (ct — x, x), adibidez.
1 2
3.26x:X—|—§at .
3.27 Adibidez, honela idatzi behar dira:
™, = (pu”),, u" + pu”u”,,,
™, = (pu”), u* + pu’ut,,,
(pu ) + puut, = (puM)aut + pulur

R = R’“’W,

v __ ppo
R"™ ,, =R" .

p?

3.29 Bai.

3.30 a — oo limitean berreskuratzen da espazio laua.
3.31 R,p0 = 0.

3.32 Oro har, ez; baina ikug.5.1atala.

3.34 S =4na?, V = 2%,

Du,, Dut
3.35 4/ K = —
dr dr Y

S
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0 -1 0 O 1 0 0 0
1 0 00 E?10 -1 0 0
330w =E1g o oo Tw=glo o 0
0 0 00 0 0 0 r2%sin®6
1 1
E x 5 A, x (—;,0,0,0)
. Tt =
Q = cosct + cosT, L oo,
e i< 1 t=—00, Vr
338| TSaTrsT O |7 =to00, Wt (Ikus [9], 121-124. or.)
-t <ct—1<Tm,
520 It let= r=+4o0
' Il ct=—-r=—-00
4. GAIA
4.3 Bail. Ez.

4.4 R,, = R=0.
4.5 Ez.

4.6 (ct,x") koordenatuetan,

Ryioi = —aa, Ry = ad®, (i <j),
ROO = —32, R“ = aa + 2&2,
a
a? 9
Goozgﬁ, G“:—(Qaa—l—a)

1
47 R, =K (Tm/ - aTgW> + Agu.
4.8 Ez. Bai.
4.9 p= f(p) = Ap+ Beta(z,y) = p(cosp,sinp).

411 Ez.

3AK
8tG

413 Ry = (N —1)Kgu. p=—p? =—
5. GAIA

5.1 do” = (1+a®) dp® + p* d*.

52 A=g3A, B=Bg’A.

195



196 B Problemen soluzioak

-0.05

-0.10

ANNINNENNNNG

B.2 IRUDIA 5.10problemako potentzial eraginkorfa= h/crs da.

5.3 Ez.
3\/577'7"3

C

56T, =V3T=

5.10 lkus B.2 irudia.

511 A7 = 1o \/r(ro — ) + roarccos - .
QGM To r=rs, 0
512 Ar,. = 2 <r(3)/2 — T3/2>, A1y = 2 rg/2, At,. = 0o.
° 3cyTs S 3cy/Ts °
5.13 v = ¢/2.

2GM\ V2 GMm
c2r '

5.15 (@) ul — ¢ (1— 28 o 1,0,0,(/ 2. ()t =c(1- % _1/2(1000).
| 2R y Yy Yy 2R3 D R@ )y Yy VY

1
,—1,0,0). (f) R > 3R /2 denean.
1 —rg/r

1—
5.16 2mec? &
1 —3rs/2r

5.18 z = 2/rs(r — rg).

5.14 (1 —

r2

(c) #* ox pH x

5.19 Ez.

5.20:&(1—E>c———>0.

T r—Ts
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p B2 2—h? /202 — 3
5.21 dr/dr > 0 edoh > /3 eta= ( T) < = ( 3) 5.10 problemako
dr 2 . RN
[h? —\/h2(h? — 3)}

notazioan. Distantzia minimog» — 3rs dah — oo limitean.

|
|
|
|
|
|

B.3 IRUDIA 5.23problemako irudia.

523 ds = — (1= "2) dt™ = 2= car"dr + (1+ %) dr® + 12 (a6 + sin® 0 dg?).. Zulo
r r r
zuria da. IkusB.3 irudia.
+4/1— i e"/?rs (smh— cosh —) 0<r<rs;
rs
5.24 (u,v) =
T r/2r ct
+£y/— —1le S(cosh—smh ) r>rs.
TS 2rs
hG —44 19
5.26tp= | — ~ 539 x 107" s ~ 1.22 x 10" GeV,
c
B\ 2
pp = (W) ~5.16 x 10% gem™,  rg= 2lp.
2 _ _I's é 2\ 2 3,2 dr® 2 (102 | i 2
5.28 ds* = 1 re ) et dt” + +r (d9 + sin 9d<p).
r 3 1 rs A 2
—— ——=r
r 3
5.31 Ez.
3GM? 15GM
5.34 Unewtondarra: W, USchwarzschiId: Unewtondarra( + 142 R +-- )
M2 R2 — 2
5.36 p — 3GM* R* —r

1Y RS
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5.37 Ez.a = \/3¢?/8nGp.

B.4 IRUDIA 5.38problemaren soluzioa.

5.38 Ikus B.4 irudia.

6. GAIA

6.3 ]_1“/1,/ = ]_1“,, — é—‘u’y — é-,/”u + fp’pﬂuy.

ik P Agg + A F/2 A Chk:
6.4 Bestelag, — z, + C,e*™ Oy = O()Qv—ku/’ - jo + Cokj-
tRo

20 20
6.7 ds* = — (1 + —2) dt* + (1 — —2) dx?.
& &

6.8 ds® = — (1 — QGM) A dt? + (1 + QGM) dx>.

c2r c2r
2GM\ >
6.9 R, ~ ( 2 )
GM _QGM

7

6.10 ¢ = W(Oax’ya Z)’ 0%’ = c2r3

6.11 Denak dira berdinak.
6.12 Ez.
k2 .
6.13 Ro202 = —Ro212 = —Roz03 = Roz13 = Ri212 = —Ri313 = T (Agy — Agg) @D,

B
Rooos = —Ro213 = Ri213 = EAzge’(x t),

6.16 f'(u) = ¢’(u) = 0 dugunean (eta orduan ez da benetako uhin bat). Bai.

6.17 (a) eta (b)g(u) = 5 [ f(u) dubadacT = ct + g(x — ct), X =z + g(z — ct).

0 0 0 0

0 0 0 0
6.18 9" 70, () =1 g0z —et) 0

00 0 —g(z — ct)
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7. GAIA
7.2 K =k/a*
7.3 R = 6k/a*.

7.4 a(t) = V—kt + ao deneank = 0 denean(t',r') = (t,aor) etak = —1 deneant, ') =
(V1472 (t+ ao/c) + b, (ct + ap)r). Ikus 8.7 problema.

7.9 I _ alio)
Pp a(ty)
2
CzZ CzZ
712d=-"2_1(1 el 3.
d o ( +qo)2H0 + O(z°)

1la
0 _

8. GAIA

8.1 Ez.

8.3 q=1/2, t;~8.93x 10°urte.

1- V2q — 1
8.4 ty = £l 372 <arccos B _ £l )
(2q0 — 1) HO qo0 40
V1—2 11—
85ty = £l 372 < B _ arccosh 7(]0).
(]_ — 2(]0) H() do do

88 d = 7 0+ (a0 — 1) (VI + 2002~ 1)].

090

cdb
DHy
o~
T

B.5 IRUDIA 8.9problemaren soluzioak zenbait kasutan.

DHyg? (1+ 2)? DHy (14 2)3/2
¢ qrtlp—1)(VT+202—1) w12 2¢ VItz-1

8.9 06 = . IkusB.5 irudia.
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1 1—g¢q

———— arccos ° (k=1):;
o | V20 -1 o
8.10dp = —1< 2, (k=0);
Ho 1 1-qo
ﬁarccosh o s (k = —1)
1— )\ 3
8.15 a = qay ( N /|\0) sin?/3 (5\/ Qo] Hot).
0

Ac? 3 [Ac? A 5 [3 [Ac?
A7 H(t) = 4/ ——coth [ =4/ — - h=2 |24/ =1¢].
¢ (®) 3 (2 3 t)’ pll) = gegsin 2V 3

_ 271-3V3
8.18¢ = e~ 0.3 tg.

8.19 Bakarrik eztanda handitik igortzen bada eta karraska aanditektatzen bada.

8.20 ¢/ Hy.

8.21d, = Hizu +2).
0

8.22 K = HZ.

8.23 Einstein eta de Sitterren (edo Minkowskiren) unibertsaa da

=

$=(t=0, a=0)

B.6 IRUDIA 8.24problemaren soluzioak = 1, 0 kasuetan.

$7 (=0, a=0) 7

8.24 |lkus B.6irudia.
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9. GAIA

9.1 Emax~ 2.8kT, (E) ~ 2.7kT.

9.2 n, &~ 400 cm™*. np ~ 2.6 x 1077 cm3,

9.4 R > 4.6 x 10 argi-urte.

9.7 A¢p < 20,

nm/n ~ 1079, pc?[e ~ 10%.
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HIZTEGIA

Testuan erabilitako zenbait hitz eta esapide teknikodnilidira hurrengo orrietan, irakurleak
jakin dezan testu honetan euskaraz ikasten duena nolaiddeh inguruko erdaretan eta na-
zioarteko fisikaren hizkuntzan. Denok ondo ezagutzen ethilezen ditugun adierak kanpoan
geratu dira. Orobat2[L3 eta [214] testuliburuetan hiztegi luzeak bildu zirenez, hangoesaik
eta egitura berekoak ez dira hemen agert@g.Bangfamatuaren kasuan ez dago argi zer egin:

«Eztanda Handi» eta «Leherketa Handi» erabili dira, bairektikan, jatorrizkaBig Bangera-
biltzen da hizkuntza askotan.



Euskara

Frantsesa

Gaztelania

Ingelesa

afin

affine

afin

affine

argitasun-distantzia

distance de luminosité

distancia de luminosidad

luminosity distance

asintotikoki lau

asymptotiquement plat

asintéticamente llano

asymptotically flat

astropartikula

astroparticule

astroparticula

astroparticle

axioi

axion

axiéon

axion

azken sakabanatze

derniere dispersion

ultima dispersion

last scattering

baliokidetasunaren printzipio

principe d’équivalence

principio de equivalencia

principle of equivalence

banantze découplage desacoplo decoupling
barioi baryon barién baryon
bariogenesi baryogénese bariogénesis baryogenesis
barotropiko barotrope barotrépico barotropic

batasun handiaren teoria

théorie de grande unification

teoria de gran unificaciéon

Grand Unified Theory

birkonbinatze

recombinaison

recombinacion

recombination

energiailun

énergie sombre
énergie obscure

energia oscura

dark energy

energia-momentuaren tentsore

tenseur d’impulsion-énergie
tenseur de matiére

tensor de energia-momento
tensor de impulsién-energia

stress-energy tensor
energy-momentum tensor

erradiazioak menderatutako aro

époque dominée par la radiation

era dominada por la radiacion

radiation dominated era

espazio-denbora espace-temps espacio-tiempo spacetime
space-time
Eztanda Handi Big Bang Big Bang Big Bang
Leherketa Handi
Big Bang
gorriranzko lerrakuntza décalage vers le rouge corrimiento hacia el rojo redshift
red shift
har-zulo trou de ver agujero de gusano wormhole
inflatoi inflaton inflaton inflaton
inflazio inflation inflacion inflation
isometria isométrie isometria isometry
Karraska Handi Big Crunch Big Crunch Big Crunch
Big Crunch
kintaesentzia quintessence guintaesencia quintessence
kobariante covariant covariante covariant
kobariantzia covariance covariancia covariance
kohigikor comobile comovil comoving

kolapso grabitatorio

effondrement gravitationnel

colapso gravitatorio

gravitational collapse

9€¢

VIO31ZIH



Euskara Frantsesa Gaztelania Ingelesa
konexio connexion conexion connection
kontrabariante contravariant contravariante contravariant
kontrakzio contraction contraccion contraction

korrespondentziaren printzipio

principe de correspondance

principio de correspondencia

correspondence principle

kurbadura-eskalar

scalaire de courbure

escalar de curvatura

curvature scalar

kurbadura eskalar courbure scalaire curvatura escalar scalar curvature
lautasunaren arazo probléme de la platitude problema de la planitud flatness problem
linealizatu linéarizer linealizar linearize

materia barioniko matiére baryonique materia bariénica baryonic matter
materia ilun matiére sombre materia oscura dark matter

matiére obscure

materiak menderatutako aro

époque dominée par la matiere

era dominada por la materia

matter dominated era

mendetako gai

terme séculaire

término secular

secular term

metrika

métrique

métrica

metric

mikrouhin-hondo kosmiko
hondoko mikrouhinen erradiazio kosmik

fond diffus cosmologique
D

radiacion de fondo de microondas

Cosmic Microwave Background
Cosmic Microwave Background Radiatig

monopolo monopole monopolo monopole
nukleosintesi nucléosynthése nucleosintesis nucleosynthesis
politropiko polytropique politrépico polytropic
proba-partikula particule test particula de prueba test particle
sasitentsore pseudotenseur seudotensor pseudotensor
singularitate singularité singularidad singularity
tetrabektore quadrivecteur tetravector four-vector

cuadrivector 4-vector
unibertso primitibo univers primordial universo primitivo early universe
zulo beltz trou noir agujero negro black hole
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