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Este examen tiene cinco partes, de 2,5 puntos cada una. Debes res-
ponder a CUATRO de ellas. En cada parte debes responder a una unica
pregunta.

En caso de responder a mas preguntas de las estipuladas, las respues-
tas se corregiran en orden hasta llegar al numero necesario.

No olvides incluir el cédigo en cada una de las hojas de examen.

No se podran usar calculadoras que tengan alguna de las siguientes presta-
ciones:

m pantalla grafica, posibildad de transmitir datos, programable,

resolucion de ecuaciones, operaciones con matrices,

calculo de determinantes,

calculo de derivadas e integrales,

almacenamiento de datos alfanumericos.
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N(0,1) kurbak —oo-tik z-raino mugatutako azalerak
Areas limitadas por la curva N(0, 1) desde —oo hasta 2

| 000 0’01 002 003 0’04 005 006 007 008 0’09
00 0’5000 05040 0’5080 05120 05160 0’5199 05239 05279 0’5319 05359
0’1 0’5398 05438 0’5478 05517 05557 0’5596 05636 05675 05714 05753
02 0’5793 05832 05871 0°5910 05948 05987 06026 06064 06103 06141
0’3 06179 06217 06255 06293 06331 06368 06406 06443 06480 06517
04 0’6554 06591 06628 06664 06700 06736 06772 06808 06844 06879
0’5 06915 06950 06985 07019 07054 07088 07123 07157 07190 07224
06 07257 07291 07324 07357 07389 07422 07454 07486 07517 07549
0’7 07580 07611 07642 07673 07704 07734 07764 07794 07823 07852
0’8 0’7881 07910 07939 07967 07995 08023 08051 08078 08106 08133
09 0’8159 08186 0’8212 08238 0’8264 0’8289 08315 0’8340 0'8365 08389
10 0’8413 08438 0’8461 0°8485 08508 0’8531 0°8554 08577 0’8599 0°8621
11 0’8643 08665 08686 08708 08729 08749 08770 08790 08810 08830
12 0’8849 08869 08888 08907 08925 0’8944 08962 0’8980 0°8997 09015
13 09032 09049 09066 09082 09099 09115 09131 09147 09162 09177
1°4 09192 09207 09222 09236 09251 09265 09279 09292 09306 09319
1’5 09332 09345 09357 09370 09382 09394 09406 09418 09429 0'9441
16 09452 09463 09474 09484 09495 09505 09515 09525 0’9535 09545
17 0'9554 09564 09573 09582 0°9591 09599 09608 09616 09625 0’9633
1'8 09641 09649 09656 09664 09671 09678 09686 09693 09699 09706
19 09713 09719 09726 09732 09738 09744 09750 09756 09761 09767
20 09772 09778 09783 09788 09793 09798 09803 09808 09812 09817
21 09821 09826 09830 09834 09838 09842 09846 09850 0’9854 09857
22 09861 09864 09868 09871 09875 09878 09881 09884 09887 09890
2’3 09893 09896 09898 09901 09904 09906 09909 0’9911 09913 09916
2’4 09918 09920 09922 09925 09927 09929 09931 09932 0'9934 09936
2’5 09938 09940 09941 09943 09945 09946 09948 09949 09951 09952
2’6 0’9953 09955 09956 0’9957 0°9959 09960 09961 09962 09963 09964
2’7 09965 09966 09967 09968 09969 09970 09971 09972 09973 09974
2’8 09974 09975 09976 09977 09977 09978 09979 09979 09980 0’9981
29 09981 09982 09982 09983 09984 09984 09985 09985 0’9986 09986
30 09987 09987 09987 0°9988 09988 0’9989 09989 09989 0’9990 09990
31 09990 09991 09991 09991 09992 0’9992 09992 09992 0’9993 09993
32 09993 09993 09994 09994 09994 09994 09994 09995 0’9995 09995
3’3 09995 09995 09995 09996 09996 09996 09996 09996 09996 09997
3’4 09997 09997 09997 09997 09997 09997 09997 09997 0°9997 09998
35 0'9998 09998 09998 09998 0°9998 09998 09998 09998 0’9998 0’9998
3’6 09998 09998 09999 0°9999 09999 09999 09999 09999 0’9999 09999
37 0'9999 09999 09999 079999 0°9999 09999 09999 09999 0’9999 0’9999
3’8 09999 09999 09999 0°9999 09999 09999 09999 09999 0’9999 09999
39 1’0000 1’0000 1°0000 1'0000 1’0000 1°0000 1'0000 1’0000 1°0000 1’0000
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PRIMERA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.

Ejercicio A1
(2 p) Discute la existencia de solucidn del siguiente sistema en funcion de
los valores del parametro «:

ar +y+z =2,
r4+2y+ (a—1)z = —1,
20+ y+ (o —2)z = 1.

(0,5 p) Resuelve el sistema, si es posible, en el caso a = 1.

Ejercicio B1

Se sabe que
a b c
p q rl =2
r Yy z

Calcula, explicando las propiedades aplicadas,

3a 3b 3¢ a xr 2p
(@) (1,5p)la—p b—q c—r.  (O)Y(AP)|b y 2¢
2c —a 2y—»b 2z—c c z 2r

SEGUNDA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.

Ejercicio A2
Se consideran las siguientes rectas:
r =2\,
20 —y =1,
r=3y=—1+4\, s =
z = 3.
z2=2—=X\

(a) (1 p) Calcula la posicion relativa de las rectas r y s.
(b) (0,75 p) Calcula la ecuacion del plano que contiene a ambas rectas.

(c) (0,75 p) Dado el punto P(—8, —8,0), calcula el punto @ de la recta r de
modo que el vector ]@ sea perpendicular a la recta r.
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Ejercicio B2
Dados los puntos Pi(1,4,5), P»(1,2,—1), P3(0,—2,3) y Py(—2,0, 1), calcula:

(a) (1 p) la ecuacion del plano 7 que contiene a los puntos P, P3y P;:

(b) (1,5 p) el punto simétrico de P, respecto del plano .

TERCERA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.

Ejercicio A3
Sea f(x) =

x
x?2—2xr+1

(a) (0,5 p) Encuentra las asintotas de f.
(b) (1 p) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

(c) (0,5 p) Halla la ecuacidn de la recta tangente a la grafica de f en el punto
de abscisa = = 0.

(d) (0,5 p) Haz una representacion aproximada de la grafica de la funcién

f.

Ejercicio B3

Se sabe que la funcion f(z) = Az*+ B2?+C tiene un extremo relativo cuando
x = 1/2yla ecuacion de |a recta tangente a su grafica en el punto de abscisa
r=1esy=6x—2.

(a) (1,5 p) Encuentra los valores de los parametros A, By C.

(b) (1 p) Encuentra todos los extremos relativos de la funcion f y razona si
son mMaximos 0 minimos.
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CUARTA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.

Ejercicio A4
Calcula las dos integrales siguientes:
2 — 3z + 2° - 23
i i b) (1,25 ——————dux.
@) (1,25p) [ 5~ dr, (b) (1,25p) | =~ da

Ejercicio B4
2

Se consideran las curvas de ecuaciones y — 22 e y = 5; y la recta de ecua-
cion y = .
(a) (1,25 p) Dibuja el recinto del primer cuadrante limitado por esas tres

curvas.

(b) (1,25 p) Calcula el area de ese recinto.

QUINTA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.

Ejercicio A5

Tenemos dos urnas con bolas de colores. La urna A contiene 3 bolas verdes,
5 bolas rojas y 4 bolas azules. La urna B contiene 2 bolas verdes, 2 bolas
rojas y 3 bolas azules. Se saca, al azar, una bola de la urna Ay se mete en
la urna B. Posteriormente se saca una bola de la urna B.

(a) (0,5 p) Realiza el correspondiente diagrama de arbol.

(b) (0,75 p) Calcula la probabilidad de que la bola extraida de la urna B sea
verde.

(c) (0,5 p) Calcula la probabilidad de que la bola extraida de la urna B sea
verde sabiendo que la bola extraida de la urna A ha sido roja.

(d) (0.75 p) Sabiendo que la bola extraida de la urna B es verde, calcula la
probabilidad de que la bola extraida de la urna A haya sido roja.
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Ejercicio B5

Tras la realizacién de un estudio, se ha llegado a la conclusién de que el
tiempo medio que un adulto aguanta bajo el agua sin respirar es de 45 se-
gundos, con una desviacion tipica de 7,3 segundos, ajustandose los datos a
una distribucion normal.

(a) (1 p) Calcula el porcentaje de adultos que aguanta mas de 57 segundos.

(b) (1,5 p) Calcula el porcentaje de adultos que aguanta entre 39 y 57 se-
gundos.
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CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION

1.
2.

El examen se valorara con una puntuacién entre 0 y 10 puntos.
Todos los problemas tienen el mismo valor: hasta 2,5 puntos.

Se valorara el planteamiento correcto, tanto global como de cada una
de las partes, si las hubiere.

No se tomaran en consideracion errores numericos, de calculo, etc,
siempre que no sean de tipo conceptual.

Las ideas, graficos, presentaciones, esquemas, etc, que ayuden a vi-
sualizar mejor el problema y su solucion se valoraran positivamente.

Se valorara la buena presentacién del examen.

En caso de responder a mas preguntas de las estipuladas, las respues-
tas se corregiran en orden hasta llegar al numero necesario.

Criterios particulares de cada uno de los problemas

A1.

B1.

= Calculo del determinante de la matriz y discusién para los casos en
los que no se anula el determinante (1 punto).

m Discusion para el caso a = —1 (0,5 punto).
m Discusion para el caso a = 3 (0,5 punto).
m Resolucion para el caso a =1 (0,5 puntos).

= Explicacion del método aplicado para calcular el determinante del
apartado (a) (1 punto).
m Calculo correcto del determinante del apartado (a) (0,5 puntos).

= Explicacion del método aplicado para calcular el determinante del
apartado (b) (0,5 puntos).

m Calculo correcto del determinante del apartado (b) (0,5 puntos).
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Comprobacién de que las rectas no son paralelas (0,5 puntos),
Comprobacidn de que las rectas se cortan (0,5 puntos).
Calculo de la ecuacion del plano del apartado (b) (0,75 puntos).
Calculo correcto del punto @ (0,75 puntos).

Resolucién correcta del apartado (a) (1 punto).

Calculo de la ecuacion de la recta perpendicular a = que pasa por
P, (0,5 puntos).

Calculo del punto simétrico de P, (1 punto).

Resolucion correcta del apartado (a) (0,5 puntos).
Resolucion correcta del apartado (b) (1 punto).

Resolucion correcta del apartado (c) (0,5 puntos).
Resolucion correcta del apartado (d) (0,5 puntos).

Escribir correctamente el sistema de ecuaciones que deben satis-
facer los parametros A, By C (1 punto).

Calcular los valores de los parametros A, By C (0,5 puntos).
Encontrar y clasificar los extremos relativos (1 punto).

Calculo correcto de la primera integral (1,25 puntos).
Calculo correcto de la segunda integral (1,25 puntos).
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B4.

= Calculo de los puntos de corte de las curvas (0,75 puntos).
= Dibujo adecuado del recinto pedido (0,5 puntos).
= Calculo correcto del area del recinto mediante la regla de Barrow
(1,25 puntos).
AS5.

= Resolucion correcta del apartado (a) (0,5 puntos).
= Resolucién correcta del apartado (b) (0,75 puntos).
= Resolucion correcta del apartado (c) (0,5 puntos).
m Resolucién correcta del apartado (d) (0,75 puntos).

BS.

= Resolucion correcta del apartado (a) (1 punto).
m Resolucién correcta del apartado (b) (1,5 punto).
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RESOLUCION DE LOS EJERCICIOS

SOLUCION Af1
El determinante de la matriz de coeficientes es (« — 3)(« + 1). Por tanto, si
a#3ya# —1, el sistema es COMPATIBLE DETERMINADO.

Sl a = 3, el rango de la matriz de coeficientes es 2, y también el de la matriz
ampliada; por tanto, el sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO.

Sla = —1, elrango de la matriz de coeficientes es 2, y el de la matrizampliada
es 3; por tanto, el sistema es INCOMPATIBLE.

Si a =1, la solucion del sistemaes v =2,y = —3/2, 2 = 3/2.
SOLUCION B1

(a) Si se multiplican todos los elementos de una fila por una misma cons-
tante, el determinante también queda multiplicado por esa constante,

por tanto,
a b c a b c
—p —q —r|l=-2|p q r|l=—4.
20 2y 2z Ty 2

Si a unafila se le suma un multiplo de otra fila, el valor del determinante
no cambia, por tanto,

a b c a b ¢
a—p b—q c—r|=|—p —q —r| =—4.
20—a 2y—0b 2z—c 2r 2y 2z

Utlizando de nuevo la primera propiedad que se ha mencionado,

3a 3b 3c a b c
a—p b—q c—r|{=3la—p b—q c—1r|=-—12.
2r—a 2y—0b 2z2—c 2r—a 2y—»b 2z—c
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(b) El determinante de una matriz y el de su traspuesta son iguales, luego

a p x a b c
b q y=\p q rl=2.
cr oz Ty z

Si se intercambian dos columnas, cambia el signo del determinante, por

tanto,
a xr p

a
by q=-—1\b
c

x
Yyl = —2.
c zr z

=3

Si se multiplican todos los elementos de una columna por una misma
constante, el determinante también queda multiplicado por esa cons-
tante, por tanto,

a x 2p a T p
by 2q=2b y ql=—4
c z 2r c zZr

SOLUCION A2

(a) El vector director de la recta r es v, = (2,4, —1) y el vector director de

la recta s es v, = (2,—1,0) x (0,0,1) = (—1,—2,0). Como v, y ; no son
paralelos, las rectas se cortan o se cruzan.

—_

,2) y un punto de la recta
s, U, Us) = 0, las rectas se

Tomamos un punto de la recta r, P. = (0, —
s, por ejemplo P, = (0,—1,3). Como det (P,
cortan.

Otra posibilidad es buscar el punto de interseccién de ambas rectas, que
esel (—2,-5,3).

<

(b) El vector normal del plano que contiene a las rectas r y s es proporcio-

nal a ¢, x U5 = (—2,1,0) y un punto de ese plano es, por ejemplo, el
P.(0,—1,2). Por tanto, la ecuacion del plano buscado es 2z —y — 1 = 0.

(c) Elpunto @, al estar en larecta r, es de laforma (2\, —1+4X\,2—X). Como

los vectores ]ch y v, son perpendiculares su producto escalar debe ser
nulo. Por lo tanto, A = —2, es decir, Q = (—4, —9,4).
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SOLUCION B2

. —_—

(a) Elvectornormal del plano 7 es proporcional a P, Psx P, Py = (0, —10, —10)

y un punto de 7w es P, por tanto, la ecuacion del plano buscado es
y+z—1=0.

(b) El vector director de la recta r perpendicular a = que pasa por P; es un
vector normal a «, por ejemplo, v = (0, 1,1). La ecuacion de larecta r es

r =1,
y=4+A,
z2=54+ A\

El punto de interseccionde ry wes M(1.0, 1). Si P es el punto simétrico
de P, con respecto al plano «, M es el punto medio entre P, y P], luego
P{(1,—4,-3).

SOLUCION A3

(a) f tiene una asintota vertical, x = 1; e y = 0 es asintota horizontal tanto
en —oo Como en +oc.
1 — 22 r+1
b) Como f’ = ——— =——— fes decreciente en los intervalos
(—o0,—1)y (1, +00), y es creciente en el intervalo (—1,1).

(c) f(0)=0y f'(0) = 1, luego la ecuacion de la recta tangente a la grafica
de f en el punto de abszisaz =0es y = z.

(d) Esta es la representacion grafica de f:
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SOLUCION B3

(@) f'(x) = 4Ax® + 2Bx y para que f tenga un extremo relativo en z = 1/2

debe cumplirse que f'(1/2) = 0; por tanto, ;1+ B = 0. Por otro lado,
para que la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto
de abscisaz = 1seay = 6z—2esnecesarioque f(1) =4y f'(1) =6, es
decir, A+ B+C =4y 4A+2B = 6. Resolviendo el sistema dado por esas
tres ecuaciones, A =2, B= -1y C = 3, es decir, f(z) = 22" — 2> + 3.

(b) f'(x) = 8x%—2x = 2x(2x—1)(2z+1)y ["(z) = 242°—2. Entonces, f'(z) =
0sizx=0,=—-1/20x =1/2.Como f"(0) <0, f"(1/2) = f"(—1/2) >0, f
tiene un maximo relativo en el punto x = 0, f(0) = 3, y minimos relativos
enlospuntosz =1/2yx = —1/2, f(1/2) = f(—1/2) = 23/8.

SOLUCION A4

(a) Haciendo la division de los polinomios

2 —3x + a3 2 4
= X —
24 2r+1 (x+1)%
por tanto,
2 —3x+ a° - 4 x?
—dr =z —-24+ —)dr = — — 20 — k.
/x2—|—2x+1x [( +(x—|—1)2>x > T a1

(b) La descomposicion en fracciones simples del integrando es

2—3x ) 3
24+2x+1 (z+1)2 x+1’

por tanto,

2 — 3z dx dx 5)
- dr=5]——" 3 = — — 31 1| + k.
/x2+2x+1 ! /(:c+1)2 /1:+1 pe i Ll
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SOLUCION B4

La parabola de ecuacion y = 22 y la recta de ecuacion y = « se cortan cuando

= 0y x = 1. En cambio, la parabola de ecuacién y = 2?/3 y la recta de
ecuacion y = z se crotan cuando z = 0 y x = 3. El recinto que delimitan las
tres curvas en el primer cuadrante es el siguiente:

3, 3)

(1,1)

El area de ese recinto es
A= /( )dx—l—/( 32>dx:§u2.
SOLUCION A5

(a) Este es el diagrama de arbol:

O
3/8
® o 2/'
218
e/®® @ ®
: Yee® ON
12 / B: @
/ @
el @ @ ”
00 @O ;e 0 o s, @
000 © e® ©
o0 09 3/8
\ B, @
A ) 2 @
12 ]
2/8
®olee® o ¢
0 00 a/8
Bs ®
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(b) P(verde de B) = P(verde de A)P(verde de B | verde de A)
+P(roja de A)P(verde de B | roja de A)

+P(azul de A)P(verde de B | azul de A)
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(c) P(verde de B | rojade A) = 1

1
(d) P(roja de A | verde de B)
5 1
_ P(rojade A)P(verdede B |rojadeA) 54 10
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SOLUCION B5 La variable "tiempo que un adulto puede mantenerse debajo
del agua sin respirar”, X, sigue una distribucion normal N (45;7,3).

o7 — 45

a) P(X > 57) = P<Z >
= 10,9495 = 0,0505.
Por tanto, el 5,05 % de los adultos aguanta mas de 57 segundos.

39 — 45 57 — 45
b) P(30 < X < 57) = P < Z < " =) = P(-082 < Z < 164)
— P(Z < 1.64) + P(Z < 0,82) — 1 = 0,7434.

Por lo tanto, el 74,34 % de los adultos aguanta entre 39 y 57 segundos.

) = P(Z>164) =1— P(Z < 1,64)






