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PROLOGO

En este libro se analiza el comportamiento mecanico de materiales constituidos por
un apilamiento de ldminas denominado laminado, en el que cada una de las laminas
tiene una orientacion preferente debido a un refuerzo de fibra en dicha direccion. Las
propiedades mecanicas, dependen ademéas de los materiales constituyentes, de la
orientacion de la fibra en cada una de las ld&minas asi como del orden de apilamiento de
las mismas. El trabajo esta orientado a estudiantes de doctorado y a investigadores que
realicen su trabajo en el ambito del comportamiento mecanico de composites. Su
contenido puede corresponderse también a una materia especializada de nivel de
master.

Tras un primer capitulo de introduccion, en el capitulo 2 se analizan aspectos
matematicos relativos al teorema de Gauss y al andlisis de tensores cartesianos
rectangulares que seran utilizados en temas posteriores. En el capitulo 3 se realiza el
andlisis general de tensiones y en el capitulo 4 el analisis general de deformaciones bajo
la hipotesis de pequefas deformaciones, por lo que el estado inicial y el deformado se
consideran equivalentes al plantear las ecuaciones de equilbrio. En ambos capitulos se
utiliza notacién extendida e indicial para destacar la relacion entre ambos tipos de
notacion.

En el capitulo 5 se analizan las relaciones tension-deformacion basadas en un
planteamiento termodinamico aplicado a procesos de carga reversibles, que se
corresponde a los sistemas elésticos. Ello permite definir la energia de deformacion y
la energia complementaria de deformacion en funcion de distintas variables de estado
provenientes de la utilizacion de distintos potenciales termodinamicos. En
consecuencia, la relacién lineal tension-deformacion no se supone a priori, sino que
surge como consecuencia de truncar los desarrollos en serie de la energia de
deformacién y de la energia complementaria de deformacién en el segundo término.
Ello permite ademas incluir las tensiones y deformaciones iniciales en la relacién
constitutiva. Imponiendo condiciones de simetria material relacionadas con inversiones
de ejes en los sistemas de referencia, se deducen el nimero de constantes elasticas
independientes para distintos casos: Simetria monoclinica, ortotropia, simetria
tranversal e isotropia.
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En el capitulo 6 se particularizan las relaciones tensién-deformacion al caso de una
lamina ort6tropa, que sera la constituyente del laminado. En el capitulo 7 se detallan
distintos criterios de resistencia utilizados para una lamina unidireccional.

En el capitulo 8 se analiza el comportamiento mecanico del laminado, en el que se
incluye también la influencia del cortante transversal mediante una aproximacion de
primer orden. Las tensiones interlaminares o fuera del plano del laminado se obtienen
mediante las ecuaciones de equilibrio tras haber obtenido las tensiones intralaminares
0 en el plano basadas en hipotesis de deformaciones.

En el capitulo 9 se analizan configuraciones particulares de laminado que se utilizan
habitualmente, atendiendo al caréacter de simetria de las orientaciones de fibra y de las
propiedades de las distintas laminas en el espesor. Finalmente, en el capitulo 10 se
analizan las distribuciones de tensiones en el espesor correspondientes a distintas
configuraciones particulares de un material composite que se utiliza en el sector
aeronadutico.
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1.INTRODUCCION

1.1. QUE SON LOS COMPOSITES

En sentido amplio, los materiales compuestos o composites son los constituidos por
dos o mas fases. Cuando las propiedades de importancia del material son las mecénicas,
el material composite se define como el material constituido por dos 0 méas fases que
posee mejores propiedades mecanicas especificas que las de los materiales
constituyentes. Una de las fases suele ser discontinua y mas rigida y resistente y se
denomina refuerzo. La fase mas debil y flexible se denomina matriz. En ocasiones,
debido a las interacciones quimicas y a las condiciones de procesado, existe una tercera
fase que se denomina interfase. Las propiedades del material composite son
dependientes de las propiedades de los constituyentes, de la geometria y de la
distribucién de los constituyentes. Uno de los parametros mas importantes es el
porcentaje de refuerzo, que se denomina porcentaje de fibra.

Los refuerzos de fibras pueden ser de muchos tipos: vidrio, carbono, aramida, boro,
fibras naturales, etc. Las matrices se dividen fundamentalmente en 4 tipos: poliméricas,
metalicas, ceramicas y de carbono. Cuando una misma matriz se refuerza con fibras de
distinta naturaleza, el composite obtenido se denomina hibrido.



10 MECANICA DE LAMINADOS COMPOSITES

Las fases de los composites cambian en funcion de la aplicacion y del tipo de
composite. Cuando los condicionamientos mecanicos no son exigentes, se utilizan
refuerzos en forma de fibra corta o particulas, que incrementan la rigidez y
proporcionan mejoras de resistencia locales en funcion de la distribucién de refuerzo.
Cuando las propiedades especificas de los composites tienen importancia los materiales
se denominan composites estructurales, proporcionando rigidez y resistencia elevadas
en la direccidn del refuerzo. La matriz, ademas de transferir la carga externa a las fibras,
las protege y sujeta y permite la transferencia local de tensiones entre fibras. La
interfase puede tener gran importancia, controlando las superfices de fractura, la
tenacidad a la fractura y en general el comportamiento tension-deformacion del
material.

Cuando se comparan materiales, se utilizan propiedades por unidad de peso,
denominadas especificas. En el caso de composites estructurales, puede ocurrir que las
propiedades mecanicas sean inferiores a las de materiales tradicionalmente utilizados
en ingenieria como el acero, siendo las propiedades especificas mas altas. Los
composites estructurales son mas caros que los materiales tradicionales, por lo que se
utilizan en casos en que el peso de las estructuras tiene gran importancia. Aunque
principalmente se utilizan en la industria aeronadtica y aeroespacial, son empleados
también en otros sectores como en el deportivo.

1.2. BREVE HISTORIA

El hombre utiliza los composites desde hace mucho tiempo. De hecho, la madera
estd constituida por una matriz de lignina y fibras de celulosa. Las antiguas
civilizaciones utilizaban el adobe, constituido por lodo y paja. Los primeros habitantes
de Suramérica utilizaban fibras vegetales para la alfareria. Los masculos y los huesos
de los humanos y de los animales estan constituidos también por estructuras orientadas,
con el objeto de soportar el peso propio y las cargas externas. En el siglo XIX se
comenzo a utilizar acero como refuerzo para la albafileria, suponiendo el inicio del
desarrollo del hormigdn armado. EI primer barco reforzado con fibras de vidrio se
fabricé en 1942; en la misma época se comenzaron a utilizar plasticos reforzados en
los sectores aeronadtico y eléctrico. Las primeras fibras de boro y de carbono de alta
resistencia se comenzaron a utilizar a principos de 1960. Los composites de matriz
metalica como el boro/aluminio se comenzaron a utilizar en 1970. Dupont desarroll6



INTRODUCCION 11

las fibras de Kevlar en 1973. A partir de 1970 la utilizacion de los composites se
extendid a los sectores aeronadtico, del automdvil, deportivo y a la biomedicina. Hoy
dia ademas de composites de matriz metalica y ceramica, se desarrollan composites
carbono/carbono para aplicaciones a altas temperaturas.

1.3. HOMOGENEIDAD Y ANISOTROPIA

Cuando las propiedades de un material son iguales en todos los puntos, el material
es homogéneo. Cuando las propiedades cambian de punto a punto, el material es
heterogéneo. Los materiales composites, al ser distintas las propiedades de la fibra'y de
la matriz, son heterogéneos. De todas formas, la homogeneidad y heterogeneidad estan
relacionadas con la escala utilizada para el analisis. Desde el punto de vista del anélisis
mecanico, en los materiales composites se distinguen dos campos fundamentales: El
analisis micromecanico y el analisis macromecanico. La macromecanica supone que el
material es homogéneo, sin tener en cuenta las diferencias entre la fibra y la matriz y
analiza el comportamiento del material en su conjunto.

En el analisis micromecénico se estudia la union entre la fibra y la matriz, siendo
necesario para propiedades como la resistencia, la tenacidad y la vida a fatiga. Ademas,
el anélisis micromecénico permite relacionar las propiedades de los constituyentes del
composite con el comportamiento mecanico global del mismo.

Cuando las propiedades de un material en un punto son las mismas en cualquier
direccion, el material se denomina is6tropo. Cuando las propiedades dependen de la
direccion considerada, el material es anisotropo. En el caso de materiales composites
de fibra larga, las propiedades en la direccion de la fibra y en la direccion perpendicular
son diferentes, por lo que son anisétropos. Al pasar de una orientacion a otra, las
propiedades del material van cambiando dependiendo de la orientacion de la fibra. En
un material anisétropo, el nimero de constantes elasticas necesario para definir el
comportamiento mecéanico del material es mayor que en el caso de un material is6tropo.
Cuando se satisfacen condiciones de simetria material, el nUmero de constantes
elasticas necesario va disminuyendo. Tal como se explica en el capitulo 5, en el caso
mas general son necesarias 21 constanes elasticas independientes. En el caso de
composites unidireccionales, el nimero de constantes se reduce a 9. La anisotropia
induce modos especiales de comportamiento del material: Las tensiones normales,
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ademas de estar relacionadas con las deformaciones normales, lo estan con las
deformaciones tangenciales. Analogamente, las tensiones cortantes, ademas de estar
relacionadas con las deformaciones tangenciales lo estan con las deformaciones
normales. A este fendbmeno se le denomina acoplamiento entre comportamientos
mecénicos. En tal sentido, en un ensayo de traccion, cuando en un composite
unidireccional la orientacion de las fibras no es 0° 0 90° se producen momentos flectores
y fuerzas cortantes en los extremos de la probeta debido al acoplamiento entre las
tensiones normales y las deformaciones tangenciales, ya que los amarres del util de
ensayo impiden las deformaciones tangenciales.

1.4. LAMINA Y LAMINADO

El presente trabajo analiza laminados composites. Estos laminados estan
constituidos por el apilamiento de laminas unidireccionales reforzadas con fibra larga.
En el caso de composites de matriz polimérica termorrigida, las laminas se hallan
inicialmente en un estado donde el polimero no ha reaccionado y por lo tanto el material
es flexible. Tras un proceso de calentamiento, en una primera fase la viscosidad del
polimero disminuye pero a su vez se van produciendo las reacciones quimicas que
conforman una red tridimensional unida al refuerzo unidireccional. El proceso de
fabricacion consiste basicamente en la aplicacion de presidn y temperatura. Con la
presidn se logra la compactacién del laminado y mediante la aplicacion de temperatura
se produce la polimerizacién de la matriz.

Como se ha indicado anteriormente, son necesarias 9 constantes elasticas para
definir el comportamiento mecanico de un composite unidireccional. EIl orden de
apilamiento de las ldminas y la orientacion de éstas determinan las propiedades
mecénicas finales del laminado. De acuerdo a la teoria de placas laminadas, conocidas
las caracteristicas de cada una de las ld&minas constituyentes puede determinarse el
comportamiento del laminado. Por lo tanto, teniendo ldminas de un material
determinado, las propiedades mecéanicas del laminado pueden disefiarse dentro de unos
limites, colocando generalmente mas fibras en las direcciones de mayor solicitacion
mecanica. Esta caracteristica supone un gran cambio desde el punto de vista de la
filosofia de disefio respecto a otros materiales que se utilizan tradicionalmente en
ingenieria: En éstos, las caracteristicas del material son conocidas y el disefio se realiza
segun éstas. En el caso de laminados composites, disponiendo de laminas de un mismo
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material, dependiendo de la secuencia de apilamiento y de la orientacion de la fibra en
las laminas pueden obtenerse laminados de propiedades mecéanicas distintas, disefiando
el material en funcion de los requerimientos mecéanicos. No obstante, las propiedades
de cada una de las laminas suponen un factor limitativo para las propiedades del
laminado, por lo que es basico determinar las propiedades de cada una de ellas. Cuando
las cargas que soporta la lamina estan en la direccion de la fibra se denominan
longitudinales; cuando son perpendiculares a la direccion de la fibra se denominan
transversales; cuando las cargas y las fibras forman un angulo que no es de 0° 0 90°, las
cargas se denominan oblicuas.

Para determinar las propiedades de resistencia y rigidez longitudinales y
transversales pueden emplearse ensayos de traccion, compresion y flexion. Los
modulos y resistencias que se obtienen de los ensayos de traccion y de compresion
suelen ser distintos. En el caso de la flexion, al aparecer tensiones de traccion y de
compresion, se obtienen propiedades intermedias. Si bien existen distintos métodos
para determinar las propiedades de cortadura de la lamina, no existe acuerdo sobre la
idoneidad de ninguno de ellos.

1.5. FRACTURA INTERLAMINAR

Los refuerzos en forma de fibra mejoran las propiedades en el plano del laminado,
pero no en la direccion perpendicular al mismo. Cuando existe una grieta en la
interlamina, ésta puede propagarse facilmente por la matriz o por la intercara fibra-
matriz; por otra parte, para propagarse en el interior de la ldmina la grieta debe superar
las fibras. Las grietas interlaminares pueden ser causadas por diferentes motivos: El
proceso de fabricacién, impactos de baja energia o estados de tensiones en los bordes
del laminado. La aparicion de estas grietas provoca una disminucion importante de las
propiedades mecénicas, siendo una de las mayores limitaciones existentes en el campo
de los laminados composites. Aun estando disefiados para soportar unas determinadas
solicitaciones, la fractura interlaminar supone un riesgo importante.



14 MECANICA DE LAMINADOS COMPOSITES

1.6. EFECTOS HIGROTERMICOS

Los laminados composites sufren deformaciones como consecuencia de las
variaciones de temperatura y de la concentracion de humedad. En el caso de composites
poliméricos de altas prestaciones, se fabrican en algunos casos a temperaturas cercanas
a 200°C, siendo siempre menor su temperatura de servicio. Por lo tanto, las variaciones
de temperatura son siempre negativas. Por otra parte, al fabricarse a altas temperaturas
la concentracion de humedad es nula inmediatamente después de la fabricacion, por lo
que en servicio esta concentracion es siempre positiva. Por lo tanto, desde un punto de
vista mecénico la absorcién de humedad compensa en cierta medida la disminucién de
temperatura, reduciendo las deformaciones y tensiones residuales.



2. TENSORES Y TEOREMA
DE GAUSS

2.1. INTRODUCCION

En este capitulo se analizan los tensores cartesianos y las transformaciones que
sufren ante transformaciones ortogonales de sistemas de referencia. Se realiza también
una demostracion exahustiva del teorema de Gauss. Ambos aspectos matematicos seran
de utilidad en el andlisis de las relaciones entre tensiones y deformaciones en el caso
de materiales elasticos lineales anisétropos.

2.2. NOTACION INDICIAL. OPERADORES DE KRONECKER Y
LEVI-CIVITA

Sea el sistema de referencia cartesiano rectangular Oxix2xs con vectores unitarios €

, 6, €. El vector V se representa seglin sus componentes en este sistema como:

3
V=VE +VE +VE =D VE (2.1)
i=1

El simbolo del sumatorio se puede suprimir de acuerdo al convenio de indices
mudos de Einstein: Si dos subindices aparecen repetidos en un monomio, indican suma
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de los términos correspondientes. A los indices repetidos se les denomina indices
mudos y a los no repetidos indices libres. Por lo tanto, (2.1) se puede escribir como

En cada monomio sélo pueden aparecer dos indices mudos. Por otra parte, |

, la
modificacion de nombre de un indice repetido no afecta al resultado, como se indica en
la ecuacion (2.2).

Sean los vectores V, y V, expresados seglin sus componentes como:

18 TV, 262 +V363 _vl,e,

(2.3)
Viyy€) + Vo€, +Vps€; =V, €

V:

La suma de los vectores viene dada por:

Vi +V, = (Vg + V)8 +(Vip + Vi ) 8, +(Vyg + Vo3 ) & = (Vg +Vy )€ (2.4)
Por lo tanto la componente i del vector suma viene dada por
(V,+V, ), =V, +Vy (2.5)

Teniendo en cuenta el producto escalar entre vectores aplicado a los vectores
unitarios del sistema de referencia resulta:

(2.6)

Donde el operador & es el operador delta de Kronecker que se define como

- _Lsii=] @.7)
17 \1sii# '

El producto escalar de los vectores v, y V, viene entonces dado por:

ViV, :(Vlié.i)'(vzjé.j)zvlivzjél e =V szé‘u Voi = Vp;Vy; (2.8)
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Considerando el producto vectorial entre vectores aplicado a los vectores unitarios
del sistema resulta:

€ x€; =¢;6 (2.9)

Donde el operador ejj es el operador de permutacion u operador de Levi-Civitay se
define como:

1si ijk es una permutacién par de 123
€, =9 —1siijk es una permutacion impar de 123
0 si existe un indice repetido

El producto vectorial de los vectores viene dado por:

V%V, = (V8 )% (Vo 6 )= Vv, 6 X 6, = €0V, 6 (2.10)
Por lo tanto, la componente k del producto vectorial viene dada por:
(V% ¥, ), =€y VyVs, (2.11)

Sea el vector V, =V,,€ +V,,E, + V€. Segln los resultados obtenidos para el
producto escalar en (2.8) y para el producto vectorial en (2.11) el producto mixto es:

(\71 X \72)'\73 = (_'1 xV, )k “Va = EijiVaiVo Vg (2.12)

Teniendo en cuenta que el producto mixto puede calcularse mediante el
determinante de la matriz que tiene como filas las componentes de los vectores resulta:

Vipg Vi Vg
(_'l X _'2)' V=V Vyy V= €iik V1iV2Vak (2.13)
Var Vg Vi3

El determinante de la matriz traspuesta es el mismo, por lo que se obtiene el mismo
resultado expresando las componentes de los vectores en columnas:
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Vig Vy Vg
(_*1 xV, ) Ny =V, Vy V| = CiikVisVj2Vis (2.14)
Vi Va3 Va3

Por lo tanto, si a;; son las componentes de una matriz [A] 3x3, su determinante puede
expresarse como:

a; &, 9
det[A] :|A| =8y 8p 8yl =6 dy;d, 8y = €38, (2.15)
a3l a32 a33

Si se realiza una permutacion pgr de las filas resulta:

8n 3 A
A=|a, ap; Q| =€, 858,88 (2.16)
arl ar2 ar3

Si (p, g, r) es una permutacion par de los indices (1, 2, 3) A =|A|
Si (p, g, r) es una permutacion impar de los indices (1, 2, 3) A= —|A|

Si (p, g, ) no es una permutacion de (1,2,3) A=0

Los resultados anteriores serén utilizados para establecer una relacion entre eijx y &;.
Sea el siguiente determinante:

S, S, 85 |1 00
Sy O, Oul=l0 1 0=1 (2.17)
S, S, 04 [0 01

Realizando una permutacion de las filas, resulta:

i1 5]‘2 5]‘3 = €y (2.18)
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Realizando ahora una permutacion en las columnas:

S I O
5Jr 5js 5jt = eijkerst (219)
5kr 5ks 5kt

5 6 o
05 O Oyl =6yl (2.20)
5ki 5kS 5kt

Teniendo en cuenta que J; =, +J,, + 55, =3 'y calculando el determinante dado
en (2.20):

é‘ii é‘is §it

5]. 5]3 5jt :3(51'551« _5jt5ks)+5is (5jt5ki _5ji5kt)+5it(5ji5ks _5js5ki)
(2.21)

O O Oy

= §js5kt - 5jr5ks
Segun las ecuaciones (2.20) y (2.21) la relacidn entre ejj y & viene dada por:

€ikCist = 910k — Otk (2.22)

2.3. VECTORES Y TENSORES

Sea una operacion segun la cual el vector de componentes a; de un vector & se

transforma en el vector b de componentes b; segtin los términos de transformacion Si;:
b =S5.a (2.23)

La ecuacion (2.23) se expresa en cualquier sistema de referencia como:

b=Sa (2.24)
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El operador S se define como tensor de segundo orden, ya que depende de las
direcciones de los vectores a y b . Los vectores a su vez, son tensores de primer orden.
La ecuacion (2.24) no depende del sistema de referencia adoptado, mientras que en la
ecuacion (2.23), tanto las componentes del vector como las del tensor dependen del
sistema de referencia. Los tensores de segundo orden tienen 32 = 9 componentes y
pueden representarse mediante matrices 3x3. Se dice que el tensor es simétrico si

S;; =S;, en cuyo caso las términos independientes son 6. Un tensor de segundo orden

H es antisimétrico o hemisimétrico cuando H,; =—H, lo que implica Hiiy =0,

jit
donde los paréntesis indican que no hay suma en el indice i. Por lo tanto, se cumple
que:

SH. =0 (2.25)
Ello se debe a que existen pares de sumandos del tipo S;H; que se anulan, es decir:
S;H; +S;H; =S;H; —=S;H; =0 (2.26)

Sea ahora una transformacion segdn la cual un tensor de segundo orden S se

transforma en otro T mediante un operador Q segun:

T=08 (2.27)

O

En este caso, el operador de transformacidén depende de cuatro direcciones, dos
correspondientes a cada tensor, por lo que se dice que es un tensor de cuarto orden. La
ecuacién (2.27) expresada en un sistema de referencia cartesiano es:

T = Qijkl Sy (2.28)

]

Los tensores de cuarto orden tienen 3* = 81 componentes. En el caso de que sea
simétrico en los indices ij, se cumple que Qy, =Qy,, - Si también lo es en los indices

kI, el nmero de términos independientes es de 36. Si el tensor es ademas simétrico en
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los pares de indices (ij) (kl) se cumple que Qy =Q,; - En este caso el nimero de

términos independientes es de 21.

Se han definido tensores de segundo y cuarto orden por su interés en la mecénica de
cuerpos anisotropos. Se podrian definir también tensores de otros OGrdenes,
correspondientes a otras transformaciones.

2.4. TRANSFORMACIONES ORTOGONALES

Se analizan las transformaciones que sufren los vectores y los tensores bajo
transformaciones ortogonales de los sistemas de referencia, que incluyen rotacion e
inversion de los ejes. Para ello se analizara primero la relacion entre las componentes
de un vector. La proyeccion de un vector & sobre una direccion s puede expresarse
como:

a =r.a; (2.29)

Donde rs; son los cosenos directores de la direccion s. Sea un sistema de referencia
Ox1X2x3 que tras una transformacion ortogonal pasa a ser Ox’1x’2x’s. La relacion entre
componentes correspondientes a dos sistemas de referencia viene dadas por:

a. =r.a. (2.30)
a, =r.a. =r,a, (2.31)

Donde r, representa el coseno del angulo que forma la direccion i’ con i, por lo

que que r, =r,. La matriz de componentes viene dada por:

r.l’ 1 r;l’ 2 r.l’ 3

I‘.2'1 r2’2 r2'3

(2.32)

r3’l r3’2 r3’3
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Se utilizardn los cosenos directores siendo siempre el primer subindice el
correspondiente al sistema transformado. Multiplicando la ecuacion (2.30) por r,,
miembro a miembro y teniendo en cuenta la ecuacion (2.31) resulta:

M@ = Gy 648 = 8 = Ly 048 = Ly Ny = 0 (2.33)

(2.33) indica que las columnas de (2.32) son vectores ortonormales. Andlogamente,
multiplicando la ecuacion (2.31) por r,, miembro a miembro y teniendo en cuenta la

ecuacién (2.30) resulta:
=0, (2.34)

fii = Oy

i@ = Neilii & = 8 = L& = T
La ecuacion (2.34) indica que las filas de la matriz (2.32) son vectores ortonormales.

Por lo tanto, la matriz de transformacién es una matriz ortonormal.

En el caso de un tensor de segundo orden, las relaciones expresadas en el sistema

original y el rotado vienen dadas por:
(2.35)

(2.36)

Multiplicando miembro a miembro la ecuacion (2.35) por r,, y teniendo en cuenta

las ecuaciones (2.30) y (2.31) resulta:

by =1,S;1;a;

(2.37)

Comparando las ecuaciones (2.37) y (2.36) se tiene:
(2.38)

Sy = Taly; Sy

La ecuacion representa la suma de nueve términos en el caso mas general, dado que

existen dos indices repetidos.
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Multiplicando miembro a miembro la ecuacion (2.36) por r, y teniendo en cuenta
las ecuaciones (2.30) y (2.31) resulta:

b =r,S,.r.a (2.39)

[t U ¥ |
Comparando las ecuaciones (2.39) y (2.35) se tiene:

SHE A (2.40)

i i

En el caso de tranformaciones correspondientes a tensores de cuarto orden, las
relaciones en ambos sistemas de referencia vienen dadas por:

T = Qijkl Skl (2'41)

1)

Ty = Qi’j’k’I'Sk’I’ (2-42)

1]

Multipliclando (2.41) miembro a miembro por r.r.. y tendiendo en cuenta (2.40)

i'i jj

resulta:
Ty = 555 Qua Teac T S (2.43)
Comparando (2.42) y (2.43) resulta:
Qierr = B3 Tea i Qi (2.44)

La ecuacion (2.44) representa la suma de 81 términos en el caso méas general, por
haber 4 indices repetidos.
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A X

X3,X’3

Figura 2.1

Se aplicar la transformacién de segundo orden a un tensor simétrico Tj; en el caso
de una rotacion respecto del eje 3 como se muestra en la Figura 2.1. La matriz de
cosenos directores es:

rl’ 1 rl' 2 I’1’ 3 I m 0
lyy Ty b |=l-m | 0 (2.45)
[ PR R 0 0 1

Donde I =cosé@, m=sin&. Al ser el tensor simétrico, los términos independientes
son 6. Aplicando la ecuacion (2.38) y teniendo en cuenta que segun r,, =r,, =0 cuando

i=12 resulta:
Tl'l' = r1‘1r1'1T11 + I’:L'1r1'2-|—12 + rl'Z I’l'lTZl + r1‘2r1'2-|—22
TZ'Z' = r‘2'1r2'1-|-1l + r2'lr2'2T12 + r2‘2r2‘1-|-21 + r2'2r2'2T22
Ton = Mol |,
33 3'3"'3'3"33 (246)
T2'3' = r2'1r3'3T13 + r-2‘2'.-3'3-'-23
T3'1' = r3‘3r1'l-|—31 + I’3'3r1'2-|—32
T1'2' = r1‘1r2'1T11 + I’l'lr2'2-|—12 + I’1'2r2'lT21 + I’:L'2r2'2-|—22

Sustituyendo los cosenos directores de (2.45):



TENSORES Y TEOREMA DE GAUSS 25

T,y = 1?T,, +ImT, +ImT,, + m*T,,
Ty = m2T11 =ImTy, =11 Ty + |2T22
Ty =Ty

T,y =—MT, +1T,,

Ty =1T, +mT,,

(2.47)

2: 2:
T ==ImT, +1°T, —m°T,, +ImT,,

En forma matricial y teniendo en cuenta la simetria, la transformacién dada en (2.47)
gueda:

T > m 0 0 O 2im | [Ty
T,y m> 1> 0 0 0 —=2lm||T,
Tol |0 0 10 0 0 [Ty 2.48)
T, 0 0O 0 I -m 0 Ty,
Ty 0 0O 0 m | 0 Ty
T2) [-Im Im 0 0 0O IP-m*||T,

La transformacion inversa corresponde a un angulo —6. Teniendo en cuenta que
cosd =cos(—¢) y sin@=sin(—0), la transformacion queda:

T,) [1?7 m 0 0 0 -2m|(T.
T, m> 1> 0 0 0 2m [|T,,
To[_[0 0 1 0 0 0 [|Ty (2.49)
T./ 1o 0 0 I m 0 |[||T.
T, 0 0 0 -m | 0 |[Ty
T,/ [Im -Im 0 0 0 PP-m?|(T,

2.5. TEOREMA DE GAUSS GENERALIZADO

2.5.1 Aspectos de geometria diferencial

En la demostracion del teorema de Gauss se utiliza la proyeccion de un elemento
diferencial de &rea. En este apartado se deduce que estas proyecciones estan
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relacionadas con los cosenos directores de la direccion normal a la superficie en el
punto considerado.

ZA

Figura 2.2

La Figura 2.2 muestra un elemento diferencial de superficie de una funcion continua

y diferenciable de dos variables z = f(x,y). Se define el vector dA como un vector de
direccion normal a la superficie, cuyo modulo es el area del elemento. El elemento
diferencial de superficie puede considerarse plano dado que los arcos ds, y ds, pueden

confudirse con las cuerdas correspondientes, al ser éstos muy pequefios. Por lo tanto,
las cuerdas pueden ser consideradas como vectores contenidos en el plano. En
consecuencia, el vector unitario normal a la superficie en el punto P(x,y) es:

7 =X—dy (2.50)

El area del elemento diferencial viene dada por:

dA =|ds, x s, | (2.51)
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Combinando las ecuaciones (2.50) y (2.51) resulta:
dA=ds, xds, (2.52)

Los vectores ds, y dS, segun la Figura 2.3 vienen dados por:

ds, = dxi + f dxk

. _ (2.53)
ds, =dyj + f ,dyk
Z) A2
ds,
........... Osx ds, dsy ‘
Aaz= f,xde [ Az= fydy
dx dy
X —- Q P P Q - Y
Figura 2.3
Sustituyendo (2.53) en la ecuacion (2.52) resulta:
dA=(-f,7—f,]+K)dxdy (2.54)

El mddulo del vector dA es:
dA =1+ 2+ f 2dxdy (2.55)
El vector normal puede escribirse en funcion de los cosenos directores como:
17:VX7+VYT+VZIZ (2.56)

Teniendo en cuenta (2.50) los cosenos directores son:
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—f dxd —f dxd dxd
v, :'X—y Vy :’y—y v, :_y (257)
dA dA dA
Las componentes del vector dA pueden interpretarse como las proyecciones de la
superficie sobre los planos coordenados, de acuerdo con la Figura 2.4. Es decir:

dA=dAi +dA j+dAk (2.58)
dA
|4z
1 4z
Mz
P :Q
R
Figura 2.4

Siendo:

dA =dA-T =dAv, =—f dxdy
dA =dA.j=dAv, =—f dxdy (2.59)
dA, =dA-k = dAv, = dxdy

Los resultados son evidentes en el caso de dA,. Las otras dos proyecciones se
explican a continuacion con ayuda de la Figura 2.4. Por una parte, los signos negativos
se deben al sentido del vector normal, habiendo supuesto positivas las derivadas
parciales. Por otra parte, en el caso de dA el area es la diferencia entre el trapecio
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correspondiente a la cara anterior y el tridngulo correspondiente a la cara posterior. Por
lo tanto:

Az+(Az+Az) A zdy
|dA | = > dy — > =A,zdy = f dxdy (2.60)

En el caso de dAy la diferencia entre el trapecio de la parte derecha y el tridngulo de
la parte izquierda es:

NE Az+(Az+A2) b A2y

=A,zdx= f dxdy (2.61)

2.5.2 Teorema fundamental del célculo

El teorema fundamental del calculo es otra de las bases de la demostracion del
teorema de Gauss, por lo que se incluye en el presente apartado. Sea F(x) la funcién:

F (x):LX f (t)dt (2.62)
A ()
f(x
a K
X J i dx
b >
Figura 2.5

La funcion representa el &rea rayada encerrada por la funcion f(t) y el eje t entre los
puntos ay x, segun la Figura 2.5. Por lo tanto, calculando el incremento correspondiente
a una variacion diferencial:
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F(x+d)~F(x)= [ f (t)dt = (x)dx (2.63)

Que representa el area del trapecio sombreado en oscuro. Segun la definicion de
derivada resulta:

F'(x)= (2.64)

Donde el paso al limite se supone incluido debido a la variacion diferencial. Por lo
tanto se deduce que:

F'(x)=f(x) (2.65)

En consecuencia, F(x) representa la antiderivada de f(x). Dado que funciones que
difieren en una constante tienen la misma derivada, si F(x)=g(x)+C también

g'(x)= f(x). Dado que F(x) representa el area, F(a) = 0 y entonces C =—g(a). Por lo
tanto:

F(x)=g(x)-g(a) (2.66)

Y en particular:

b

b b
F(b) =L f(t)dt =L g'(t)dt= j dg=g(b)-g(a) (2.67)
2.5.3 Demostracion del teorema de Gauss generalizado

Sea una region convexa V rodeada por una superficie S que consiste en un nimero
finito de partes cuyas normales exteriores constituyen un campo vectorial continuo,
como puede verse en la Figura 2.6.
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ds® ds@

X3

Figura 2.6

Sea una funcion A(xi,X2,x3) definida y diferenciable en la region V+S. Se considera
un elemento limitado por los elementos de area dS@® y dS® en la direccién xi1, como se
muestra en la Figura 2.6 . Integrando la derivada respecto de x; a lo largo del elemento
y teniendo en cuenta el teorema fundamental del calculo se obtiene:

OA

La integral esté referida Gnicamente a la variable xi dado que las dimensiones segun
X2 Y X3 del elemento considerado son diferenciales. A® y AW son los valores de A en las
partes derecha e izquierda de S, respectivamente. Los factores *dx.dxs son las
proyecciones sobre el plano xo-xs de las areas dS@ y dS® situadas en los extremos de

una linea paralela al eje x1, como se ha demostrado anteriormente. Sea v = (vl,vz,v3)

el vector normal exterior de la superficie S. Entonces, en el lado derecho se cumple:
dx,dx, = v?ds® (2.69)

Y en el lado izquierdo:
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dx,dx, = —vPds® (2.70)

El signo negativo proviene de que la componente segun x: del vector unitario en la
parte izquierda es negativa, como puede apreciarse en la Figura 2.6. Por lo tanto, el
resultado obtenido en (2.68) puede escribirse como:

(A® — AD)dx,dx, = (A®r,ds® + APy,ds®) (2.71)

Extendiendo la integral analizada en (2.68) a todo el volumen considerado, es decir,
integrando segun Xz Yy Xs resulta:

[ ] ] Adxdrde =] [ (A% —AD)dx,dx, (2.72)

Teniendo en cuenta el resultado obtenido en (2.71), la ecuacién se puede escribir
como:

[, Adv =] Avds (2.73)

Donde dV y dS denotan los elementos diferenciales de V y S, respectivamente. Se
puede realizar un planteamiento analogo para las integrales en volumende A, y A,.

Por lo tanto, el teorema de Gauss puede expresarse como
[, Adv =] Avds (2.74)

La ecuacion (2.74) se satisface para cualquier region convexa regular o para
cualquier region que pueda ser descompuesta en un nimero finito de regiones convexas
regulares. Considéerese ahora un campo tensorial Ajq.... Sea la region de volumen V con
una superficie de contorno S dentro del dominio de definicion de Ajq... siendo cualquier
componente de Ajq... continuamente diferenciable. Por lo tanto la ecuacion (2.74) es
aplicable a cualquier componente del tensor y puede escribirse:

IV aix Ajk"“dv - .[v (Ajkl.-A ),i dv = L Vi AjkIA..dS (2.75)
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Que es el teorema de Gauss en su formulacion general. A continuacién se presentan
algunos casos particulares. Si el tensor es una funcion escalar ¢el término en la integral
de volumen representa el gradiente, por lo que se obtiene:

J, 2L av [ 4av = [, vgds (2.76)

En notacion vectorial se escribe:
[, Vgdv =] gvds (2.77)

Si se consideran las componentes de la divergencia de un vector a;;, se obtiene el
teorema de la divergencia:

0,
va_xidv =[,aV =] avds (2.78)

En formacion vectorial la ecuacion (2.78) queda:
[,(V-a)dv =] (a-7)ds (2.79)
En el caso de un tensor de segundo orden se obtiene:

[, Thdv =] Tyvds (2.80)






3. TENSIONES

3.1. INTRODUCCION

Se estudian las fuerzas por unidad de superficie que aparecen en el interior de un
solido en equilibrio sometido a un sistema de fuerzas exteriores. Se analizan también
las relaciones que deben existir entre las componentes de tensidn para que se satisfagan
las condiciones de equilibrio. Las fuerzas que soporta el cuerpo pueden ser fuerzas
distribuidas en el volumen o en la superficie del mismo. Las fuerzas de volumen son
fuerzas gravitatorias, fuerzas electromagnéticas y fuerzas de inercia, siendo todas las
demés fuerzas distribuidas en la superficie externa del sélido.

3.2. VECTOR TENSION. COMPONENTES DE TENSION

Se supone un sélido sometido a un sistema de fuerzas en equilibrio, incluyendo las
reacciones que tiene debidas a los enlaces. Si se toma un plano arbitrario que divide al
solido en dos partes, cada una de ellas debe mantenerse en equilibrio, por lo que deben
aparecer fuerzas internas en el plano de division. El vector tension se define como:

S = lim— (3.1)

Siendo Alfi la fuerza interna que actta en la porcién de superficie AA.
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Figura 3.1

El vector tension puede descomponerse en dos componentes segin la direccién
normal a la superficie y la direccion tangencial contenida en ella, como se muestra en
la Figura 3.1, siendo:

S=ofi+rt (3.2)

Donde n y tson los vectores normal y tangencial, respectivamente. Las
componentes o y 7 son las componentes normal y tangencial del vector tension,
respectivamente. Se denominan componentes intrinsecas del vector tension, ya que no
dependen de un sistema de referencia. Utilizando un sistema de referencia cartesiano,
la componente tangencial contenida en el plano puede a su vez descomponerse en otras
dos componentes segin los ejes. El criterio de signos y el significado de las
componentes es el siguiente, siendo i, j =X, Y, z.

Componentes normales: o; : El subinidice i indica la direccion normal al plano sobre
el que actuan.

Componentes tangeciales: z;: El subindice i indica la direccion normal al plano
sobre el que actla y el subindice j la direccion de la componente. Puede demostrarse
que zj = 7.
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Las componentes son positivas cuando actlan en cara positiva y tienen sentido
positivo o0 actlan en cara negativa y tienen sentido negativo. En otro caso son negativas.
La cara positiva es aquella en la que el vector normal del sistema de referencia
considerado es saliente en la misma.

3.3. ECUACIONES DE EQUILIBRIO

Se analiza el equlibrio de un elemento diferencial en el entorno de un punto O
interior del s6lido. Se adopta un sistema de referencia en el que el origen es dicho punto
O. Se supone que las componentes de tension varian de una cara a otra del elemento,
como se muestra en la Figura 3.2, considerando Gnicamente los primeros términos del
desarrollo en serie, dado que las aristas son infinitesimales, es decir:

A f(x, y,z):%dxi = f,dx, (3.3)

Siendo f (x, Y, z) cualquiera de las componentes de tension. xi, X2, X3 representan

respectivamente x, y, z siendo i=1,2,3. Se supone que las tensiones estan
uniformemente distribuidas en las caras y que por lo tanto, las resultantes de dichas
tensiones estan aplicadas en los centros de gravedad de las mismas. Ello implica que
Unicamente se consideran variaciones de tensién en la direccién normal al plano sobre
el que actGan. Por otra parte, se supone que el cuerpo estd sometido a fuerzas de
volumen Fy, Fy y F, cuya resultante actGa en el centro de gravedad del elemento y que
no se muestran en la Figura 3.2. Estas fuerzas pueden ser gravitatorias,
electromagnéticas o fuerzas de inercia. Aplicando la ecuacion de equilibrio segun el eje
X Se obtiene:

> F =0= (o, + A0, )dydz - o,dydz +(z,, + Az, )dxdz - 7, dxdz

(3.4)
+(7, + A, 7, ) dxdy — F,dxdydz =0
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y

oyt+4(ay)

—ryct Ay (7x)
T+ A,(7y;)
02 Tyt x( Txy.
1z
Txz
Tyt Az( 7
Ox <+ —’O'X+Ax( Gx)
Ty
Tyt Ay (7x) T+ A 50)
Txy
e) o+ 4(07) X
/' Tyz
5 S—

Oy

Figura 3.2

Teniendo en cuenta el significado de las variaciones dado en (3.3), aplicando el
equilibrio también en los ejes y, z y tras realizar operaciones, las ecuaciones de
equilibrio de fuerzas vienen dadas por:

0

oo, N Ty . 07, _F,

ox oy 0oz

or, 0o, Or,

6xy + ﬁyy + 8zy =F, (3.5)
0

or,, N Ty, N oo, _F

ox oy oz ‘

El equilibrio de momentos se establece respecto al centro de gravedad G del
elemento diferencial, de forma que las fuerzas por unidad de volumen no dan momento.
Adoptando un sistema de referencia con origen en G y paralelo al de la Figura 3.2
Gx’y’z’, tomando momentos respecto a los ejes se obtiene que 5 = ;. Por ejemplo, en
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el caso del eje z’, las Unicas componentes que dan momento se muestran en la Figura
3.3. La ecuacién de momentos respecto al eje z’ es:

> M, =0= (7, +A,7,, )dydz% + z-xydydz%
2 2 (3.6)

dy dy
—(Tyx +A7, ) dxdz? + ryxdxdz? =0

Realizando operaciones y despreciando infinitésimos de orden superior resulta

Ty =Ty

yx+Ay(7yx)

Ty Ty +Ax( 7xy)

Tyx

Figura 3.3

3.4. COMPONENTES DEL VECTOR TENSION

Conocidas las componentes de tension relativas a un sistema de referencia con
origen en O, quieren obtenerse las componentes del vector tension relativo a cualquier
plano que pase por el punto O. Para ello, se aisla un elemento en forma de tetraedro de
aristas diferenciales como se muestra en la Figura 3.4 y se considera que el plano ABC
pasa por el punto O.
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V<

Figura 3.4

Dado que es necesario multiplicar las tensiones por las areas correspondientes para
obtener las fuerzas, las &reas de las caras del tetraedro pueden relacionarse de la
siguiente forma:

OBC = ABC|
OAC = ABCm (3.7)
OAB = ABCn

Siendo fi=Ii + mj +nk , donde I, m, n son los cosenos directores de la direccién
dada por el vector normal unitario i . Para demostrar las relaciones (3.7), se considera
el tridngulo OBP que esta contenido en un plano perpendicular al lado AC, como se
muestra en la Figura 3.5. Por lo tanto, los segmentos oP y BP son perpendiculares a
AC . Por otra parte, teniendo en cuenta que BP es perpendicular al vector normal i,

si éste forma un angulo S con la direccion vertical y, BP forma el mismo angulo con
la horizontal x, como se muestra en la parte derecha de la Figura 3.5, siendo m = cos S
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n
B
e} P
Figura 3.5
La relacidn entre las reas de los triangulos OAC y ABC viene dada por:
1(AC)(oP

OAC _: (_)(_) =cosf=m (3.8)
ABC 1(AC)(BP)

Con lo que queda demostrada la segunda igualdad de (3.7). Las demas identidades
se pueden justificar por un razonamiento analogo.

Se podria haber llegado al mismo resultado teniendo en cuenta el teorema del
gradiente segun el cual se cumple la siguiente relacion para una funcion escalar
f=f(xy,z2):

jv VidV = L fidS (3.9)
Donde V representa un volumen y S la superficie de su contorno y i es el vector

normal a la superficie en cada punto, orientado hacia el exterior. Tomando f =1y
considerando el tetraedro de la Figura 3.5 se cumple:

0= ABCH —OBCi — OACj — OABK (3.10)
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Igualando las componentes segln los ejes en la ecuacion (3.10), se obtienen las
relaciones dadas en (3.7).

Aplicando las ecuaciones de equilibrio de fuerzas y teniendo en cuenta las relaciones
(3.7) se obtiene:

ZFX =ODSX+FXd—V=O'X|+Tme+TZXn
ABC

dv
ZFy:O:>Sy+FyﬁC=Txyl+aym+szn (3.11)

ZFZ =0:>SZ+FZd—V=TXZ|+TyZm+O'Zn
ABC

Siendo dV el volumen del tetraedro, la relacion ,iTVC es un término diferencial, por

lo que el efecto de las fuerzas de volumen en las ecuaciones de equilibrio es
despreciable frente a los términos de tension. En forma matricial, las ecuaciones de
equilibrio resultantes de (3.11) se pueden expresar como:

S X O, yX T I
S, =7y O, T, 1M (3.12)
S z Ty Tyz o, n

La matriz de tensiones transforma el vector normal en el vector tension en el sistema
de referencia considerado. En forma abreviada la ecuacion (3.12) se escribe como:

{8} =[c]{n} (3.13)

La ecuacion (3.13) en cualquier sistema de referencia se expresa como:

S=sn (3.14)

Donde & representa el tensor de tensiones, que es simétrico. Este se expresa como
una matriz cuadrada en un sistema de referencia cartesiano. El operador matematico
independiente del sistema de referencia que transforma el vector normal en el vector
tension se denomina tensor de tensiones. Se trata de un tensor de orden 2, ya que
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depende de las direcciones del vector tension y del vector unitario normal al plano. Si
el punto O pertenece a la superficie del sélido, el vector tensidon es la fuerza aplicada
por unidad de superficie. En notacion indicial, la ecuacion(3.14) queda:

S;=o.v. (3.15)

3.5. ECUACIONES DE EQUILIBRIO UTILIZANDO NOTACION
INDICIAL

En este apartado se plantean las ecuaciones de equilibrio de forma global mediante
la utilizacion del teorema de la divergencia. Se supone un cuerpo en equilibrio sometido

a fuerzas por unidad de volumen F de componentes F; y fuerzas por unidad de

superficie T de componentes Ti. La ecuacion (3.15) en forma indicial aplicada a las
fuerzas T;es:

T ooy (3.16)

En este caso, todas las componentes de tension se unifican bajo la letra o. Cuando
i = j latension es normal y en otro caso es tangencial. Por otra parte v; son los cosenos

directores. La ecuacion del equilibrio de fuerzas en forma vectorial e indicial viene
dada por:

> F=0=[ Fdv+[Tds=0
3.7
> F=0=| Fdv+[Tds=0 o0

Teniendo en cuenta (3.16) y aplicando el teorema de Gauss, la integral de superficie
en forma indicial de (3.17) queda:

[Tds=[ owds=] o dv (3.18)
Sustituyendo (3.18) en (3.17) resulta:

jV(Fi +0;,;)dV =0 (3.19)
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Dado que el volumen considerado es arbitrario, para que la integral se anule se debe
anular el término subintegral con lo que:

F+o,,=0 (3.20)

Que representan indicialmente las ecuaciones (3.7) obtenidas a partir de un
planteamiento local.

Tomando momentos respecto de un punto O considerado como origen, el vector de
posicion T de un punto tiene componentes x;. La ecuacion de momentos respecto de O
en forma vectorial e indicial viene dada por:

> Nig=0=[ (FxF)dV + [ (FxT)ds =0
3.21
ZMOk =O:IVe.jkxiFjdV +LeiijiT,—d5 =0 (321

Teniendo en cuenta (3.16) y aplicando el teorema de Gauss, la integral de superficie
en forma indicial de (3.21) queda:

i~ nj

J €Ty = [ eyxiov,dS = | (eyxo ), v

(3.22)
= jv & (X0 + X0y, JAV
Teniendo en cuenta que X, , = J,,, reemplazando (3.22) en (3.21) resulta:
[, &% (Fy +0y,)aV + | eyoydv =0 (3.23)

Dado que el volumen es arbitrario se deben anular los términos subintegrales de
(3.23). El correspondiente a la primera integral es nulo, ya que representa la condicién
de equilibrio de fuerzas dada en (3.20). Por lo tanto se debe cumplir:

eijko-i' = 0 (324)

Al ser g antisimétrico en los indices i, j o debe ser simétrico por lo que o, =0
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3.6. ESTADO PLANO DE TENSION

En el andlisis de laminados composites se utiliza la condicion de tensién plana, por
lo que se considera dicho estado particular. En dicho caso se cumple que todas las
componentes asociadas a la direccion z son nulas, por lo que

o, =1,=1,=0 (3.25)

Las componentes de tension estan incluidas en el plano Oxy. La relacion matricial
de la ecuacion (3.12) puede escribirse como:

S o, T |
Y I (3.26)
S, Ty O, ||M
En este caso el vector normal al plano forma un angulo & con el eje x, siendo
I =cos@, m=sing.

Ay
X1
B S
Yoo ::55555:_ 7
| 0
ARNNRNNN BN A )L
0 < B

Figura 3.6
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Si quieren calcularse las componentes intrinsecas relativas al plano de corte, puede
proyectarse el vector tension en las direcciones normal y tangencial respectivamente,
como se muestra en la Figura 3.6, obteniéndose:

o=S,l+Sm

3.27
r=-S,m+3 | (3:27)
Sustituyendo las ecuaciones (3.26) en las (3.27) se obtiene:
o=0l*+2r Im+o,m’
(3.28)

T=(O'y —O'X)|m+2'xy(|2—m2)

Expresando las relaciones de las ecuaciones (3.28) en funcion del angulo doble
resulta:

T

c :
o= = *-C0520 + 7, 5in 20

(3.29)

o, —0, .
T= 5 sin260 + z,, cos 20

Las direcciones correspondientes a los valores criticos de tension normal y los
de tension tangencial nula coinciden y se denominan direcciones principales. Se
obtienen de la ecuacidn (3.29) imponiendo cualquiera de las siguientes condiciones:

d—G—O 27
do = tan20, =—2 (3.30)
TZO O'X—O'y

3.7. CIRCULO DE MOHR

El circulo de Mohr es una construccidén geométrica que resume de forma notable las
ecuaciones (3.29) y que permite la resolucion gréfica del problema. No obstante, es
también Qtil para analizar los estados de tension ya que permite apreciar en un diagrama
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el estado de tensiones en las cercanias de un punto. Las ecuaciones(3.29) pueden
escribirse de la siguiente forma:

o,to, o,—-0O .
o= L= 5 >-C0820 + 7, 5in 20
(3.31)
(o,-0,) .
rszmZ@Jrrxycosza

Las expresiones (3.31) representan las ecuaciones paramétricas de una
circunferencia de pardmetro 26. Elevando al cuadrado ambas ecuaciones y sumando
miembro a miembro resulta:

2 2
+ p—
[a—ax O-yj +72=[0X O-yj +7y (3.32)

(O'—GC )2 +72=R? (3.33)

¥e

_I_'Ux

Figura 3.7

Tomando como eje de abcisas el eje oy como eje de ordenadas el eje 7 en valor
absoluto, (3.33) representa la ecuacion de una circunferencia con el centro en el eje de
abcisas. La posicion del centro y el radio de la misma vienen dados por:
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(3.34)

La Figura 3.7 muestra un estado de tensiones donde o, >0, >0y 7, >0. Cada

punto de la circunferencia representa una direccion en cuyo plano normal actdan las
componentes intrinsecas o, 7. Se aprecia que en las direcciones 1, 2 las tensiones
normales son maxima y minima, respectivamente y que en dichos puntos la tensién
tangencial es nula. Estas direcciones son las direcciones principales y las tensiones
correspondientes son las tensiones principales. Las direcciones principales se
encuentran a 180° debido a que el &ngulo es doble en la circunferencia. Se observa que
la tensidn tangencial méaxima tiene el valor del radio. Los planos correspondientes a las
direcciones t; y t, situadas en la parte superior e inferior de la circunferencia
respectivamente, a 90° de las direcciones principales en el circulo de Mohr y por lo
tanto a 45° en la realidad. El procedmiento de construccion del circulo de Mohr es el
siguiente:

1. Se calculan la posicién del centro y el radio del circulo, dados en (3.34). Segun
la Figura 3.7 las tensiones principales vienen dadas por:
o,=0;.+R

(3.35)

o,=0:—-R

2. Posteriormente se dibuja la circunferencia y el eje de abcisas o. Tomando el valor
ox como abcisa y el de 7, como ordenada, se puede colocar el punto correspondiente
al eje x sobre el circulo. Pero surge un problema: Si el eje x se encuentra en la parte
superior del circulo el eje y debe estar en la parte inferior y viceversa. Por lo tanto,
parece que existe un valor positivo y uno negativo para un mismo signo de zy. En
consecuencia, no se asigna un sentido positivo al eje 7, ya que en otro caso habria
tensiones tangenciales positivas y negativas en el circulo de Mohr para el mismo valor
positivo de 7. Este es el principal problema asociado a la utilizacion del circulo de
Mohr: ¢Cual es el criterio para colocar el eje que se corresponde al par de valores (ox,
Twy) en la mitad superior o inferior del circulo?
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De acuerdo a la ecuacion (3.30), tan(26,), que proporciona las direcciones
principales, puede ser positiva o negativa, dependiendo del signo del numerador y del
denominador. En la Figura 3.8 aparecen todos los posibles casos, para el angulo
comprendido entre 0 y 772, bien sea del primer o del cuarto cuadrante, correspondientes
a giro antihorario y horario, respectivamente. De acuerdo a la Figura 3.6, si la tangente
es positiva el angulo es antihorario y si la tangente es negativa el angulo es horario. En
la Figura 3.8 se muestran los correspondientes estados de tension, indicando con flechas
gruesas las tensiones tangenciales relacionadas con giros horarios. En todos los casos
el eje perpendicular a las tensiones tangenciales que provocan giro horario esta situado
en la mitad superior del circulo.

En consecuencia, se puede adoptar el siguiente criterio para situar un punto en la
parte superior o inferior del circulo: Cuando la rotacién debida a las tensiones
tangenciales que actlan en planos paralelos es horaria, el eje perpendicular a estos
planos esta situado en la mitad superior del circulo. Debido a ello el eje x esta en la
parte inferior y el eje y en la parte superior de la Figura 3.7. De manera inversa, la
posicion de un punto de la circunferencia proporciona informacién sobre el sentido del
par de tensiones tangenciales asociadas.

7, >0
o, >0,
tan26, >0
4Oy
T Ty

Ty < 0 o

X
o,<0, l
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4Oy
a— Ty
7, <0 o
o,>0, l
—
v
tan26, <0
7, >0
o,<0,

Figura 3.8



4. DEFORMACIONES

4.1. INTRODUCCION

A diferencia de un solido rigido, en los solidos reales la distancia relativa entre
puntos del mismo varia cuando el solido estd sometido a fuerzas. Se definen las
deformaciones unitarias como variaciones de longitud relativas o variaciones de angulo
recto.

4.2. VECTOR DEFORMACION

En la Figura 4.1, O—P0 es un vector unitario que pasa a la situacién OP! , teniendo en

cuenta la deformacion pura o variacion relativa de distancia entre puntos. Es decir, no
se tienen en cuenta las posibles variaciones que puede tener el vector como sélido
rigido.
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Figura 4.1

El vector deformacion se define como:

D=PP/ =D, +D, (4.1)

La componente D, representa la variacion de longitud relativa del vector inicial y la
componente D+ representa la variacion relativa de angulo, suponiendo que éste es
pequefio. Al no depender del sistema de referencia, se denominan componentes
intrinsecas de la deformacion.

4.3. MODIFICACIONES DE UN ELEMENTO DIFERENCIAL

Se analiza un elemento diferencial en forma de ortoedro asociado a un sistema de
referencia cuyo origen es un punto genérico O del cuerpo. Este punto sufre un
desplazamiento de componentes u, v, w en los ejes X, y, z respectivamente. Se supone
que las componentes de desplazamiento son infintésimos y sus derivadas sucesivas son
continuas hasta por lo menos la tercera derivada. Se supone ademas que las primeras
derivadas son funciones continuas e infinitésimos de primer orden, por lo que los
términos de orden igual o mayor que dos son despreciables. Segun estas hipotesis la
configuracion deformada y la no deformada se pueden considerar equivalentes a la hora
de establecer un sistema de referencia. Por otra parte, los problemas considerados bajo
estas condiciones se denominan problemas de pequefias deformaciones.
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En la Figura 4.2 se muestran los desplazamientos de los puntos O y A. Las
componentes del desplazamiento en A estdn modificadas segin los incrementos
respecto al eje x. Se cumplen las siguientes relaciones vectoriales:

00'=ui +Vv]+wk

OA=dxi

A_A‘:(u+a—udxjf+(v+ﬂdxj]+(W+%dlez (4.2)
OX OX OX

O'—N=(7A+A—N—()—O=(1+6—u)dxf+@dx]+@dxﬁ
OX OX OX

Figura 4.2

Se define la deformacion unitaria normal o lineal de la arista OA como la variacién
relativa de longitud de dicha arista y viene dada por:

2 2 2
_ (1+6uj +(8v) +(8Wj dx — dx
_O'A'-0A OX OX OX

- OA dx

X

(4.3)
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Teniendo en cuenta el caracter infinitesimal de los desplazamientos y de sus
derivadas, tras dividir por dx la ecuacion (4.3) puede escribirse como':

2 2 2
&, =l 28_u+(6_uJ +(@) +(@J :8_u (4.4)
21 oX OX OX OX OX

Realizando un andlisis analogo en las direcciones y, z se obtienen las deformaciones
normales en estas direcciones:

&, =— & =— (4.5)

Las deformaciones normales indican el cambio relativo de longitud de las aristas
del elemento inicial, como puede apreciarse en la Figura 4.3. Producen la variacion de
volumen del elemento.

y A
&dy
dy
l Sde X
<& dX »
Figura 4.3

Las variaciones angulares indican las variaciones de angulo que sufren los ejes
iniciales. Se denominaré gjj a la variacion de angulo que sufre la direccion j en el plano
Oij. Por ejemplo, gyx es la variacion angular de la direccion x en el plano xy, y gz es la
variacion angular de la direccion x en el plano zx.

"Cuando x — 0 +/1+x =1+1x
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ov
&dx ‘gyx NA?

O’

ow /9

—dx

OX

(1 + a_uj dx
OX
Figura 4.4

Teniendo en cuenta que la tangente y el &ngulo pueden considerarse equivalentes,
las variaciones angulares segun la Figura 4.4 que muestra las componentes del vector

O'A’, vienen dadas por:

ov oW
a—dx a—dx
g, =tang,, = )éu g, =tang,, :)é—u (4.6)
(1+jdx (1+)dx
OX OX

Al considerarse que las derivadas son infinitésimos se puede realizar la siguiente

aproximacion' para gyx:
|, (eu) (auY
tang, =—|1-| — [+| — | +... 4.7
9 ax{ (axj (ax] } (4.7)

Despreciando los términos de orden superior a 1, la ecuacién (4.6) puede escribirse
como:

Oy = (4.8)

n g
ax X

ow
OX

Las variaciones angulares relativas a los ejes y, z son respectivamente:

H . .z . - 1 2
ximacion vi —=
"'La aproximacion viene de I|m1 1+ x+X"+
x=>01—Xx
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g _au g _ow
XY A y T AL

o o (4.9
LW

* oz oz

Las deformaciones normales se pueden incluir en la nomenclatura de las

. ou,
deformaciones angulares, ya que g, =e¢; =a—'= u;;. En general, las componentes gjj
" ,

_ ou. .
pueden escribirse como: g :8—'=ui ;- Ademas, se pueden descomponer en una
" :

i
componente simétrica y una componente antisimétrica:

9i :%(gij + gji)+%(gij _gji):gij + @ (4.10)
Donde:
1
& :E(gu +9;)
1 (4.11)
@ :E(gij _gji)

En el caso de indices iguales, es decir, en el caso de las deformacionesn normales
@, =0. Cuando los indices son distintos, las componentes &; representan

deformaciones tangenciales y las componentes a representan rotacion pura. Las
componentes &; son simétricas y las componentes w; son antisimétricas, es decir:

Sij = €ji
(4.12)
Wy = —W;;
La Figura 4.5 muestra la descomposicion para el caso del plano xy. Los sentidos de
los giros estan asociados a los valores de las derivadas de los desplazamientos. Se ha

. OV _au . .
supuesto g, >g,, es decir — >—. Las componentes g; estan relacionadas con la
yX Xy 8X ay )

variacion de angulo recto y las componentes @ estan relacionadas con una rotacion de
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sOlido rigido. En la Figura 4.5 puede apreciarse que las aristas no modifican su longitud,
al ser los giros infinitesimales.

v yﬂ

Wyx

//T 8xy i * a)xy

Figura 4.5

| B

Las deformaciones normales o lineales & estan asociadas a la variacion de volumen
del elemento, dado que indican las variaciones de longitud de las aristas. Las
deformaciones tangenciales o angulares &; varian los angulos rectos entre aristas sin
modificar su longitud, por lo que distorsionan el elemento sin cambiar el volumen del
mismo. Se define la deformacion tangencial de ingenieria »; como la variacion que
sufre el angulo recto, siendo y; = 2¢; . Las deformaciones tangenciales son positivas

cuando el &ngulo recto disminuye, de acuerdo con la Figura 4.5.

7y

Ky

X

| B3

Figura 4.6

Dado que las rotaciones de sélido rigido no afectan a las deformaciones, las
deformaciones tangenciales de la Figura 4.6 son equivalentes entres si y equivalentes a
su vez a la parte izquierda de la Figura 4.5, ya que que la diferencia entre las mismas
esta asociada a rotaciones de solido rigido.
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4.4, COMPONENTES DEL VECTOR DEFORMACION

Las componentes del vector deformacion se obtienen teniendo en cuenta las
contribuciones de las deformaciones normales y tangenciales. El vector deformacién
de la Figura 4.1 puede descomponerese segin sus componentes en un sistema de
referencia:

D=PRP =D,i+D,j+Dk (4.13)

El vector deformacion tiene contribuciones en cada eje correspondientes a
deformaciones normales y deformaciones tangenciales. Las componentes del vector
unitario inicial, que son los cosenos directores de la direccion, se transforman segun las
citadas contribuciones. La Figura 4.7 muestra las contribuciones en el caso del plano
Oxy, segln la cual la componente en x es &,l+&,m. Se debe sumar también la

contribucion debida a las deformaciones tangenciales en el plano zx, que seria ¢,,n.

yT y

gMm SyMm
m m :
| Exl X | Exyl X
— -
Figura 4.7

Sumando de forma anéloga las contribuciones de deformacion correspondientes a
cada eje, se obtienen las componentes del vector deformacion en el sitema de referencia
Oxyz, que se expresan en forma matricial como:

D| |e . ¢ |l

X X Xy X
D

I
™
™
3

(4.14)

y Xy y é‘yz
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Por lo tanto, la matriz de componentes de deformacion transforma el vector unitario
de la direccion correspondiente en el vector deformacion de dicha direccion en el
sistema de referencia Oxyz.

Las deformaciones tangenciales se sustituyen por las deformaciones angulares

ingenieriles y;, siendo y; = 2¢;, para que la relacion entre tensiones y deformaciones

ij?
sea simétrica, como se vera en el proximo capitulo. Debido a la analogia entre la
transformacion correspondiente a tensiones y la transformacion correspondiente a
deformaciones, el analisis de deformaciones puede realizarse de manera anéloga al de
tensiones, teniendo en cuenta la siguiente equivalencia:

La componente longitudinal de la deformaciéon puede obtenerse proyectando el
vector deformacion sobre la direccion considerada siendo:

D, =D-OP, =D,l + D,m+D,n (4.15)
Sustituyendo (4.14) en (4.15) resulta:
D, =& l*+&,m* +&,n* +y Im+y,mn+y,nl (4.16)

4,5. CIRCULO DE MOHR EN DEFORMACION PLANA

En un estado de deformacion plana se cumple que las componentes relacionadas
con la direccion z son nulas, es decir:

£,=Vy =7x=0

Por la analogia establecida en el apartado anterior, el circulo de Mohr de
deformaciones es anélogo al de tensiones. El centro y el radio vienen dados por:



60 MECANICA DE LAMINADOS COMPOSITES

(4.17)

e —g 2 y 2
R= S A P .S
2 2
Para situar las direcciones adecuadamente en la mitad superior o inferior del circulo
de Mohr, cuando las deformaciones angulares provocan un giro horario de la direccion,

ésta se representa en la mitad superior del circulo de Mohr, debido a una justificacion
analoga a la realizada en el caso de las tensiones.

4.6. UN PLANTEAMIENTO GENERAL

Las deformaciones unitarias normales y tangenciales se han obtenido a partir de las
variaciones que sufren las aristas del ortoedro elemental de la Figura 4.2. Se va a
realizar ahora un planteamiento general, analizando las variaciones que sufre la

diagonal OP =dF de la misma figura, cuyas componentes son dxi.

Figura 4.8

Segun la Figura 4.8 el punto O pasa a la posicion O’, como se ha mencionado para

la Figura 4.2 y el punto P pasa a la posicion P’, siendo el nuevo vector O'P’ =dr’,
cuyas componentes son dx’;. Por otra parte, los desplazamiento del punto O y P, al ser
muy cercanos vienen dados respectivamente por:

00'=0 PP =0G+dd (4.18)
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Segun la Figura 4.8 se puede establecer la relacion entre los vectores diferenciales
en la configuracién deformada y no deformada, que es:

dF '—dF = dd (4.19)

En un sistema de referencia cartesiano, las componentes de este vector diferencia
vienen dadas por:

ou du ou
du ox oy oz dx
avl=| & XN (4.20)
dw ox oy oz dz

oW ow  ow

x oy a

Donde las derivadas de los desplazamientos se han definido anteriormente como gj.
En la notacion numerada correspondiente a la notacion indicial puede expresarse como:

dul ul,l u1,2 u1,3 dxl
du, p=|Uy; Uy, Uy, [qdX, (4.21)

du3 u3,1 u3,2 u3,3 dX3

En notacion vectorial e indicial, respectivamente, queda:

(4.22)

El tensor asimétrico de segundo orden § se denomina tensor gradiente de

desplazamiento y transforma el vector diferencial de longitud inicial en el vector
diferencial de desplazamiento. El tensor g puede descomponerse en un tensor
simétrico y antisimétrico, como se muestra a continuacion:

gy = U, =%(u” +uj,i)+%(ui,j —ujyi)z &+ (4.23)

Donde
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1
& _E(uliJruJ')

L (4.24)
(0” :E(uij_ jl)

El tensor &; es simétrico y tiene 6 componentes independientes; de denomina tensor
de deformacion. El tensor ay; es antisimétrico y tiene 3 componentes independientes;
se denomina tensor de rotacion. Por lo tanto, la ecuacion (4.22) puede escribirse como:

du; = g;dx; + a;dX; (4.25)
du = &dr + adr

El tensor de rotacion tiene tres términos independientes que pueden expresarse
como:

;= —€, L, (4.26)

Por lo tanto, la parte antisimétrica de la transformacion se puede expresar como el
siguiente producto vectorial que se indica en notacion indicial y vectorial:

a)ijdxj = —eijkdijk 4.27)
&dr = Oxdr '

A continuacion se demuestra que la parte antisimétrica esta asociada a un giro en el
caso de que las derivadas de los desplazamientos sean infinitesimales. Para que la
transformacdn general dada en (4.25) tenga Unicamente parte antisimétrica, se debe

cumplir que u;; =—u;; con lo cual &; =0y @; =u,;. Por lo tanto, los términos de

In
vector de rotacion € son infinitesimales y también lo es su moédulo. El vector
diferencial tras la deformacion segun las ecuaciones (4.19) y (4.25) viene dado por:

dr' =dr + Qxdr (4.28)

El cuadrado de su médulo viene dado por:

|| = dr”? = di" - di” = (dF +QxdF)-(dF + Qxdr) (4.29)
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Realizando operaciones resulta.

dr? =dr?(1+Q%sin’ 6) (4.30)

Donde &es el angulo que forman el vector Q3 y el vector dr . Por lo tanto el médulo
del vector transformado es:

dr' =drv1+Q?sin? @ (4.31)

Teniendo en cuenta que el segundo sumando de la raiz de (4.31) es un infinitésimo
se puede escribir:

dr':dr(1+%stin29] (4.32)

Dado que el segundo sumando del segundo miembro de (4.32) es un término de
segundo orden, es despreciable frente a la unidad, por lo que el médulo del vector
transformado es igual al del vector inicial. Queda asi demostrado que la parte
antisimétrica no varia el médulo del vector dr en el caso de que las componentes gj

del vector Q sean infinitésimos.

La parte simétrica de la deformacidn se analizard mediante el vector deformacion
unitaria D, que es la variacion relativa que sufre el vector diferencial de longitud
respecto a la longitud inicial como consecuencia de la deformacidn pura, por lo que:

dr'—dr dd &dr

D= T o (4.33)

Siendo v el vector unitario correspondiente a la direccion de dr queda:

D =&v (4.34)

Por lo tanto, el tensor & , denominado tensor de deformaciones, transforma el vector
unitario de una direccién en el vector deformacion de la misma como se ha visto
anteriormente en la ecuacion (4.14). En forma indicial:
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dx;

=&V,

D, = gijd_rl iVi (4.35)

Donde v son los cosenos directores correspondientes a la direccidn de dr . Por lo
tanto, la transformaciones simétrica debida al tensor de deformaciones & esta
relacionada con la deformacion pura y la transformacion antisimétrica debida al tensor
@ esta relacionada con una rotacion de solido rigido. La deformacion pura incluye
variacion de longitud de las aristas y distorsion de los angulos rectos del ortoedro
original. La componente longitudinal de la deformacidn viene dada por.

D =D-v=Dy, =gy, (4.36)
Desarrollando la expresion (4.36), la deformacion normal segun una direccion viene
dada por:

D, =V +E,VE +EVi +28,VV, +26,V,V5 + 28, VV, (4.37)
La ecuacion (4.37) es equivalente a la (4.16).

4.7. ECUACIONES DE COMPATIBILIDAD

Las 6 componenes del tensor de deformaciones que indican la deformacion pura
estan relacionados con tres componentes de desplazamiento. Para poder obtener los
desplazamientos integrando las deformaciones se deben cumplir por tanto ciertas
condiciones de integrabilidad. Estas condiciones se conocen como ecuaciones de
compatibilidad. Se pueden obtener a partir de los requerimientos de diferenciabilidad
exacta de los desplazamientos y de las rotaciones. Fisicamente, ello significa que los
desplazamientos y las rotaciones son funciones del punto y no del camino recorrido en
el proceso de integracion. La demostracion se desarrolla para el plano Oxy, pero es
analoga en el caso de tres dimensiones. Las diferenciales de las componentes de
desplazamiento en el plano Oxy en funcion de las deformaciones y de las rotaciones
pueden escribirse como:
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du=¢,dx+ (g, —Q, )dy
(4.38)
dv:(gXy +Qz)dx+gydy

En este caso existe Gnicamente una componente de rotacidn que es perpendicular al
plando y segun (4.26) viene dada por:

Para que ambas diferenciales sean exactas las derivadas cruzadas deben ser iguales.
Imponiendo esta condicion en (4.38) se obtienen las derivadas de las componentes de
rotacion, siendo:

0Q, 0&y Og,

OX ox oy (4.40)
oQ, B &ey asxy '

o ox oy

Para que la rotacidon sea diferencial exacta las derivadas cruzadas deben ser iguales.
Imponiendo esta condicion en las derivadas primeras de (4.40) resulta:

2 82 62
aayg2x " a;y =2 axjﬁx; @4

2 2

g, 0O¢
En la obtencion de la ecuacion (4.41) se ha supuesto que 5 al Y., Para que
X

3y oyox

se cumpla tal condicion las segundas derivadas de las deformaciones deben ser
continuas, segun el teorema de Schwarz. O lo que es lo mismo, deben ser continuas las
terceras derivadas de los deplazamientos. Las condiciones de compatibilidad en el
espacio se deducen de forma analoga y son:
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o, 0%, O, %, of 0g, og, Oz,

X X X

Xt — = + +
oy OX oxoy oyoz  oOx OX oy oz

0° 2 o’ o’ 0 0
oz oy oyoz oox oy\ oy oz OX
0%, 0%¢, 0%, s, 0 0gy 0s, L 064

o o Tax ooy o\ a o oax ey

4.8. GALGAS EXTENSOMETRICAS

Son dispositivos que se utilizan para la determinacion experimental de
deformaciones normales. Se trata de resistencias eléctricas que se adhieren a la
superficie de las piezas, como se muestra en la Figura 4.9. La deformacion provoca un
cambio en la resistencia de la galga, que se determina con un dispositivo eléctrico. La
variacion de resistencia esta relacionada con la deformacion de la galga, por lo que la
medida eléctrica se convierte en una medida de deformacion. La medida est4 basada
en la variacion de las dimensiones del conductor debido a la deformacion, con lo que
también cambian las propiedades eléctricas. La variacion de estas propiedades esta
calibrada con la deformacién longitudinal de la galga. Mediante las galgas sélo se
determinan deformaciones normales, por lo que es necesario utilizar disposiciones
especiales de galgas para determinar el estado de deformacion en el entorno de un
punto.

1

Figura 4.9
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Las disposiciones mas utilizadas son las compuesta por tres galgas a 45° y a 120°.
La Figura 4.10 muestra una disposicién habitual, constituida por tres galgas a 120°.

\ 200
—4— X
120°
Figura 4.10

Los cosenos y senos correspondientes a las direcciones b y ¢ son:

cos 6, __ L sing, =£
2 \Zf (4.43)
cosd, = = sing, _3
2 2
Utilizando la ecuacion (4.37) para las direcciones dadas por b y c resulta:
& =¢ 1+<9 E— ﬁ
b X 4 y 4 7xy 4 (4 44)
g =¢ 1+g E+ ﬁ
c X 4 y 4 7xy 4

Sumando y restando miembro a miembro las ecuaciones dadas en (4.44) y teniendo
en cuenta que &, =&, se obtienen &y yy:
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2(e,+6, )¢,
- 3
2
7><y :ﬁ(‘g‘c _gb)

(4.45)



5.RELACION ENTRE
TENSIONES Y
DEFORMACIONES

5.1. INTRODUCCION

El anélisis de tensiones estd basado en el equilibrio de fuerzas y no depende del
material. El andlisis de deformaciones estd basado en la descripcion del movimiento de
los puntos que componen el sélido rigido.

La relacion entre tensiones y deformaciones depende de las propiedades del material
del que se trata. En este capitulo se analizan materiales homogéneos y anisétropos. Al
ser homogéneos, las propiedades materiales son las mismas en todos los puntos del
dominio. Al ser anisétropos, las propiedades en cada punto dependen de la direccién
considerada.

Se supondra que las relaciones entre tensiones y deformaciones son lineales y que
cada componente de deformacion depende de todas las componentes de tension y
viceversa. Las condiciones de simetria materiales restringen el nimero de coeficientes
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independientes. Estas condiciones de simetria se imponen mediante condiciones de
invarianza de las transformaciones tensoriales de cuarto orden.

5.2. TERMODINAMICA DE LAS DEFORMACIONES

5.2.1 Trabajo de las fuerzas aplicadas

Si al retirar las fuerzas aplicadas a un sélido éste recupera su forma y tamafio
originales, se dice que el material que constituye el sélido es eléstico. Se supone que la
aplicacion de cargas se realiza de forma cuasiestatica y que el rozamiento interno es
despreciable, por lo que el proceso se considera reversible.

ez

Figura 5.1

Se aisla un volumen V con contorno A de un cuerpo que esta sometido a un sistema
de fuerzas y de condiciones de contorno que lo mantienen en reposo. ElI volumen

aislado est4 sometido en su interior a fuerzas por unidad de volumen F de componentes
Fi. En su contorno esta sometido a fuerzas por unidad de superficie, fuerzas ejercidas
sobre el volumen aislado por el resto del cuerpo. Estas fuerzas representan el vector

tension S asociado a cada elemento de area de contorno dA. Durante el proceso de



RELACION ENTRE TENSIONES Y DEFORMACIONES 71

carga, al incrementarse los desplazamientos du;, el trabajo realizado por las fuerzas de
volumen y de superficie es:

dW = dW, +dW, = [ Fdu,dV + [ S dudA (5.1)

Se analiza el trabajo realizado por las fuerzas por unidad de superficie. Teniendo en
cuenta la relacion entre el vector tension y las componentes del tensor de tensiones dada
en (3.15) y aplicando el teorema de la divergencia resulta:

dw, = [ S,dudA=[ ovdudA=| (odu) dv
~ 5.2
:Iv(o-”’idu‘ +oijdui'j)dv 2

Recordando que las derivadas de los desplazamientos se relacionan con las
deformaciones y las rotaciones segun (4.23) se tiene:

1 1
duiyj =§d(ui'j +ujyi)+§d(ui'j —uj'i) = dgij +da)ji (5.3)

Dado que el producto de un tensor simétrico y antisimétrico es nulo, introduciendo
los resultados obtenidos en (5.2) y (5.3) en la ecuacion (5.1) resulta:

dw =[ (X, +o,,)dudV + [ o,dz,dv (5.4)

El primer sumando de (5.4) contiene como término subintegral las ecuaciones de
equilibrio que se satisfacen en cualquier elemento de volumen, por lo que es nulo. Por
lo tanto, el trabajo realizado viene dado por:

dw = [ o,ds,dv (5.5)

El trabajo diferencial por unidad de volumen viene dado por:

dW, = o, de; (5.6)
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5.2.2 Potenciales termodinamicos y energia de deformacién

Se analiza el entorno del equilibrio termodindmico, considerando pequefias
deformaciones que se imponen en condiciones cuasiestaticas. La ecuacion de la energia
para un proceso reversible expresada por unidad de volumen puede escribirse como:

dE, =TdS, + dW, (5.7)

Siendo Eo la energia interna, T la temperatura absoluta y Se la entropia por unidad
de volumen. Siendo el proceso reversible, el sumando que representa el trabajo debe
ser también diferencial exacta. En este caso, se define la energia de deformacion por

unidad de volumen como una funcion de las deformaciones, U, =U,, (gij) como
du, =dW, = o, dg; (5.8)
Al ser diferencial exacta, debe cumplirse que:

ou
E..O = Uij (59)

U]

Teniendo en cuenta que en la ecuacion (5.7) las variables de estado son la entropia
y las deformaciones se cumple que:

OE oE
dE, =| —=2| dS,+| —2| deg; 5.10
0 (GSO l" 0 (agij l &jj (5.10)

Por lo tanto en un proceso adiabatico reversible la energia de deformacién
corresponde a la energia interna, es decir U, = E, .

La energia libre de Hemholtz por unidad de volumen se define como:
F,=E,-TS, (5.11)

Diferenciando (5.11) y sustituyendo en la ecuacion (5.7) se obtiene:
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Siendo en este caso las variables de estado la temperatura y las deformaciones. En
este caso, se puede escribir:

dFoz(%j dr +| Fo | g (5.13)
ot ), \as, )

Segun (5.13), en un proceso isotermo la energia de deformacion corresponde a la
energia libre de Helmholtz, es decir U, = F,.

Por otra parte, la entalpia por unidad de volumen se define como:
H, =E, -0y, (5.14)

Diferenciando (5.14) y reemplazando en la ecuacion (5.7) resulta.
dH, =TdS, - ¢;do; (5.15)

En este caso las variables de estado son la entropia y las tensiones. Se define el
trabajo complementario por unidad de volumen como:

dw, =&,do, (5.16)

Este término debe ser una diferencial exacta en la ecuacion (5.15). Se define la
energia de deformacion complementaria por unidad de volumen U, como una funcion

potencial de las tensiones, U, =U, (o ) siendo:
dU, =dW, =¢;do; (5.17)
Al ser diferencial exacta se debe cumplir que:

oU; _

0 _ g 5.18
2, i (5.18)
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La ecuacion (5.15) puede escribirse como:
dHoz[%j dso{%j do, 6519

Segun (5.19) en un proceso adiabético la entalpia es la energia complementaria de
deformacion cambiada de signo, es decir U, = -H,.

El potencial termodindmico de Gibbs por unidad de volumen se define como:

Diferenciado (5.20) y sustituyendo en (5.7) resulta:

En este caso las variables de estado son la temperatura y las tensiones. La ecuacién
(5.21) puede escribirse como:

= —=0 + o .
dG, = Lo | g1+ Lo | g : (5.22)
T ), i

66”

Segun (5.22), en un proceso isotermo la energia de deformacion complementaria es
el potencial de Gibbs cambiado de signo, es decir: Uy = -G, .

5.2.3 Ley de Hooke generalizada

Se supone que la energia de deformacion U, puede desarrollarse en serie alrededor
del estado de deformacion nula:

2
(Uo)g,__o +(68UOJ &jj +%{aa laJo ] &by t.-n (5.23)
" E; £.0& -
£;=0 ijY ek Jo=0

UO(gij)

1
0q=0
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En el desarrrollo en serie se desprecian los término superiores al segundo. Por
definicion, la energia de deformacion es nula en el estado indeformado es decir

U,=0=¢;=0, por lo que (Uo)gc0 =0. Por otra parte, segin (5.9) los términos

ou,
agij

representan las tensiones en el estado de deformacion nula, que se

;=0
denominarén tj. Los términos correspondientes a las segundas derivadas poseen 4
indices libres y se denominaran coeficientes de rigidez Cij. Constituyen el tensor de

rigidez de cuarto orden C . Al ser Uy diferencial exacta, las derivadas cruzadas son
iguales por lo que se cumple que C, =C,;. La energia de deformacion puede
escribirse como:

U, =t.&; +%Cijk,5ijgk, (5.24)

ij &ij
Derivando respecto a las deformaciones se obtienen las tensiones, que son:

ouU 1
Oj = 88-0 =t +E(Cijklgkl +Chij€a) (5.25)

ij

Debido a la simetria de los coeficientes de rigidez, la ecuacion (5.25) queda:
o; =t + Cijklgkl (5.26)

De manera analoga al desarrollo anterior, se supone que la energia complementaria
U, puede desarrollarse en serie alrededor del estado de tension nula. Considerando
despreciables los términos superiores a segundo orden, resulta:

oyt T——=— 00 + ... (5.27)

Ny ou; 1[ o,
u:O 2 ﬁcijaO'H o-iji%

80'"-

ojj=

Por definicion, la energia de deformacion complementaria es nula cuando la tension

es nula, es decir Uy =0=> o, =0, por lo que (U, ) , =0. Por otra parte, segtin (5.18)

ij
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*

A oU . .
los términos [6 0 representan las deformaciones en el estado de tension nula, que
aij:O

opt

se denominarén ejj. Los términos correspondientes a las segundas derivadas son los
coeficientes de flexibilidad que se denominaran Si.. Constituyen el tensor de cuarto

orden S .Al ser U, diferencial exacta, las derivadas cruzadas son iguales por lo que se

cumple que Sy, =S,; . La energia complementaria puede expresarse como:
* 1
U, = g0 +Esijklaijakl (5.28)

Derivando (5.28) respecto a las tensiones, se obtienen las deformaciones que son:

*

— aUO
! 00;;

1
=€ +E(Sijkl O + S4ij0u) (5.29)

Debido a la simetria del tensor de flexibilidad, la ecuacion (5.29) queda:

& =6 + Sijklo-kl (5.30)

Las ecuaciones (5.26) y (5.30) representan las relaciones tension-deformacion, que
son lineales. Cuando las tensiones son nulas, las deformaciones son las deformaciones
iniciales iniciales ej. Las tensiones iniciales se obtienen de la ecuacion (5.26):

Oy = 0= Em =6 = 1:kl = _Cklmnemn (531)

Cuando las deformaciones son nulas, las tensiones son las tensiones iniciales t;;. Las
deformaciones iniciales se se obtienen de la ecuacion (5.30):

& =0= 0y =t; =& =Sty (5.32)
Sustituyendo (5.31) en (5.32) resulta:
& = SijkICkImnemn (5.33)
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Segun (5.33) se debe cumplir:

5.5 (5.34)

SijkICkImn = %m%in
De acuerdo con la ecuacion (5.34) los tensores de flexibilidad y de rigidez son
inversos.

5.3. EXPRESIONES MATRICIALES DE LA LEY DE HOOKE

En el presente apartado, no se tienen en cuenta las deformaciones y tensiones
iniciales. La relacion general entre tensiones y deformaciones viene entonces dada por:

o. = Cijkl &y (535)

ij
Dado que los tensores de tensiones y deformaciones son simétricos se cumple:

0 =05 = Cyy =Cjy (5.36)
&g =& = Cyjy =Cjiy

Debido a las simetrias sélo existen 21 constantes elasticas independientes. Sin
embargo, cuando se utilice la transformacion tensorial correspondiente al tensor de
cuarto orden Ciju es necesario en general sustituir los 81 coeficientes. La relacion
matricial completa que incluye todos los coeficientes viene dada por:

Ou Cin Cuzn Cusm Cuxm Cusm Cup Cup Cuws Cun || én
O Cou Cum Com Cum Com Cup Cousr Chs Cop || &2
O33 Can Caw Cas Cas Casn Can Casy Canz Cagnn || €
O Cau Cun Cum Cum Cum Cup Cus Cuiw Cop || 62 (5 . 37)
05 =Cun Cazn Cauzm Cazm Cam Cun Cam Cas Can [{6a
O Con Cupm Cuss Cizs Cusi Conn Cum Cis Cig || 61
O3 Cou Cam Cam Cam Comi Cop Cam Caong Co || 3
O3 Cunn Cipm Cus Cias Cust Cigy Ciy Ciaig Cign || 60
on) [Cun Cun Cum Cuxm Cuu Coun Cun Couun Cunlén

Es interesante advertir en que para cada componente de tensién se suman dos
términos tangenciales iguales, como por ejemplo:
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Op =.o.+Cprpéy +Chrppi +...=... +2C 58, +...

Debido a las simetrias especificadas en (5.36) se puede escribir:

1111

2211

3311

2311

3111

|
OO0 0000

L 1211

La forma matricial anterior no es

1122

2222

3322

2322

3122

OO0 0000

1222

1133

2233

3333

2333

3133

OO0 0000

1233

2C1123
202223
2C3323
2(:2323
2C3123
2C1223

2C1131
2C2231
2C333l
2(:2331
2C313l
2ClZSl

2C:1112
2(:2212
2C3312
2C2312
2('\’3112

2C1212 i

(5.38)

(5.39)

simétrica. Considerando los 6 términos

independientes de tensiones y deformaciones, (5.39) puede expresarse de forma
simétrica utilizando las deformaciones angulares »; como:

Ou Cin
O Cons
O3 _ Caan
T Con
T3 Can
712 _C1211

1122

2222

3322

2322

3122

OO0 0000

1222

1133

2233

3333

2333

3133

OO0 0000

1233

1123

2223

3323

2323

3123

OO0 0000

1223

O

1131

2231

3331

2331

O 0O 00

3131

O

1231

1112

2212

3312

2312

3112

OO0 0000

1212

(5.40)

De esta forma, la matriz 9x9 simétrica de (5.37) se reduce a una matriz 6x6 simétrica
en (5.40). Las parejas de indices se contraen de la siguiente forma:

111
222
33->3

23(32) — 4

31(13) »5

12(21) > 6

Entonces, la ecuacion (5.40) puede expresarse como:
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N
[

w
-

o
-

0O00000

N
N

w
N

o1
)

0O00000

C14 C15
Co Cyp
C34 CSS
C44 C45
C54 C55
C64 C65
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(5.41)

La relacién general en funcién de los coeficientes de flexibilidad viene dada por:

I N
@ N
= =
= =
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2122

1133

w N
@ N
@ @
@ @

2333

1233

[
N
@
@

1333
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=
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(5.42)

Como en el caso de los coeficientes de rigidez, existen términos repetidos

relacionados con las compontentes tangenciales:

Epg = oot S,50,01, + 500010 +...=...+2S,5,0,, +...

Por lo tanto, puede escribirse:

1122

2222

3322

2322

3122

wn »mw ;v v nu wm

1222

1133

2233

3333

2333

3133

wn »mw »mw umu v wm

1233

2 S1123
2 S2223
2 S3323
2 S2323
2 S3123
2 S1223

281131
282231
283331
282331
283131
28ZL231

Para expresar la ecuacion (5.44) en funcion de

multiplican las tres Gltimas ecuaciones

coeficientes simétrica;

251112
282212
283312
282313
283112
281212

(5.43)

(5.44)

las deformaciones p;j, se

por 2, con lo que queda una matriz de
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& & Sin Siiz Suzs 25y 254y 25, ||ow
€ & Spon Spm  Swm 2503 2343 25y || 0
€33 &3 Sy Syz Sy 25s3 23y, 255, || 0

=17l (5.45)
7/23 7/4 2823111 282322 282333 482323 482331 482313 T23

Va1 Vs 2841 283 2533 A4Sip 4Sim ASup || Tw
Y12 V) | 28211 2S5 2853 A4Sy 4Spm ASun || 7w

En nomenclatura de 2 subindices los coeficientes de flexibilidad S; vienen dados
por:

& & Su S S Sy S Sy ||o
& & Su Sp Si Sy Sy Sy |0
3| _J&|_ Ssi S; Sy Sy Sy Sx||os (5.46)
Va3 Va S Sz Sis Su S S ||Ta
Va1 Vs Ssi Ss Sss Ss Ses Sge || T
Y12 7s) [Set Sez Ses Ses Ses Ses ] (7

Respecto a la nomenclatura, resulta curioso que los coeficientes de rigidez
(stiffness) se designen utilizando la letra C y los coeficientes de flexibilidad
(compliance) se denoten mediante la letra S.

5.4. CONDICIONES DE SIMETRIA

5.4.1 Simetria monoclinica

Cuando existen planos de simetria material, es decir, aquellos en los cuales los
puntos homdlogos respecto a un plano tienen las mismas propiedades, algunos de los
coeficientes se anulan. La demostracion de la nulidad de los coeficientes esta
relacionada con la invarianza de las propiedades respecto a rotaciones o inversiones de
los sistemas de referencia.

En el caso de que exista un plano de simetria material, se dice que la simetria es
monoclinica y el nimero de coeficientes independientes es de 13. Para demostrarlo, se
supone que el plano 12 es plano de simetria. Por lo tanto los coeficientes elasticos no
deben modificarse por una inversion del eje 3, es decir, rotando este eje 180° y
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manteniendo los ejes 1 y 2. Se debe cumplir C, . =Cy, . Los cosenos directores

correspondientes a la inversion son:

aivj 1 2 3
1 1 0 0
2’ 0 1 0
3’ 0 0 -1

La transformacion tensorial de cuarto orden viene dada por:
Cijner = @48, 3, Cyig (5.47)
Para que los sumandos de (5.47) no sean nulos, se debe cumplir que
i'=i j’=j k'=k I'=I

Por otra parte los coeficientes donde no aparece el indice 3 o0 donde éste aparece dos
0 cuatro veces permanecen inalterados. Por ejemplo:

C1'1'2'1' =85, 848y, a1'1C1121 = C:1121

(5.48)
C2'3'3'1' =8y, 835385, a1'1C233l = C2331

En estos casos la condicion de simetria se satisface indénticamente. En los casos en
que el indice 3 aparece una o tres veces el coeficiente correspondiente cambia de signo
tras la transformacion, por lo que debe ser nulo. Por ejemplo:

C1'1'3'1' =a,,8,,85, a1'1C1131 = _C1131 = C1131 = C1131 =0

(5.49)
C3'3‘3'1' =8338359; a1'1C3331 = _C3331 = C3331 = C3331 =0

En consecuencia, los coeficientes que contienen uno o tres 3 como subindice son
nulos, como se indica a continuacion.
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C1111
C2211

C3311

C1122

C2222

C3322

C1133
C2233

C3333

Segun la notacion de (5.41), la relacion tension-deformacion en funcion de los
coeficientes de rigidez y de flexibilidad respectivamente es:

5.4.2 Ortotropia

Cu Cp
Ca Cy
Cy Gy
0 O
0 0
Cei Co
Su Sp
S Sz
Sat S
0 O
0 O
Ser S

Cs

O

26

o O O O o

866_

(5.50)

(5.51)

Cuando el sistema tiene dos planos de simetria material se dice que es ortétropo.
Suponiendo que el plano de simetria es el 23, los coeficientes elasticos no deben
modificarse por una inversion del eje 1. Los cosenos directores de la transformacion

vienen dados por:
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ayj 1 2 3
1 -1 0 0
2’ 0 1 0
3’ 0 0 1

Por un razonamiento anélogo al caso de la simetria monoclinica, en este caso son
nulos los coeficientes que contienen el subindice 1 una o tres veces, como se indica a
continuacion.

Cinu Cup Cups O 0 C.p

Chiu Cup Cuww O 0 C,,

Cuu Cap Cops O 0 Cgp
0 0 0 Cupy Cuy O
0 0 0 Cup Gy O

—r s

L Clle C1222 C1233 0 0 C1212 i

Si se considerara la simetria respecto al plano 13 habria que considerar una inversion
del eje 2. En este caso los coeficientes con uno o tres 2 como subindice serian nulos.
Puede observarse que todos estos coeficientes son ya nulos debido a que los planos 12
y 23 son planos de simetria. En consecuencia, el que dos planos sean de simetria
material implica que el tercero también lo sea. Los 3 planos de simetria son
denominados planos principales de ortotropia del material. Como puede apreciarse, en
este caso el nimero de constantes independientes es de 9. La relacion entre tensiones y
deformaciones expresada en funcion de los coeficientes de rigidez y de los coeficientes
de flexibilidad, es respectivamente:
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0, Ch C, Cy3 O 0 0 |l&

! Ch, Cp C 0 0 0 |lg

Ol _ Cs Cpy Cy O 0 0 & (5.52)
7, o o0 o0 ¢C, 0 0 ||y

7. 0 0 0 0 Cgp O ||y

) [0 0 0 0 0 Cgullr

&] [Su Sy s 0 0 0 (e

& Sp Sp S 0 0 0|0

&3 _ St S Sy 0 0 0 || (5.53)
Va o o o §, 0 O]z

Vs 0 0 O Ses 0 || 7

%) L0 0 0 0 0 S|z

Se deben realizar tres importantes observaciones respecto a las relaciones tension-
deformacion:

1.- No existe interaccion entre las tensiones normales o, oo y oz y las
deformaciones tangenciales s, j5, 7%, es decir, las tensiones normales que actuan a lo
largo de las direcciones principales del material producen Unicamente deformaciones
normales.

2.- No existe interaccion entre las tensiones cortantes z, =y % Yy las deformaciones
normales &1, & Y &; es decir, las tensiones normales que acttan en los planos principales
del material producen Unicamente deformaciones angulares.

3.- No existe interaccidn entre las tensiones y las deformaciones tangenciales en los
diferentes planos; es decir, las tensiones cortantes que actGan en un plano principal
producen deformaciones tangenciales Unicamente en ese plano.

5.4.3 Isotropia transversal

Un material es denominado transversalmente isétropo cuando uno de sus planos
principales es un plano de isotropia, es decir, existe un plano en el cual las propiedades
mecanicas son las mismas en todas las direcciones del plano. Los composites
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unidireccionales con altos contenidos en fibra pueden ser considerados
transversalmente is6tropos, con el plano 2-3 como plano de isotropia cuando la fibra
esta orientada segun 1. En esta situacion, las propiedades no deben cambiar en cualquier
rotacion respecto al eje 1, como se muestra en la Figura 5.2.

Figura 5.2

La tabla de cosenos directores en este caso viene dada por:

aij 1 2 3
1 1 0 0
2’ 0 | m
3’ 0 -m |
Siendo | = cos@ , m = sené. Los coeficientes elasticos no nulos se indican a

continuacion en notacion tensorial.

Cun Cu122, Coo11 C2323, Ca332, Caz3, Caz32
Co2 Cu133, Caain Cauat, Cai13, Cisst, Ci313
Caazs C2233, Ca322 C1212, C1221, Co112, Co121

Observando la tabla de cosenos directores, los sumandos que contengan cosenos
directores con indices 1’2, 1’3, 2’1, 3’1 son nulos. Los sumandos pueden desarrollarse
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observando los coeficientes no nulos indicados anterormente. En la tabla de
componentes tensoriales no nulas Unicamente son nueve los coeficientes distintos.
Analizando los distintos coeficientes se obtiene:

Cryrr = g 834834334 Cpq90 = Cpypy (5.54)
Es decir,(5.54) se satisface idénticamente.
C1'1'2'2' =884, a2'2C1122 +8,,8,,8,4 a2'3C1133 = m2C1122 + n2C1133 = anz (5-55)

Por lo tanto, de (5.55) se obtiene que C,,,, =C,,;;. Se puede comprobar que se

obtiene el mismo resultado mediante la transformacion de Cii3s. La transformacion para
Coaz €5t

C2'2‘2‘2' = a'2'2 aZ'Z a'2'2 aZ'ZCZZZZ + a'2'2 a2'2 a2'3 a‘2'3C2233 + a'2'3 a2'3 a'2'2 a2'2C3322
+a2'3 a2'3 a2'3 a2'3c3333 + aZ'Z a'2'3 a2'2 a2'3C2323 + aZ'Z a2'3 a'2'3 a2'2C2332 (556)
+a2'3 a2'2 a2'2 a2'3(:3223 + a2'3 aZ'Z a2'3 a2'2C3232
Sustituyendo los cosenos directores queda:
1C,,,, + 21°m°C,,,, + m*C,,., +41°m°C,,,. =C (5.57)
2222 2233 3333 2323 2222 )
La transformacion para Cazss €S:
C2'2'3'3' = a‘2'2 a2'2 a3'2 a3'2C2222 + a2'2 a2'2 a3'3 a3'3C2233 + a2'3 a2'3 a3'2 a3'2(:3322
+a2'3 a2'3 a3'3 a3'3C3333 + a'2'2 a2'3 a3'2 a3'3C2323 + a‘2'2 a‘2'3 a3'3 a3'2(:2332 (558)
+a2'3 a'2'2 a3'2 a3'3C3223 + a2'3 a‘2'2 a3'3 a'3'2(:3232
Sustituyendo los cosenos directores en (5.58) queda:
2,2 4 4 2.~n2 2,2
12M°C,p, + (1 +M*) Cppy +1°M*Cygy = 4*M?Cpppg = C oy (5.59)

Sumando (5.57) y (5.59) resulta:

(I +17m? =1)Cyppy +(21°m* +1* + m* =1) Cppy +(M* +1°M? ) Cppy =0 (5.60)
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Teniendo en cuenta (m2 + nz)2 =1 resulta Cyypy = Cagas.

La transformacién de Cysps €s:

C2'3'2'3' = a2'2 a3'2 a2'2 a3'2C2222 + a2'2 a3'2 a2‘3 a3'3C2233 + a2'3 a3'3 a2'2 a3'2c3322
+a2'3 a3'3 a2'3 a3'3C3333 + aZ'Z a3'3 a2‘2 a3'3C2323 + a2'2 a3‘3 a2'3 a3'2C2332
+a2'3 a3'2 a2'2 a3'3C3223 + a2'3 a3'2 a2'3 a3'2C3232

Sustituyendo los cosenos directores y la condicion anterior se obtiene:

2,72 22 4 4 2~2
21°M°C,yp, — 21°M*Cpy + (1 +M* = 21°M? )y = Cp

C2222 — C2233

De (5.62) resulta C,;,0 = >

La transformacion para Cais; €S:
C3‘1'3'l' = a3'3 al‘l a3'3 a’l'lC3131 + a3'2 a1'1 a3'2 a1'1C2121
Sustituyendo los cosenos directores (5.63) se convierte en:
|2C3131 + m2C1212 =Cyy

De (5.64) se obtiene: C,,;, =C,

87

(5.61)

(5.62)

(5.63)

(5.64)

Debido a las cuatro condiciones resaltadas anteriormente, un material is6tropo

C12 = C13

sz = C33
C,-C

Cu 22 - 23

transversal tiene 5 constantes elasticas independientes. Agrupando los resultados
obtenidos y utilizando la notacion de dos indices queda:

(5.65)
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Por lo tanto, las relaciones tension-deformacion para un material is6tropo
transversal en funcion de los coeficientes de rigidez y de flexibilidad son,

respectivamente:

0 _Cll
0, Cp
o _|Cp
7, 10
7, 0
) |0
&) [Su
& Siz
3| _ Si,
V4 0
Vs
Ye) L

5.4.4 lIsotropia

(92

12

wn

22

w

23

O

12

O

23

O

22

o O O o o

(5.66)

(5.67)

Si se supone que las propiedades tampoco varian respecto a una rotacion del eje 3
como se muestra en la Figura 5.3, la matriz de cosenos directores es:

ai’j 1 2 3
1 m n 0
2’ -n m 0
3’ 0 0 1
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Figura 5.3

Los coeficientes no nulos a considerar son los del caso anterior, teniendo en cuenta
las condiciones dadas en (5.65).

Cun Cu122, Coo11 C2323, Ca332, Ca223, Ca232

Co2 Cu133, Ca311 Cauat, Ca113, Cisst, C1313

Caazs Ca233, Caan C1212, C1221, Co112, Co121
Por lo tanto:

Cl'l'l'l' = al'l al'l al'l ai'lcllll + al'l ai'l a1'2 a:I.'2C21122 + a1'2 a1'2 aTl a1'1('\’2211
+a1'2 a1'2 a1'2 a1'2C2222 + al'l a1'2 al'l a2I.‘2C1212 + al'l a1'2 a1'2 a1'1C1221 (568)
+a1'2 afI.'l ai'l a1I.'2(:2112 + a1'2 ai'l a1'2 aZI.'l(:2121

Sustituyendo los cosenos directores en (5.68) queda:
C,ypp =M*Cpy, +2mM°n*C ., +0°C,,,, +4m*n°C,,, (5.69)

Analizando la transformacion de Caz2;:
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C2'2'2'2' = a2'1 a2'1 a2'1 a2'1cllll + a2'1 aZ'l a2'1 a2'2(:1122 + a2'2 a2'2 a2'1 a2‘1C:2211
+a2'2 a'2'2 a'2'2 a2'202222 + a'2'1 a'2'2 a'2'1 aZ'ZCZlZlZ + a2'1 a'2'2 a2'2 a'2'1C1221 (570)
+a’2'2 aZ'l aZ'l a2'2('\’2112 + a’Z'Z aZ'l a’Z'Z a2'1('\’2121
Sustituyendo los cosenos directores en (5.70) queda:

C,ppy =N'Cpyyy +2M?*n°C,,, + M*C,,,, +4m°n’C ,, (5.71)

Restando miembro a miembro las ecuaciones (5.69) y (5.71) e imponiendo las
condiciones de simetria resulta:

Cii =Cop (5.72)
Sustituyendo en (5.71) resulta:

_ C1111 — C1122

C1212 = 2
La transformacion que corresponde al coeficiente Cy122 €s:

C1'1'2'2' = al'l ai'l a2'1 aZ'lcllll + al'l ai‘l a2'2 a2'2C1122 + al'Z al'Z a2'1 a'2'1C2211

+a1‘2 a1‘2 aZ'Z a’2'2C2222 + al'l a1'2 aZ'l a2‘2C1212 + al'l a1'2 a2'2 a2'1C1221 (573)

+a1'2 a’l’l a'2'1 a‘2'202112 + a1'2 aTl a'2'2 a‘2‘102121
Sustituyendo los cosenos directores en (5.73) resulta:

C1'1'2'2' = m2n2C1111 + (m4 + n4)C1122 + m2n2C2222 _4m2n2C1212
La transformacion que corresponde al coeficiente Cyi33 €s:
C1'1'3‘3' = al'l aTl a3‘3 a3'3C1133 + a1‘2 a1'2 a3'3 a3'3C2233 (574)

Sustituyendo los cosenos directores en (5.74) queda:

2 2
Cl'l'3'3' =m C1133 +n C2233 = C1133
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Por lo que:
Ciiss =Cass (5.75)

Las condiciones adicionales que deben cumplir los coeficientes de rigidez de un
material is6tropo y que se han resaltado anteriormente, en notacion de dos subindices
son:

C.=Cy
Ci3=Cy (5.76)
Cc,-C
C. =" v
66 2

Debido a las tres nuevas condiciones, Unicamente existen dos constantes elasticas
independientes. Las relaciones tensién-deformacidn se reducen a:

0 Cy C, Cp 0 0 0 | &

0, C, Cy Cp 0 0 0 &

o3| |G Cn Cy 0 0 0 &

(2 |0 0 0 %(Cll_clz) 0 0 Va

T 0 0 O 0 %(C11 -C, ) 0 s

T, 10 0 0 0 0 %(Cu -C, )_ Vs
(5.77)

De acuerdo con (5.77), debido a la isotropia transversal respecto a dos planos los
subindices 1, 2 y 3 de las constantes elasticas son intercambiables. Por lo tanto, un
material is6tropo se caracteriza Unicamente por dos constantes independientes, Ci1 y
C12. En términos de los coeficientes de flexibilidad queda:

0, Su Sp Sy 0 0 0 &
F! S Sy Sy 0 0 0 &
O3 _ S S Sy 0 0 0 &3 (5.78)
7, 0 0 O 2(511 _812) 0 0 Va
7. 0 0 O 0 2 ( S-S, ) 0 s
T, 10 0 0 0 0 Z(SM -S, )_ Vs
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5.5. RELACION ENTRE CONSTANTES MATEMATICAS E
INGENIERILES

Las relaciones tension-deformacion discutidas anteriormente adquieren mayor
siginificado fisico cuando se expresan en términos de constantes ingenieriles
familiares, es decir, modulos y coeficientes de Poisson. Las relaciones entre las
constantes matemaéticas y las ingenieriles se obtienen mediante experimentos
elementales imaginarios. Se considera un material reforzado con fibra larga, donde la
direccion 1 es la direccion de la fibra, como se muestra en la Figura 5.4 . Este material
es ortotropo.

A\ 3T

2, T

Figura 5.4

Si el material es sometido a una carga uniaxial en la direccion 1, se tiene segln
(5.53):

& =95,0, g, =S,0 &, =S50
1 1171 2 12~1 3 13~1 (579)
Ya=Vs=Vs=0
Por otra parte, seguin la nomenclatura habitual en ingenieria, se tiene:
0, Vi Vi
== &y =Vp&E =720, E3="Vpé =—— 0
= E, E, (5.80)

7427527620
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El primer y segundo subindice del coeficiente de Poisson indican las direcciones de
tensién y deformacion respectivamente. Comparando (5.79) y (5.80) se obtiene:

1 1% 1%
S == g =212 g __ Y
11 El 12 El 13 El

Si un elemento de material es sometido a una carga uniaxial en la direccion 2,
comparando las deformaciones obtenidas en (5.53) y la notacion ingenieril se obtiene:

|4 O Vv
g=8,0,=—20c g =S,0,=—% &=S,0,=—20c
1 12~°2 E2 2 1 222 E2 3 2372 E2 2 (581)
Ya=V¥5=76=0
Por comparacion, de (5.81) se obtienen las relaciones:
1% 1 1%
512__£1 822:_1 8132_ 2
E2 EZ E2
Aplicando la carga en la direccién 3 se tiene:
V. |2 O.
g=S,0,=—20 g,=S5,.0,=—2c &,=S,0,=—2
1 13%'3 E3 3 2 23%3 E3 3 3 3373 E3 (582)
Va=Vs=Vs=0
De (5.82) se obtienen las relaciones:
V. V. 1
Sy =— 2, Sy =2, S =
ES E3 E3

Si se considera la tension z del plano 1-2, segun la ecuacion (5.53) y la notacion
ingenieril:

T
&=6=6=y,=ys=0 Ve = SesTs :G—G (5.83)

12

De (5.83) se obtiene:
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1

S. =
66 Glz

Si se considera la tension cortante z del plano 2-3:

T
&=6=6=y,=)s=0 Va=Suls ==+ (5.84)
23
De (5.84) se obtiene:
1
Su :G_
23
Finalmente, considerando la tensién cortante z en el plano 1-3:
7.
£ =6,=6=),=)s=0 Vs = SesTs =G—5 (5.85)

13

de donde se obtiene:

Teniendo en cuenta la ecuacién (5.53) y los resultados obtenidos en la presente
seccion, las relaciones tensidn-deformacion pueden ser expresadas mediante las
constanes ingenieriles como sigue:
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S T
El EZ E3
e 1 Ve 0 0 0
& E, E, E3 o,
Bl M e Lo g g ||
53 — El EZ E3 O-3 (5 86)
Va o o0 o X o oll™
Vs st Ts
Ve 0 0 0o o L o |l%
Gl3
0 0 0O 0 0 Gi
L 12

Debido a la simetria de la matriz de flexibilidad, se concluye que:

Vip _ Vo Vis _Va
E, E En Es

y en general:

ﬁ:ﬂ(i,j:L 2,3)
E, E.

i i

Como puede apreciarse, las relaciones entre los coeficientes de flexibilidad y las
constantes ingenieriles son simples. Sin embargo, las relaciones entre los coeficientes
de rigidez son mas complicadas. Para obtenerlas, es necesario invertir la matriz de
flexibilidad y expresar las rigideces en funcion de las flexibilidades como sigue:

Q2 Q2 Q2
Cll:SZZS33 S23 C S33Sll S13 C _811822 S12

S 22 S 33 S
$1385 — S15 S125: — S5 S15553 — S13S
C12: 13 ZSS 12+~33 C23= 12 13S 23%11 C13= 12 23S 13%~22
1 1 1
Cy=——Co=—,Cop=—
44 " 55 855 66 866
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Donde:

(92]

22 23

w

Il
w 0 u»

=

()

w

Sustituyendo las relaciones entre S y las constantes ingenieriles, se obtine:

= 1-voysva C,y = 1-vigva Cyy = 1-vipvy
E,E,A E,E,A E,E,A

Cp,= Vo tVaiVas _ Viz T VigVs
E,E,A E,E,A

Cpy = Var T VioVa1 _ Vas +VoiVig
E,E,A E,E,A

_ViatVipVas _ Vot VoV
B EEA E,E.A

C44 = Gz3’ C55 = 6131 Cee = G12
Donde:

1 1 —Va Vi
= Vi 1 — V3
E.E,Es
— - 1
Viz1 Va3

En el caso de un material transversalmente isétropo, siendo 2-3 el plano de isotropia
se tiene:

E,=E; Gy, =Gp3 Vip =Vi3

5.6. MATERIAL ORTOTROPO BAJO TENSION PLANA

En muchas aplicaciones estructurales los materiales composites son utilizados en
forma de laminados cargados en el plano del laminado. Entonces, los laminados
composites pueden ser considerados en condiciones de tension plana, siendo nulos
todas los componentes de tension en la direccion perpendicular al plano, es decir:



RELACION ENTRE TENSIONES Y DEFORMACIONES 97
o,=0 Ty3=7,=0 Ty =75 =0

Las relaciones tension-deformacion se reduce a:

01 Ch Cp C3 O 0 0 ([&
< C, Cp Cyx O 0 0 |l&
0 _ Ci Cpy C; 0 0 0 |le (5.87)
0 0 0 0 C4 O 0 ||y
0 0 0 0 0 Cx O ||y
) |0 0 0 0 0 Cgllrs
Considerando (5.87) en forma expandida, resultan las siguientes ecuaciones:
0, =Cpé +Cpé, +Ciaé;
0, =Cp6 +Cp8; +Ciiéy
0=Cz6, +Cpe, +Cyaey (5.88)
7a=75=0
s =Ces7s
Eliminando &3 de la ecuacion (5.88) se obtiene:
0= (Cn _M] &+ (Clz _M] & =Qu& +Qp8,
C33 C33
C,C C,C
o, = LCH -8 ja‘l + [sz —MJ &, =Qpe +Q,,8, (5.89)
C33 C33

7o = Cee¥s = Qoo7s
En forma matricial, (5.89) queda:

O Qi Qo 0 ||
o,=1Qn Qn 0 K& (5.90)

Ts 0 0 Qe |76

0, en forma abreviada:
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{0'}1,2 = [Q]l,z{g}l,z

donde las componentes de la matriz de rigidez reducida son:

_ Ci3Cj3

=C, ij=126
Q'J ij C33 J

La relacion inversa se escribe:

0, en forma abreviada:

{5}1,2 = [S ]1,2 {0'}1,2

(5.91)

Por lo tanto, la relacion tension-deformacion para una lamina ortotrépa bajo tension
plana puede ser expresada en términos de cuatro constantes independientes Gnicamente;
las rigideces reducidas Qi1, Qi2, Q12, Qes 0 las flexibilidades Si1, Si2, S22, Ses. ES de
destacar que mientras los coeficientes de rigidez varian debido al estado de tensién

plana, los coeficientes de flexibilidad permanecen incambiados.



6.COMPORTAMIENTO
ELASTICO DE UNA
LAMINA
UNIDIRECCIONAL

6.1. INTRODUCCION

Las relaciones entre tensiones y deformaciones obtenidas en el caso de un un
material ortétropo se aplican al caso de una lamina unidireccional, cuando la fibra esta
orientada en una direccidn determinada. Se consideran las transformaciones que sufren
las constantes el&sticas segun la orientacion de la fibra, es decir, cuando se considera
una rotacién respecto a un eje perpendicular al plano de la lamina.
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6.2. TRANSFORMACION DE TENSIONES Y DEFORMACIONES

Se considera una lamina ortétropa unidireccional en la que se realiza una rotacion
horaria respecto al eje 3, que coincide con el eje z, para pasar a los ejes xy, como se
muestra en la Figura 6.1.

o
ﬂ Sy [% 6= T12

o1

=]

Figura 6.1

La transformacion de tensiones se puede obtener directamente aplicando la ecuacién
(2.49) correspondiente a un giro horario, siendo:

ol [P m 0 0 0 -2Im]{q
o,/ |m> I 0 0 0 2m ||o,
o0 0 10 0 0 |lo 6.1
7, 0 0 0 I m o0 |l
| 1o 0 0 -m 1 0 ||z
) [Im -Im 0 0 0 I*-m?*]|7,

Los subindices de las componentes tangenciales indican q = yz, r = zx, s = xy. En
forma abreviada, puede escribirse.
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{O-}Oxyz = [Tfﬁ ] {0-}0123 (6'2)

Considerando positivo el giro antihorario 6, la matriz [ng] representa la

transformacion correspondiente al giro horario. La transformacion inversa de (6.1) se
obtiene reemplazando —@ por 6, siendo:

ol [P m 00 0 2m |fo

o, m> 1> 00 0 -2m ||o

o
Ty | _ 0 0 1 0 O 0 2 (63)

o[ ]o o o1 -m o ||

(2 0 0O 0 m | 0 T,

%) [-Im Im 0 0 0 [I*P-m?]|7,

O en forma abreviada:

{0}0123 = [Tﬂ]{a}om (6.4)

En el caso de las deformaciones, la transformacion es la misma que en (6.1):

&, 2 m*> 0 0 0 -2m]l[g
&l [m> 1> 0 0 0 2m |lg
&(_|0 0 1 0 0 0 |]g (65)
£, 0 0 0 I m 0 |l&
g, 0 0 0 -m | 0 |l&
&) [Im —-lm 0 0 0 IP-m?||&

Las relaciones tension-deformacion estan dadas en funcion de las deformaciones
angulares ;. Modificando las dos primeras ecuaciones de la expresion matricial (6.5)

teniendo en cuenta que =% y multiplicando miembro a miembro por 2 la tercera,

cuarta y quinta ecuaciones del sistema dado en (6.5) resulta:
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&y > m* 0 0 0 -Im |[g
&, m> 1> 0 0 0 Im ||&
&l |0 0 1 0 O 0 & 6.6)
Y4 0O 0 0 I m 0 ||z '
Y 0 0 0 -m | 0 Vs
) [2m -2Im 0 0 O I>-m*](%
Observando la matriz de transformacion de (6.4) :
t
{S}Oxyz = [Tﬁ] {8}0123 (6.7)
La transformacion inversa corresponde al angulo 6y es:
g [ 1?7 m 0 o0 Im (e,
& m> 1> 0 0 —Im ||&,
&l | 0 0 1.0 O 0 &, 6.9)
Va 0 0 0 I -m 0 |[|7 '
Vs 0 0 0 m | 0 Ve
%) [-2Im 2Im 0 0 O [IP-m*]||7
Que en forma abreviada queda:
t
{8}0123 = [Tfﬁ] {S}Oxyz (6'9)

Para un material ortdtropo, la relacion entre tensiones y deformaciones en funcién
de los coeficientes de rigidez viene dada en (5.52) y puede escribirse en forma
abreviada como:

{0-}0123 = [C]OlZS {8}0123 (610)

En los ejes rotados la relacion viene dada por:

{G}Oxyz = [C]Oxyz {8}Oxyz (611)
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Premultiplicando la ecuacién (6.10) por [Tfe] y considerando las ecuaciones (6.2)

y (6.9) resulta:
{0 o =[To][Closa[To] {e) o, (6.12)
Comparando las ecuaciones (6.11) y (6.12) se obtiene:
[Cloe =[To][Closs[T] (6.13)

Considerando la matriz de rigidez dada en (5.52) y realizando los productos
matriciales de (6.13):

Oy Cxx ny sz st &y
O-Y CXY ny CyZ 0 0 Cys gy
o, sz Cyz sz 0 0 Czs &,
= (6.14)
[ |0 0 0 C, C, 0]y
7, 0o 0 0 C, C, 0]y
Ts st Cys Czs 0 0 Css Vs

Donde los coeficientes de rigidez modificados vienen dados por:
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C, =C,l*+2C,I’m* + C,,m* +4C|*m?
C, =Cpyl’m* +Cy, (I + m*) + C,,)*m? — 4C,, ) *m?
C, =C,l*+C,m?
C, =Cyl’'m+Cy, (Im* = 1°m) = C,lm° + 2C, (Im* — I°m)
C,, =C,m* +2C,I’m* + C,,I* + 4C;I’m’
C, = C,;m? +C,l°

C,; =CyIm®+C,, (I'm=1Im*) = C,1°m + 2C; (I°m — Im° ) (6.15)

2
_ 2an2 22 2A2 2 2
C,, =Cyl"m? = 2C,,I’m* + C,,I’m? + Cyy (1* - m?)

En el caso de los coeficientes de flexibilidad, la relacion entre tensiones y

deformaciones en los ejes principales de ortotropia viene dada en (5.53) y puede
escribirse en forma abreviada como:

{8}0123 = [8]0123 {0}0123 (6.16)

En los ejes rotados la relacién viene dada por:
{S}Oxyz = [S]Oxyz {G}Oxyz (617)

Premultiplicando la ecuacion (6.16) por [Tg ]t y considerando las ecuaciones (6.7) y
(6.4) resulta.

(o =[To] [l [T (o (6.18)

Comparando las ecuaciones (6.17) y (6.18) resulta:
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[S ]Oxyz = [TH ]t [S ]0123 [T6’ ] (6'19)

Las relaciones tambén se pueden obtener utilizando directamente la transformacion
tensorial de cuarto orden. Por lo tanto, se puede utilizar en principio la misma
transformacion para los coeficientes de flexibilidad, pero teniendo en cuenta los
factores 2 y 4 que aparecen en el paso de 4 indices a 2 en las ecuaciones (5.42) a (5.45)
. Se da la siguiente equivalencia entre los coeficientes de rigidez y los de flexibilidad
de cara a la transformacion.

st (_)%st C:ys H%Sys Czs H%st
(qu’CM) <« %(Sqq ’ S44) qu <_>%Sqr (Crr'CSS) <_>%(Srr ’ SSB) (620)
Css (_)%Sys

Por lo tanto, los coeficientes de flexibilidad pueden obtenerse directamente de los
correspondientes coeficintes de rigidez dados en (6.15), teniendo en cuenta las
equivalencias dadas en (6.20), por lo que:

S, =Sul* +2S,1°’m* +S,,m* + S I°’m?

S, =SuI’m* +8,, (I* +m*) +8,1°m* — S 1°m’

S, =S,l% +S,m?

S, =25,1°m+ 28, (Im* = 1°m) - 2S,,Im* + Sg; (Im* —1°m)
S,, =Sum* +2S,1°m? +S,,1* + S 1°m?

S,, =S,m” + S’

Sy, =28,Im° + 28, (I°'m —Im® ) = 28,,1°m + Sg (I°m = Im° ) (6.21)
S, =S,

S, =2(Sy5 — S5)Im

S = Saul? + Sesm’

Ser =(Ss5 =S4 )IM

S, =S,,m? + Sl

S, =45,1°m? ~8S,,1°m? +4S,,1’m? + 5 (17 ~m? )’
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6.3. TENSION PLANA GENERALIZADA

En el caso de laminados composites, es habitual suponer que la tensién normal en

el espesor es nula, es decir, o, =0. En tal caso, las matriz de rigidez queda:

000

iy
w

o O O

C12 C13 0 0
Cp Cp 0 O
C23 C33 O O
o 0 C, O
0 0 0 Cg

O O O O o

(6.22)

Teniendo en cuenta el andlisis para tension plana, (6.22) puede escribirse como:

Q, Q. 0 0 0
Qo Q@ 0 0 0
=0 0 Q, 0 ©
0O 0 0 C, O
0 0 0 0 Gy

&
&
Vs
Va

Vs

(6.23)

Donde los coeficientes Qjj son los coeficientes de rigidez reducida . En el caso de
los coeficientes de flexibilidad queda:

&
&
Vs
Va
Vs

S, S, 0 0 0
S, S, 0 0 0
0 0 S, 0 O
0 0 0 S, O
0 0 0 0 S

(6.24)

Como puede verse en las ecuaciones (6.23) y (6.24), por una parte, el
comportamiento en el plano Oxy de la l&mina es independiente del comportamiento en
los planos yz y zx, denominado comportamiento fuera del plano. Por otra parte,
realizando la transformacion de ejes correspondiente a las tensiones, es necesario
elminar la fila y la columna correspondientes a la tension oz 0 o, 10 que no afecta a
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transformaciones dadas en (6.13) y (6.19). Por lo tanto, se puede escribir para los
coeficientes de rigidez.

Oy Qxx Qxy st 0 0 &
Oy Qy Qy Qs 0 0 |l
Ts 1= st st st 0 0 Ve (625)
7, 0 0 0 Cy Cull7a
7y L 0 0 0 qr m | s

Las transformaciones de los coeficientes de rigidez reducidos Qj;, son analogas a las
de los correspondientes Cij, es decir:

4 2,2 4 2,72
Q, =Qul" +2Q,1"'m* +Q,,m" +4Q,I"m

Q, =Qul*m* +Q,, (I +m*) + Q,,I°m? — 4Q, I*m’
Qs = QuI°’m+Q,, (Im* —1°m) - Q,,Im* + 2Qg (Im* — I°m)

6.26
QW =Q11m4 +2Q12|2m2 +Q22|4 +4Q66|2m2 ( )
Q, =Q,Im°+Q,, (I3m - Im3)—Q22|3m +2Q,, (|3m _ Im3)
Qi =QI’m* = 2Q,1°m? +Q,,1°m? + Qg (Iz —m? )2
Para los coeficientes de flexibilidad resulta:

&x _SXX Xy st 0 0 i O,

8)’ Sxy Syy Sys 0 O 0'2

Ysr=[Ss Si S¢ 0 0 N7 (6.27)

Vs 0 0 0 Sqq Sqr 7y

}/r L O 0 qr rr_ TS

Dado que los coeficientes de flexibilidad no varian en el estado de tension plana
generalizada, sus transformaciones son las dadas en (6.21). Los coeficientes de rigidez
y flexibilidad pueden expresarse en términos de las constantes ingenieriles:

1

1% Vv
— 12 21
Sll_ 822_— 812______ 866_

(6.28)
El E2 El E2

12
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y
E E
Qll:l—vlv Q22:l—vzv
12E 21 E 12721 (629)
1% 1%
le _ 211 _ 122 Qee — Glz

1- VoV 1- VoV

Por lo tanto, en lo que concierne a las relaciones tension deformacién en el plano,
la ldmina unidireccional puede ser representada mediante cuatro constantes
independienntes; las cuatro rigideces reducidas Qi1, Qz, Q12 ¥ Qe 0 las cuatro
flexibilidades Si1, S22, S12 Y Ses. También se pueden utilizar las constantes ingenieriles
Ei, E2, Gz ¥ wp, teniendo en cuenta que los coeficientes de Poisson no son
independientes.

6.4. TRANSFORMACIONES EN FUNCION DE LAS CONSTANTES
INGENIERILES

Las relaciones tension-deformacion en el sistema Oxy en el plano de la lamina se
pueden obtener de la ecuacion (6.27):

gX SXX Xy XS O-X
&,t=Sy S, Su o, (6.30)
Vs st ys ss Ts

Para obtener las relaciones entre los coeficientes de flexibilidad y los pardmetros de
ingenieria, se suponen ensayos mecanicos simples paralelos a los ejes x e y. Por
ejemplo, los elementos de la primera columna de la matriz de flexiblidad en la ecuacién
(6.30) son las componentes de deformacion &, & y s, producidas por una tension
unitaria ox. Por lo tanto, una tension uniaxial ox produce las siguientes deformaciones:

o Vi Nys
g, =—= & ==V, E =——>0C = =X 6.31
X E y Xy X E X 7/5 77)(5 X E X ( )

X X X
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El coeficiente de Poisson 14 correspone a la deformacion que provoca en el ejey la
tension en el eje x y es la relacion negativa entre la deformaciones normales & y . El
coeficiente de acoplamiento 7, corresponde a la deformacion angular debida a la
tension oy y es la razon entre la deformacion tangencial j y la deformacion normal &.

De manera anéloga la tension oy provoca las siguientes deformaciones:

v o n
=X e =7 y =1y
sT g 9y

-y (6.32)
y y
Ey y

Los coeficientes de Poisson 1 y de acoplamiento 7ys se definen analogamente al
caso anterior.

Una tension de cortadura pura z(zy) produce las siguientes deformaciones:

Vs = % & =My Vs =girs &, =1yYs = gsy T, (6.33)
Xy Xy Xy
Los coeficientes de acoplamiento 7 Yy 75y Son las relaciones entre las deformaciones
lineales &y & Yy la deformacion angular » respectivamente, para el caso de cortadura
pura. El primer subindice s indica tension de cortadura en el plano Oxy y el segundo
subindice x 0y, indica deformacidn lineal en las direcciones x e y, respectivamente.

Por superposicion de los tres modos de carga anteriores, se obtiene la siguiente
relacién tensidén-deformacidn en términos de las constantes ingenieriles:

1 Ve Bw
E. E G,
X 1 UX
1%
I gsy o, (6.34)
7 X y Xy r
M My 1
| E, E, G, |

Por consideraciones de simetria de la matriz de flexibilidad se obtiene:
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v v
Xy ¥ M _ N Ny _ 1y (6.35)

X y X Xy y Xy

La comparacidn entre las constantes matematicas y las ingenieriles proporciona
las relaciones:

Sxx_i Syy_i Sss:i SxyZSyx:_ Y =—F
E, E, G, E, E,
(6.36)
S, =5, =bs - I« syszssy:ﬁ_ﬁ
E. G, E, G,
0
S S
Ex:i Ey:i ny:i ny:_i,vyxz_ al
Sxx Syy Sss Sxx Syy
(6.37)
— Ssx — st _ & _ %
77)(8 SXX H 775)( SSS 77}/5 Syy 7 TISy SSS

6.5. RELACIONES DE TRANSFORMACION PARA LAS
CONSTANTES INGENIERILES

Reemplazando las relaciones entre constantes ingenieriles y flexibilidades de
(6.36) en las relaciones de transformacion de flexibilidades de las ecuaciones (6.21), se
obtiene:
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|2 2 |2 2

1 m
- |2_ 2 - 2_|2
3 1( m v12)+ 3 (m v21)+ 6.
1 m, ., ., [2m?
== (m2oy I
= E (m v12)+ Ez( m v21)+ 6.
2.2 2.2 12 —m? 2
Gi:4l m (1+vy)+—; (1+v21)+( Gm )
9 ' ) i 12| (6.38)
Vi _ Vy 2 2 2 m
=X (1, —m?) e -
3 1( v, —M )+ ) (m Vy )+ .
n. n, 2m;, 2im, , ., Im* —I°m
XS — SX - I _ _ = I
Ex ny El ( Vlz ) 2 ( “ ) GlZ
M My 2lm, , o, 2m,, *’m—Im?
Do Ty M (e _yzy, )= 20
E, G, 1 ( VlZ) 2 ( 21) G,

6.6. PREDICCIONES MICROMECANICAS DE LAS CONSTANTES
ELASTICAS

Conociendo las propiedades elasticas de la fibra y de la matriz y el porcentaje en
volumen de ambas, pueden realizarse predicciones sobre las propiedades de la lamina
unidireccional, realizando hipétesis sobre el estado de tensiones o deformaciones. Se
supondran las fases fibra y matriz por separado y se determinaran los modulos
dependiendo de distintas hipotesis. Se considerara que la matriz es un material isétropo
y que la fibra puede ser anisétropa, como ocurre en el caso de la fibra de carbono. En
el desarrollo posterior los subindices ¢, f y m indican composite, fibra y matriz,
respectivamente. Cuando se aplica traccion en la direccion 1 como se muestra en la
Figura 6.2, se supone que la deformacion de la fibra y de la matriz son iguales.

A

o S
— )

matriz L

y
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Figura 6.2

Dado que la fuerza aplicada sobre el composite se reparte en la matriz y en la fibra,
se tiene:

o1 A =01 A + o, A, (6.39)

Donde i son las tensiones en la direccion 1y A; el area de la seccion transversal.
Siendo V; el porcentaje en volumen de fibra, Vi, el procentaje en volumen de matriz y
utilizando la relacion entre tensiones y deformaciones, la ecuacion (6.39) puede
escribirse:

Elcglc = Elfglfvf + Em‘glme (640)

Dado que se supone gue las deformaciones son iguales, de (6.40) se obtiene la ley
de mezclas para el médulo longitudinal del composite:

E.=E,V,+E)V, (6.41)

Por otra parte, se considera que la variacion de longitud en la direccion 2 es la suma
de las variaciones de longitud correspondientes a fibra y matriz, por lo que:

&L, =&, L +&,,L, (6.42)
Reemplazando los coeficientes de Poisson en (6.42) se tiene:
Vipc€ie = _Vlzf‘glfvf - Vmglmvm (643)

Dado que las deformaciones en la direccion 1 son iguales, (6.43) se convierte en:
Vige =Via Vs TV, (6.44)

Para calcular el médulo transversal, se supone que se aplica tension en la direccion
2y que ésta es la misma en la fibra y en la matriz, como se muestra en la Figura 6.3.
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ﬁaz

matriz Lo

0.

Figura 6.3

Dado que la variacion de longitud en la direccion 2 es la suma de las variaciones de
longitud se tiene:

&l =& L + 65,1 (6.45)

m

Sustituyendo la relacion entre tensiones y deformaciones en (6.45) y teniendo en
cuenta los porcentajes en volumen resulta:

o Oy
2 _
\Z

Tomy (6.46)
EZC EZf E

m
Suponiendo que las tensiones aplicadas en las distintas fases son iguales, el modulo
en la direccion tranversal del composite se obtiene de (6.46), siendo:

E2f Em

S N (6.47)
Vf Em +Vm E2f

2¢

Esta aproximacion tiende a subestimar los valores del médulo, debido a la hipotesis
de igualdad de tensiones en fibra y matriz.

En el caso del médulo de cortadura Gi2, se supone que se aplica una tension de
cortadura que es la misma para la fibra y para la matriz y que la variacion de longitud
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provocada por la deformacidn angular es la suma de las correspondientes a la fibray a
la matriz, como se muestra en la Figura 6.4.

L matriz '

<—

T

Figura 6.4

Por lo tanto, el cateto resultante de la deformacién angular es la suma de los
correspondientes a la fibra y a la matriz por lo que:

712c(|—f +Lm)=712f|—f + Ziombm (6.48)

Teniendo en cuenta los porcentajes en volumen de fibra y la relacion entre tensiones
y deformaciones se tiene:

T T T
c ooy, iy
GlZC GlZ f G

m

(6.49)

Dado que se supone que las tensiones aplicadas son iguales, de (6.49) resulta:

GlZme

®2 7,6, +V,Gar
f~m +VmG12f

(6.50)

Esta aproximacion también tiende a subestimar el valor del médulo de cortadura,
por la hipotesis de igualdad de tensiones realizada.
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6.7. DEFORMACIONES INICIALES: EFECTOS HIGROTERMICOS

Las deformaciones iniciales en laminados composites estan relacionadas con los
efectos higrotérmicos, es decir, con cambios de temperatura y de concentracion de
humedad en el material. En un material ortotropo, estos efectos generan Unicamente
deformaciones normales en los ejes de ortotropia del material. Ello se puede demostrar
utilizando la tranformacidn tensorial de segundo orden y considerando condiciones de
simetria mediante inversiones de ejes tal y como se ha realizado para las constantes
elasticas en el apartado 5.4.2. Siendo O123 los ejes principales de ortotropia, las
deformaciones iniciales en unos ejes rotados 01’2’3’ viene dadas por:

&y = 8,26 (6.51)

Debido a la simetria material, estas deformaciones iniciales no deben variar si se
reliza una inversion respecto del eje 3, por lo que se obtiene:

€y =—€3=634 €ry =€y =€y (6.52)
Realizando una inversién respecto al eje 1 o al eje 2 se obtiene.
€ =€, =6 (6.53)

De (6.52) y (6.53) se concluye que las deformaciones tangenciales iniciales en los
ejes de ortotropia del material son nulas, es decir: e,, =e, =e, =0. Por lo tanto, las

deformaciones iniciales e; puede expresarse en los ejes de ortotropia como:

€ o, B
e, =AT a, +ACH f, (6.54)
€; a3 Bs

Donde:

a;: Coeficientes de dilatacion térmica.
i Coeficientes de dilatacion higroscopica.
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AT: Variacion de temperatura desde la temperatura que corresponde al estado libre
de deformacion inicial.
AC: Concentracion de humedad.

Para tranformar las deformaciones iniciales a los ejes Oxyz, se utiliza la
transformacidn para las deformaciones dada en la ecuacidn (6.6) mediante la matriz de

transformacion [To]‘. Utilizando todas las componentes de deformacion la

transformacion queda:

e, I m 0 0 0 -Im |[e
el Im 12 0 0 0 Im |le
el lo 0o 1.0 0 0 [l 6.55)
e[ o o o 1 m o |]o
e, 0 0 0 -m | 0 0
&) |2m -2m 0 0 o0 1P-m? [0

Realizando operaciones resulta:

e =% +m,
2 2
e, =m’e +I°%, (6.56)

e, =2lm(e —¢e,)

Por lo tanto, los efectos higrotérmicos generan deformaciones tangenciales en el
plano de la lamina. En los planos q y r fuera de la ldmina no se generan deformaciones
tangenciales.



7.RESISTENCIA DE UNA
LAMINA
UNIDIRECCIONAL

7.1. INTRODUCCION

Resulta relativamente sencillo medir las resistencias de las ldminas unidireccionales
en las direcciones principales de ortotropia, realizando ensayos uniaxiales en estas
direcciones. Sin embargo, en el caso de direcciones cualesquiera y estados de tension
generales, la medida de resistencia no resulta tan sencilla. No es planteable una
caracterizacion experimental sistematica debido al ndmero, en principio infinito, de
estados de tensiones que habria que considerar y debido a la dificultad de realizar
ensayos que no sean en la direccion de las fibras o ensayos biaxiales. Estos problemas
no son especificos de los materiales composites y se dan también en materiales
isétropos.

Mediante el analisis micromecénico, atendiendo a las tensiones y deformaciones
que soportan la matriz y la fibra en diferentes ensayos, se puede analizar de qué forma
se produce el fallo y relacionar éste con las resistencias de la matriz y de la fibra.
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Sin embargo, en este capitulo se realizara un planteamiento macromecénico de la
rotura: Se supondran conocidos las parametros de resistencia de un lamina en los ejes
principales de ortotropia y se formularan teorias para prever el fallo en estados
generales de tension.

7.2. PARAMETROS DE RESISTENCIA MACROMECANICOS

Los mecanismos de fallo dependen de las propiedades del material y del modo de
carga. Desde un punto de vista macromecanico, la resistencia de una ldmina es una
propiedad anisotropa, es decir, varia con la orientiacién; por lo tanto, es conveniente
relacionar la resistencia segun una direccion arbitraria con algunos pardmetros bésicos.

Una lamina puede ser caracterizada por un nimero de parametros de resistencia
béasicos referidos a las direcciones principales del material, de una manera analoga a
los parametros de rigidez definidos anteriormente. En tension plana, una lamina puede
ser caracterizada por cinco parametros de resistencia, que se utilizan en valor absoluto
y son:

1.- Resistencia a traccion longitudinal, Fa.

2.- Resistencia a compresion longitudinal, Fic.

3.- Resistencia a traccion transversal, Fat.

4.- Resistencia a compresion transversal, Fac.

5.- Resistencia a la cortadura intralaminar, Fi2 0 Fe.

Esta caracterizacion incluye el hecho de que los materiales composites tienen
diferente resistencia a traccién y a compresion. No es necesaria la distincion entre
resistencia a cortadura positiva y negativa, ya que esta referida a los ejes principales
del material. Suponiendo cortadura positiva y negativa en las direcciones 1, 2 las
tensiones principales de traccion y compresion acttan formando 45° con la fibra.

Cuando la tensién cortante es aplicada formando un angulo con las direcciones
principales del material, lo anterior no es cierto. Si una lamina se somete a un estado
de cortadura pura formando 45° con las direcciones principales, el estado positivo
genera tensiones de traccién en la direccion de la fibra y tensiones iguales de
compresién en la direccidn transversal. Las tensiones de cortadura negativas, generan
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tensiones de compresion en la direccion longitudinal y de traccién en la transversal.
Los composites poseen diferentes resistencias de traccion y de compresion; ademas, la
menor resistencia se da en traccion transversal; por lo tanto, en este segundo caso, la
l&mina es mas resistente bajo cortante positivo.

En el andlisis tridimensional se incluyen otros cuatro paramatros de resistencia
adicionales, correspondientes a traccion, compresion y cortadura interlaminar: Fa;, Fac,
F23 y F13. Para composites transversalmente isotropos, siendo el plano 2-3 el plano de
isotropiase cumple F, = F,,F,. =F,, y F;=zF, =F;.

Dado un estado de tensiones, las tensiones principales y sus direcciones se obtienen
por transformacion de tensiones, que es independiente de las propiedades del material.
Las deformaciones principales y sus direcciones se obtienen utilizando las relaciones
tension-deformacion para cuerpos anisétropos y la transformacion de deformaciones.
En general, las direcciones principales de tensiones, de deformaciones y las direcciones
de simetria del material no coinciden. Al variar la resistencia con la orientacién, la
maxima tension no es el factor critico de fallo. Las teorias de fallo anisétropas deben
tener en cuenta las variaciones de tension y resistencia con la orientacion.

Los criterios de fallo para composites se han propuesto extendiendo y adaptando las
teorias de fallo de materiales is6tropos para tener en cuenta la anisotropia en la rigidez
y resistencia del composite. Todas las teorias suponen homogeneidad del material y
comportamiento lineal hasta el fallo. Los criterios de fallo mas representativos y méas
frecuentemente utilizados, son los siguientes:

1.- Teoria de la mé&xima tension.

2.- Teoria de la méaxima deformacion.

3.- Teoria de la energia desviatoria de deformacién. (Tsai-Hill).
3.-Teoria del tensor polinomial interactivo (Tsai-Wu).

7.3. CRITERIO DE LA MAXIMA TENSION

De acuerdo con esta teoria, el fallo ocurre cuando al menos una componente de la
tensién a lo largo de uno de los ejes principales del material excede la correspondiente
resistencia en esa direccién. Para ello, se calculan las tensiones que acttan en los ejes
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principales y si las tensiones normales o cortantes exceden las correspondientes
resistencias, se supone que se da el fallo. La condicién de fallo se expresa mediante tres
subcriterios:

F, cuandoo; >0
—F, cuando o, <0

Ul = {
{ F,, cuando o, >0
02 =

(7.0)
—F,. cuando o, <0
76| =Fs
“ o ﬂ o2
¢ —=> 01
Fat ﬂ
‘Flc Flt =O-1
-Fac
Figura7.1

Para un estado bidimensional en el que =0, el fallo se produce dentro de una zona
rectangular como se muestra en la Figura 7.1. En el caso més general, las tensiones se
transforman para expresarlas en los ejes principales del material y se relaciona cada
componente de tension con el parametro de resistencia correspondiente. El criterio de
méaxima tension es mas aplicable para modos de fractura fragil del material, mas
estrictamente para traccion longitudinal y transversal y no tiene en cuenta la interaccién
entre tensiones en un estado biaxial de tensiones.
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7.4. CRITERIO DE LA MAXIMA DEFORMACION

De acuerdo con el criterio de la maxima deformacidn, el fallo se produce cuando al
menos una de las componentes de la deformacion a lo largo de los ejes principales del
material excede la correspondiente deformacion ultima en esa direccion. Esta teoria
tiene en cuenta algunas interacciones entre las componentes de tension debidas al efecto
Poisson. Se expresa segun los siguientes subcriterios:

_ ] &y cuando g, >0
&, cuando &, <0

. _ {g; cuando g, >0 72)

&5 cuando g, <0
|76| = 2|512| =¥

Donde &1, &, % son las componentes de tensidn referidas a los ejes principales del
material y:

&5, - Deformacion Ultima a traccion longitudinal.
&5, . Deformacion Gltima a traccion transversal.

&, - Deformacion Gltima a compresion longitudinal.
&5, . Deformacion Gltima a compresion transversal.

7e . Deformacion tangencial Gltima.

Para aplicar la teoria a un estado biaxial de tensiones, las componentes de tension a
lo largo de los ejes principales del material, o1, o2 y % Se obtienen mediante la
transformacion de tensiones, y posteriormente las componentes &, &, % de
deformacion se obtienen mediante las relaciones tension-deformacion de la lamina:
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gl_i_vﬂﬁ_ (0'1_‘/120'2)
1 E, E
o, o 1
502, a_ L 7.3
2 E, 12El E2(2 211) (7.3)
Ts
Ve
Gy,

Las deformaciones Gltimas para la lamina obtenidas mediante ensayos uniaxiales o

de cortadura pura, se relacionan con los parametros basicos de resistencia de la lamina
de la siguiente manera:

F F, F. F F
glut :Elt gluc =——¢ g;t =2 ggc =X Ve :G_6 (7.4)
1 1 2 2 12
i~
Lo
—> 01

0, —Vy0; = Fy

Fat
-Flr/ ”/A/th O1

0, — V1,0, = F 0y V0, = Fy

-Fpe G2 Vuo1= —Fy

Figura 7.2

En vista de las relaciones anteriores, los subcriterios de fallo pueden ser expresados
en términos de las tensiones como sigue:
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F, cuando ¢, >0
O — V1,0, =
T2 _F, cuandog, <0
F,, cuando &, >0
Oy, —Vy0, = 7.5
2 A {— F,. cuando &, < 0 (7:5)

76| = Fs

Para un estado bidimensional de tensiones con =0, la zona de fallo tiene la forma
de un paralelogramo tomando como ejes las tensiones oi, o como se muestra en la
Figura 7.2.

7.5. CRITERIO DE TSAI-HILL O DE LA ENERGIA DE
DISTORSION

La energia de distorsion ha sido utilizada por diversos autores para proponer
criterios de fallo en materiales isotropos ddctiles. Para un estado bidimensional de
tension, el criterio de Von Mises se formula de la siguiente manera:

o} +0;—0,0,=0% (7.6)

donde or es la tension de fluencia. Hill modifico este criterio para el caso de metales
ductiles con ansiotropia y propuso la siguiente ecuacion:

Ao} +Bao; +Co,0, + D =1 (7.7)

Donde A, B, C y D son parametros caracteristicosdel material. La anterior ecuacion
no puede definirse como criterio de energia de distorsion, ya que en los materiales
anisotropos la distorsién no puede separarse de la dilatacion debido a los efectos de
acoplamiento.

Azziy Tsai adaptaron este criterio al caso de una lamina unidireccional con isotropia
transversal. Los parametros de (7.7) pueden relacionarse con los pardmetros basicos de
resistencia de la l&mina, suponiendo ensayos elementales segun las direcciones
principales. Para una carga longitudinal que produce el fallo, o' =F,0,=17,=0.
Sustituyendo en la ecuacion (7.7):
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A= (7.8)

1
F’
Para una carga transversal que produce el fallo, o, =F,, 0, =75 =0. Segln la
ecuacion (7.7):

B= (7.9)

1
F?

Para una tension de cortadura que produce el fallo o, =0, =0,74 = F;. Segun la
ecuacion (7.7):

D= (7.10)

1
R
El superindice u indica valor ultimo o de rotura. El parametro C, que tiene en cuenta
la interaccion entre las tensiones normales o1 y o» debe ser determinado utilizando un
ensayo biaxial. Sometiendo a la lamina a tensiones iguales segin los ejes 1y 2,
o, =0, #0,7, =0 puede asumirse que el material obedece al criterio de la maxima

tension, es decir, que el fallo ocurre cuando la tensién transversal oz alcanza el valor de
la resistencia transversal, F», la cual es mucho menor que la resistencia longitudinal F.
Segun la ecuacién (7.7):

Co— (7.11)

Sustituyendo los valores de los parametros A, B, C y D en la ecuacion (7.7), se
obtiene la expresion del criterio de Tsai-Hill:

2 2 2
O, 0, Tg 010,

FFF2 F F

=1 (7.12)

En el anterior desarrollo no se diferencia entre resistencias a traccion y a
compresion. Los valores de resistencia adecuados deben ser sustituidos teniendo en
cuenta los signos de las tensiones normales o1 y o». Por lo tanto:
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~ { F, cuando o, >0

' |-F, cuandoo, <0
(7.13)

{ F,, cuando o, >0
I:2

—F, cuandoo, <0

El contorno de fallo que define la ecuacion (7.12) es una superficie cerrada en el
espacio o1, oy, 7 . Las superficies de fallo para valores constantes de k = z/Fe tienen
la forma:

2 2
A T AT g2 (7.14)
l:1 F2 I:l

La ecuacion (7.14) representa cuatro diferentes arcos de elipse unidos en los ejes

o1, O2.

Se considera, por ejemplo, el caso de la carga uniaxial que no coincide con las
direcciones 1, 2. Transformando la tension aplicada ox a lo largo de los ejes principales
del material y sustituyendo en la ecuacion (7.12), se obtiene la siguiente ecuacion para

la resistencia axial Fx (o} = F,):
4 4
%:I—+m—+{i—i}lzm2 (7.15)

donde | = cos@y m =sin 4

En el caso de materiales composites avanzados de alta resistencia, la resistencia
longitudinal es mucho mayor que la resistencia a cortadura, es decir, F1>>Fs. Entonces,
la ecuacion puede ser aproximada por:

1 1 m . I°m?
2 2 2 2
Fx Fl I:2 F6

~

(7.16)

El criterio de fallo de Tsai-Hill se expresa en términos de un dnico criterio en lugar
de los tres subcriterios requeridos en los casos de maxima tension y méaxima
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deformacion. Este criterio tiene en cuenta de forma considerable la interaccion entre
las componentes de tension o1, oy, . Sin embargo, tiene la desventaja de que no
distingue directamente entre las resistencias a traccion y a compresion. Los parametros
de resistencia requeridos deben ser especificados de acuerdo al estado de tensiones.

7.6. CRITERIO DE TSAI-WU O DEL TENSOR POLINOMIAL
INTERACTIVO

El primer intento para desarrollar una teoria de fallo para materiales anis6tropos sin
las limitaciones de las teorias discutidas anteriormente fue discutido por Gol’denblat y
Kopnov. Esta teoria es capaz de predecir la resistencia en estados de tension generales,
para las cuales no existen datos experimentales disponibles. Utiliza el concepto de
tensor de resistencia, que permite la transformacion de unos sistemas de coordenadas a
otros. Tiene la forma de un invariante formado por componentes del tensor de tensiones
y de deformaciones, y lo que es mas importante, tiene en cuenta la diferencia entre
resistencia a traccion y a compresion. La forma del criterio originalmente propuesta es:

(fioi)a+(fij0'i0'j)ﬂ+(fijkaiaj0'k)y+...=1 (7.17)

Donde los subindices repetidos indican suma con i, j, k = 1,2,...,6. Los coeficientes
fi, fij, fij,..., SON tensores de resistencia de segundo, tercero y rdenes mas altos y pueden
ser relacionados con los parametros de resistencia basicos del material. Para que el
criterio sea homogéneo, los exponentes se toman o=1, f=1/2, y y=1/3. En su forma
mas simple el criterio adopta la forma:

fio; +[fijo-i0j]1/2 =1 (7.18)

Tsai y Wu propusieron una teoria modificada asumiendo la existencia de un fallo
en el espacio de tensiones. En notacion contractada adopta la forma:
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Donde fi, fij son tensores de segundo y cuarto orden siendo i, j=1,2,...,6. En forma
expandida y para un estado plano de tension, el criterio de Tsai-Wu se expresa de la
siguiente forma:

fioy + f,0, + fors + fol + f,05 + feere + (7.20)

2f,000,+2f 40076+ 250,75 =1

Los términos lineales en esta expresion proporcionan la distincién entre las
resistencias a traccion y a compresion. El término fi, tiene en cuenta la interaccion entre
las tensiones normales a1 y o».

Todos los términos lineales que contienen 7 deben desaparecer, debido a que la
resistencia de una I&mina en sus direcciones principales cuando estd solicitada a
cortadura pura es independiente del signo de la tension de cortadura. Por lo tanto:

fo=fig=f, =0 (7.21)

Los coeficientes que permanecen en el criterio cuadratico de Tsai-Wu se obtienen
aplicando condiciones de carga elemental a la ldmina. Cuando se aplica una traccién

en la direccion 1 que provoca el fallo o) =F,, o, =7, =0. Sustituyendo en (7.20)
resulta:

f,F, + fyF2 =1 (7.22)

Aplicando una compresion que provocael fallo, ;' = F;, o, =7 = 0. Sustituyendo
en (7.20) resulta:

- fF. + f R =1 (7.23)

Los coeficientes f, y fi1 pueden obtenerse de las ecuaciones (7.22) y (7.23),
siendo:
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1 1
SRR
" . r (7.24)
f11 =
Flt Flc
De manera similar, para traccion y compresion transversal se obtiene:
h
2t 1 2c (7.25)
f22 -
I:2t FZC
Para cortadura pura, 7y = F;, 0, =0, = 0. Sustituyendo en (7.20) se obtiene:
1
foe =—5 7.26
66 F62 ( )

El coeficiente fi2 se obtiene utilizando un ensayo biaxial. Si se somete a la lamina a

tensiones normales iguales en los ejes 1, 2 oy =0, = Fy,), 7, =0 se obtiene:

(f, + fZ)F(lz) +(f+ fyy +2 flz)F(f =1 (7.27)

donde Fq2) es la resistencia medida experimentalmente en un ensayo biaxial. La
ecuacion (7.27) se resuelve para fi, y utilizando las relaciones entre fi, f, fi1 y los
pardmetros de resistencia se obtiene:

fmz%[l_ﬁm(i_i@_i}_F(gz)[L+ L ﬂ (7.28
2F(12) Flt Flc FZt cm Flt Flc th cm

Segun (7.28) fi2 es funcion de los parametros basicos de resistencia y de la
resistencia correspondiente al ensayo biaxial Fq2). Realizar un ensayo biaxial no es
sencillo en la practica. Un ensayo més sencillo que provoca un estado de tension biaxial
es un ensayo de traccion en una direccion oblicua respecto a la de la fibra; es decir,
aplicando ox formando un angulo @ respecto a la fibra. Para 6=45° , se tiene:
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1
o,=0, =|r6| =§F45t (7.29)

donde Fus:es la resistencia a traccion en la direccion de ensayo. Sustituyendo en la
ecuacién (7.20) se obtiene:

2F45t(f1 + f2)+ F425t(f11 +fy+ feg +2 le): 4 (7.30)
Resolviendo para fi, resulta:

2
flzzizi_h(i_i+i_i}ﬁm( 1, 1 +sz
F45t 2 Flt I:1c FZt FZC 4 Flt I:1c FZt FZC FG

(7.31)

En muchos casos el coeficiente de interaccion fi2 no es critico. Una aproximacion
adecuada viene dada por:

1
f, = _E(fll fy )1/2 (7.32)

Esta relacidn es compatible con el criterio de fluencia de Von Mises para materiales
isétropos, donde

fu=tp=—% (7.33)

El criterio de Tsai-Wu es susceptible de ser implementado en un programa
informatico debido a su simplicidad operacional. La teoria satisface los requerimientos
de invarianza de transformacién de sistemas de coordenadas, siguiendo las leyes de
transformacion tensorial. Los tensores de resistencia obedecen a propiedades de
simetria similares a los tensores de flexibilidad y rigidez. Los términos interactivos
pueden ser tratados como componentes separados si se dispone de los datos
experimentales adecuados. La teoria tiene en cuenta la diferencia entre resistencia a
traccion y a compresion, debido a los términos lineales. La forma del criterio de Tsai-
Wu en dos dimensiones es:
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fo + f,0, + fllal2 + f220'22 + f661'62 +2f,000,=1 (7.34)

Siendo los coeficientes fi, fij los definidos anteriormente. EI contorno de fallo
descrito por la ecuacion es una superficie cerrada en el espacio o1, o2, 7. L0s contornos
de fallo para valores constantes de las tensiones cortantes z, = kF; tienen la forma

f.o, + f0, + f,07 + f,,05 +2f,0,0, =1-k? (7.35)

Mediante el criterio de Tsai-Wu puede obtenerse el factor de seguridad St
correspondiente a un determinado estado de tensiones dado por o1, oz, %. A medida
gue aumenta la carga, las tensiones aumentan hasta llegar al fallo. Dado que la relacién
entre tensiones y carga aplicada es lineal, el estado de tensiones cuando ocurre el fallo
viene dado por Sio1, Stoz, Sizs. Reemplazando en la ecuacion (7.34) se tiene:

f.S;o,+ 1,50, + flleal2 + fzszzaz2 + fGBSfrg + 2f12350102 =1 (7.36)

Que puede escribirse como:

as? +bS, -1=0 (7.37)
Donde:
a=f,of + 07+ f,rl +2f,0,0, (7.38)
b= fo + f,0,
Las raices de la ecuacion (7.37) son:
S - —b++/b?+4a
) 2a (7.39)
~b-+/b® +4a '
T2

El factor de seguridad St corresponde al estado de tensiones o1, oz, 7 Y el factor de
seguridad Sr. corresponde al estado opuesto, es decir a (-o1), (-02), (-7).
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Por otra parte, si se quiere determinar las resistencia a traccién, compresion y
cortante en las direcciones X, y el procedimiento anterior se modifica. Se aplican
tensiones unitarias en las direcciones especificadas y el factor de seguridad resultante,
es la resistencia en esa direccion. Tras introducir las tensiones unitarias en las
direcciones x, y es necesario posteriormente transformar las tensiones a las direcciones
principales de ortotropia 1,2.

Para obtener las resistencias a traccion y a compresion Fyx y Fxc en el eje x se
introduce el siguiente estado de tension:

o, =1 o,=0 7,=0 (7.40)

Las resistencias a traccidén y compresion vienen dadas por:

F

W= F.=S; (7.41)

f+ XC
Para obtener las resistencias en la direccion y se aplica:

o, =0 o, =1 7, =0 (7.42)

Las resistencias en la direccion y son:

F =S F. =S, (7.43)

yt f+ yc

Para obtener la resistencia a cortadura correspondiente a las direcciones X, y se
aplica:

o, =0 o, =0 7. =1 (7.44)

Con lo que se obtienen las resistencias correspondientes a cortante positivo y a
cortante negativo:

F =S, (7.45)






8.COMPORTAMIENTO
MECANICO DEL
LAMINADO

8.1. INTRODUCCION

Un laminado esté constituido por un conjunto de laminas en general ortétropas, que
tienen sus ejes principales orientados segun determinados dngulos respecto a unos ejes
de referencia x, y, z, que son los ejes de referencia del laminado.

El comportamiento mecénico del laminado dependeré de los siguientes factores:

1.- De las caracteristicas elasticas de las laminas segln los ejes principales de
ortotropia de las mismas.

2.- De las orientaciones que tengan los ejes de ortotropia de las diferentes laminas
respecto a los ejes de referencia del laminado.

3.- De la secuencia de apilamiento, es decir de la distancia que tengan las laminas
al plano central del laminado, que se considerara como plano de referencia.
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Por lo tanto, para un mismo niamero de laminas unidireccionales del mismo material,
se pueden obtener laminados de diferentes propiedades dependiendo de la orientacion
de las mismas. Incluso en el caso de que las orientaciones de las l&minas sean las
mismas, las propiedades dependen de la secuencia de apilamiento. La Figura 8.1
muestra varias ldminas de un laminado de n capas y la orientacion positiva adoptada
para el &ngulo de orientacion de fibra. Si el espesor y las propiedades de las ldminas
son las mismas, la denominacion general del laminado es [6,/6,/...16./...16,],

estando definida la secuencia de apilamiento en el sentido del eje z.

o X
Y/
|

| Z

Wil

/

R\

AAN

Figura 8.1

8.2. TEORIA CLASICA DE LAMINADOS

8.2.1 Hipotesis basicas

La teoria clasica de placas predice el comportamiento del laminado en el &mbito de
las siguientes limitaciones:

1.- Cada ldmina es cuasihomogénea y ortétropa.
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2.- El laminado es delgado, siendo sus dimensiones laterales mucho mayores que el
espesor y solamente estd cargado en su plano, por lo que el laminado y las laminas
estan sometidos a un estado plano de tensiones (az =T, =T, = 0)

3.- Los desplazamientos y sus derivadas son infinitésimos de primer orden.

4.- Los desplazamientos son funciones continuas en el dominio del laminado.

5.- Los desplazamientos en el plano xy varian linealmente a través del espesor del
laminado, es decir los desplazamientos u, v son funciones lineales de z.

6.- Las deformaciones angulares yx y x. son despreciables. Esta hipdtesis y la
anterior, implican que las lineas rectas normales a la superficie media permanecen
rectas y normales después de la deformacion.

7.- Las relaciones tension-deformacion son lineales.

8.- Las distancias normales desde el plano medio permanecen constantes, es decir,
la deformacidn longitudinal & es despreciable, comparada con las deformaciones en el
plano xy, &, &, respectivamente.

8.2.2 Relaciones deformacion-desplazamiento

El plano Oxy es equidistante de las superficies superior e inferior del laminado y es
denominado plano de referencia. Las fuerzas y momentos por unidad de longitud son
las indicadas en la Figura 8.2, donde las flechas dobles indican pares de fuerzas de
acuerdo a la regla de la mano derecha.

Fibra
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Figura 8.2

Los desplazamientos del plano de referencia uo, Vo en las direcciones X, vV,
respectivamente, y el desplazamiento w en la direccion z son funciones Unicamente de
X, y. De acuerdo a la hipdtesis 5, los desplazamientos de cualquier punto son:

Y)+2F, (%, Y) (8.1)

Dado que las deformaciones tangenciales yx Y 5. son nulas resulta que:

o= e =S (xy) =0
oX 0z OX (8.2)
oW ov ow '
Vi =—+—=—+F2(X,y)=o
oy oz oy

Por lo tanto, las funciones desconocidas F; y F, se pueden obtener de (8.2), siendo:

ow

Fl (X, y) N _&
(8.3)

ow

F(xy)=—20

Las deformaciones se obtienen derivando los desplazamientos dados en (8.1) y
teniendo en cuenta (8.3):

ou_ou, _o'w
g =—=—L2—7
ox ox  ox
2
gy:@:%_zavzv (84)
a oy oy
A o’w

—=—204_-0_727

= = —+ =
Tl T Ty T ax oy oxay
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La deformaciones dadas en (8.4) incluyen términos relacionados con las
deformaciones del plano medio y con las curvturas. Las deformaciones del plano medio
son:

OX oy oy ox
Las curvaturas del plano medio del laminado vienen dadas por:
2 2 2
=W W OV (8.6)
OX oy Oxoy

Por lo tanto, se pueden relacionar las deformaciones de cualquier punto del
laminado con las deformaciones en el plano de referencia y con las curvaturas.
Escribiendo (8.4) en forma matricial y teniendo en cuenta (8.5) y (8.6) se obtiene la
expresion:

X g)(() KX
£, t =18y r 1K, (8.7)
7)) |7 K,
Que en forma abreviada es:
0
{60y = {¢ }Oxy + Z{K}ow (8.8)

Por lo tanto, las deformaciones varian linealmente en el espesor del laminado,
independientemente de la configuracién de éste.

8.2.3 Relaciones tensién-deformacién en una lamina del laminado

Se considera una lamina k en un laminado multidireccional. Las relaciones tension
deformacion para esta lamina en el sistema de referencia del laminado viene dada por:
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X Qux Qxy Qss &x
y( = Q yx Q yy st &y (8 : 9)
Ts )y Qu st Qss K Vs

Sustituyendo en (8.9) las deformaciones dadas en (8.7) se obtiene:

X Qxx Qxy st
ay = ny QW st
Ts Kk st st st K e

S Qxx Qxy st Ky

0

' +2)Qu Qpy Q| 1Ky (8.10)
S st st st K Ks

M &

0, en forma abreviada:

{O-}(k)xy = [Q]I;Xy {EO}Oxy +z [Q]:)xy {K}Oxy (811)

Segun (8.11), mientras que las deformaciones varian linealmente a través del
espesor del laminado, las tensiones no. Ello es debido a la variacién discontinua de la

. .. . k _— s - . .
matriz de rigidez reducida [Q]OXy de lamina a ldmina. En consecuencia, las tensiones

pueden variar de forma discontinua de ld&mina a lamina.
8.2.4 Fuerzas y momentos resultantes

Es més conveniente considerar el efecto global de las tensiones en el laminado,
debido a la variacion discontinua de las tensiones de lamina a ldmina. De esta manera,
se pueden relacionar fuerzas y momentos con la deformacion del laminado. La Figura
8.3 muestra las coordenadas utilizadas para definir cada una de las laminas.
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Figura 8.3

Las tensiones que actdan en la ldmina k de un laminado, dadas por la ecuacion (8.10)
pueden reducirse a las fuerzas y los momentos resultantes que se muestran en la Figura
8.1, como sigue:

hy
N, —thlO'XdZ
hy
N, =], o,dz (8.12)
h
N, =N, :J‘_hlz-sdz
y
hy
M, _I—m o,2dz
hy
M, = J‘imayzdz (8.13)
M, =M =ﬁlz—szdz
donde

h, :g siendo h el espesor del laminado
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Ny, Ny: Fuerzas normales por unidad de longitud
Ns: Fuerza cortante por unidad de longitud

My, My: Momentos flectores por unidad de longitud
Ms: Momento torsor por unidad de longitud

Los subindices de los momentos no estan relacionados con la direcciones en las que
actlian, sino con las tensiones que generan dichos momentos. Asi por ejemplo, My es el
momento resultante por unidad de longitud de las tenisones ox, pero su direccion es la
dey.

Ox

Figura 8.4

La Figura 8.4 indica las tensiones positivas en la mitad superior e inferior del
laminado, asi como el signo de las coordenadas z, que justifica los sentidos positivos
de las fuerzas y momentos de la Figura 6.1.

Dado que las distribuciones de tensiones varian de ldmina a I&mina, las integrales
deben evaluarse en cada ldmina. Por lo tanto, para un laminado constituido por n
laminas, las fuerzas y momentos resultantes son:
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NX O-X

N, F=>" j o, dz (8.14)

N, k=1 7,

MX n O-X

M, f=>[" {0, 2dz (8.15)
(S

Ms z-s K

donde z¢ y z«1 son las coordenadas z de la parte inferior y superior de la lamina k,
respectivamente, tal como se indica en la Figura 8.3.

8.2.5 Coeficientes de rigidez del laminado

Sustituyendo la ecuacién (8.10) para las tensiones de la ldmina en las ecuaciones
(8.14) y (8.15), se obtiene:

N X n Qxx Qxy st g)? Qxx Qxy st K X
N, = kz Q. Q, Q.1 dz+|Q, Q, Q.| 1%, I 2dz
=1 — -
NS QSX st QSS K }/ g QSX st QSS Kk KS
(8.16)
M X n QXX QXy QXS g)(() QXX Qxy QXS KX
M, t= Q« Q, Q.| 1e Lk 2dz+|Q,, Q, Q.| 1x, Lk 7%dz
k=1 k-1 k-1
M S QSX st QSS K }/ SO QSX st QSS K KS
(8.17)
En forma abreviada (8.16) y (8.17) se convierten en :
_ . k 0 I k I
{N }Oxy - ;{[Q]OXY {g }Oxy J.ZH dz + [Q]Oxy {K}Oxy J.ZM ZdZ} (818)

n

M}, = {[q]gxy (e} [ 2z QL (i), [ dez} (8.19)

Z, Z,
k=1 k-1 k-1
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En las expresiones (8.18) y (8.19), las rigideces [Q](k)xy , las deformaciones del plano
de referencia {go}oxy y las curvaturas {K‘}Oxy se pueden extraer de la integral, por no ser

funciones de z. De estas cantidades, Unicamente las rigideces son Unicas para cada
lamina k, mientras que las deformaciones del plano de referencia y las curvaturas del

laminado son las mismas para todas las 1dminas. Por lo tanto, los términos {go}o y
Xy

{K}Oxy pueden ser extraidos del sumatorio como factor comun, siendo:

Vo, =| S0, I 02 fe),, +| SlaL, [ 2t iad, @20

Resolviendo las integrales de (8.20) se obtiene:

n K 1 n v
{Njoy = {;[Q]w (z, - zkl)}{gO}OXy {EKZ;[Q]OXy (22- zfl)}{x}my (8.21)
Agrupando los sumatorios de (8.21) en forma de matrices:

{NYoy =[Aloy (2"}, *[Bloy (Ko, (8.22)

Para los momentos, tras calcular las integrales de (8.19) se tiene:

Mo, | 3 3010%, (2 -2, [fe°), | 32I0L, (-2.) |1, (629

n
=1 =1

Agrupando los sumatorios de (8.23) en forma de matrices:

(M}, =B, {go}my +[Dlo, (Ko (8.24)

Las matrices de las ecuaciones (8.22) y (8.24) son:
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(A, = 2[Rk, (2 -2.2)

(8], = 2[QL, (2i-70.) (8.25)
1< k 3,3
[D]Oxy ZEE[Q]OW (Zk_zk’l)

Por lo tanto, las relaciones fuerza-deformacion son

N X Axx Axy A(s ‘93 Bxx Bxy Bxs Ky

N,t=|Ax A, A [ t+|B, B, B, lix, (8.26)

Ns Asx Asy Ass e g Bsx §Y% SS Ks

y las relaciones momento-deformacion son

M X BXX Xy BXS SS XX ny DXS KX
0

M,r=|By By, By[é& +|Dyx Dy Dylix, (8.27)
0

M S BSX Bsy BSS 7 S DSX Dsy DSS KS

Las ecuaciones (8.26) y (8.27) pueden ser combinadas en una expresion general
relacionando las fuerzas y momentos con las deformaciones y curvaturas del plano de
referencia, como sigue:

Nl [A« Ay AgiBy By Bylfsl
Ny Ayx Ayy Ays Byx Byy Bys 83
NoL (A Ay A By By Byllyy (8.28)
M,| |Bx By Bx D« Dy Dxllk,
My Bvx Byy Bys Dyx Dyy Dys Ky
M) [Bx By BsiDy Dy Dy |lx,

En forma abreviada,

HREH A
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Las matrices de coeficientes A, B, C, D son simétricas, al serlo las matrices de

rigidez reducidas [QJ; , , es decir

coni, j=x,v, S

La ecuacion (8.28) se expresa en términos de tres matrices de rigidez del laminado,
[A], [B] y [D] que son funcion de la geometria, de las propiedades del material y de

la secuencia de apilamiento de las ldminas individuales, como puede apreciarse en las
ecuaciones (8.25). Las componentes de estas matrices son los pardmetros elasticos
promediados del laminado multidireccional, con el siguiente significado:

Ajj son coeficientes de rigidez de membrana o mddulos en el plano del laminado,
relacionando las cargas en el plano con las deformaciones en el plano.

Bij son coeficientes de rigidez o mddulos de acoplamiento membrana-placa del
laminado, relacionando las cargas de membrana con las cuvaturas, y los momentos con
las deformaciones en membrana. Por lo tanto, si B, =0, las fuerzas en el plano

producen deformaciones de flexién y de torsion. Ademas, los momentos producen
deformaciones de membrana del plano medio ademas de curvaturas de flexién y de
torsion.

Di; son los coeficientes de rigidez de placa del laminado, que relacionan los
momentos con las curvaturas.

Ademas de los coeficientes de acoplamiento membrana-placa Bjj, existen otros
coeficientes de acoplamiento dentro del comportamiento de membrana y de placa. En
cuanto al comportamiento en membrana, los coeficientes Ay y Ays indican acoplamiento
traccion-cortadura en el comportamiento en mebrana. Es decir, las fuerzas normales
provocan deformaciones tangenciales en el plano medio y las fuerzas cortantes
provocan deformaciones normales. En lo que respecta al comportamiento como placa,
los coeficientes Dys y Dys indican acoplamiento flexion-torsion. Es decir, los momentos
flectores provocan curvaturas de torsion y los momentos torsores provocan curvaturas
de flexion.
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8.2.6 Coeficientes de flexibilidad

Debido a las discontinuidades de tensiones que se producen de lamina a lamina, es
preferible trabajar con deformaciones, las cuales son continuas a través del espesor. Por
esta razon, se invierten las relaciones carga-deformacién y se expresan las
deformaciones y curvaturas como funcion de las cargas y momentos aplicados. La
ecuacion (8.28) puede escribirse como:

&l a, &, a,ib, b, bo|[N,

N a, a, a, b, b, b |IN

750 & By A b, b, b N, (8.30)
k[ [Cu Cy Co Oy d dg||M, '

Ky Cx Cy Cy d yx dyy dys M y

K] |Cx Cy Cyidy dy dg|[M

0, en forma abreviada

Ec TR

Las matrices [a] [b][c]y[d] son las matrices de flexibilidad del laminado,

obtenidas a partir de las matrices de rigidez utilizando las siguientes relaciones
matriciales:

[
-[e o] 6.32)

donde

[A]_l: inversa de la matriz [ A]
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[8"]=-[A]"[B]
[c']=[B"][A"
[D"]=[D]-{[B][A]"}[B]

La matriz completa 6x6 de la ecuacion (8.30) es simétrica al ser la inversa de una
matriz simétrica. Por lo tanto, [a]y [d]son simétricas. Sin embargo, las matrices [c]

y [b] no son simétricas siendo [c] la traspuesta de [b], es decir [c]=[b] .

8.3. EFECTOS HIGROTERMICOS

La temperatura y la humedad generan deformaciones en los laminados composites,
que si son impedidas pueden originar tensiones. El efecto de la temperatura esta regido
por términos del tipo aAT donde o es el coeficiente de dilatacion. El efecto de la
humedad esté regido por términos del tipo SAC, donde /i es el coeficiente higroscopico
y AC la concentracion de humedad. Estas relaciones han sido analizadas en 6.7. La
relacién tension deformacion para la lamina k en términos de los coeficientes de
flexibilidad se obtiene sumando los términos debidos a la tension a los efectos
higrotérmicos:

Ex Sxx Sxy Xs Oy ex
g,0=|Sy S, S| io,} +1e, (8.33)
Vs st Sys S Ts Kk es Kk

Donde las deformaciones higrotérmicas en los ejes del laminado vienen dadas por:

e, =m’e +n’e,
e, =n’e +m’e, (8.34)

e, =2mn(e —e,)

Siendo
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e, =, AT + BAC

(8.35)
e, = 4, AT + B,AC

Despejando las tensiones de la ecuacion (8.33) resulta:

GX QXX Qxy QXS gX eX
O-y = Q)(y ny st Ey - ey (836)
[ Kk st st st K Vs es Kk

En notacioén abreviada:

(o}, =[Q], ({e} - {e},) (8.37)

Se prescinde de la indicacion del sistema de referencia en la notacion abreviada,
debido a que Unicamente se usaré la referencia del laminado Oxy, como se ha visto en
el apartado 8.2.4. Por otra parte, el desarrollo subsiguiente es analogo al caso sin efectos
higrotérmicos, por lo que se realizara en notacion abreviada. Sustituyendo las
deformaciones segun (8.8):

{o}, =[Q], ({e"} +2{x} ~{e},) (8.38)

Las fuerzas y momentos resultantes por unidad de longitud son:

an (8.39)
My=>[" {o},zdz

k=1

Sustituyendo las tensiones de (8.38) en (8.39) y teniendo en cuenta las
consideraciones realizadas en el anélisis de laminados sin efectos higrotérmicos:
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-lQ) 3 -z 5 ) -5 ),

Teniendo en cuenta los coeficientes de rigidez de laminado, la ecuacion puede
escribirse como:

(N} =[Al{e"} +[B]{x} - {N"}
{M} =[B]{z’} +[D]{x} - {mM"|

(8.41)

Las matrices de rigidez son las mismas que en el analisis de laminados sin efectos
higrotérmicos dadas en (8.25):

L ICINCEN
EEIONCEEN 842

BIEEYCINCEEN

En las ecuaciones (8.41) aparecen términos debidos a los efectos higrotérmicos. Se
definen como fuerzas y momentos higrotérmicos equivalentes por unidad de longitud
y vienen dados por:

k= (8.43)
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En forma compacta, la relacion entre fuerzas y momentos por unidad de longitud y
deformaciones y curvaturas queda

CEERCE I

Y en forma expandida

N X N :l T Axx A<y A<s Bxx Bxy Bxs & S

N y N ;' ! AW AW Ays Bxy Byy Bys & 3
Ns n NSHT _ A<s A\/s Ass Bxs Bys Bss 7/ 50 i (8 45)
M, [T \MF (7|8, B, B, D, D, D, || '
M, M ? ' By By By Dy D, Dyllx y

M s M SHT L Bxs Bys s st Dys Dss 1K

Para calcular las tensiones de cada lamina es necesario hallar las deformaciones y
curvaturas invirtiendo la ecuacién (8.45):

&° a, a, a,ib, b, by N, N

3 3 Ay 8y Ay byx byy bys N, N ;l '

73 Ao, A b, b, by |l N, . N (8.46)
K, Cu Cy Co iy dy dgll|M, M '

Ky Cox  Cpy Oy dyx dyy dvs IVly M;T

k) G C G dy dy dgl (M, M

La matriz de flexibilidad es la misma que la de la ecuacién (8.30). De esa forma, las
tensiones pueden calcularse segin la relacion (8.38). En forma abreviada la (8.46) es:

e e

Las deformaciones y tensiones totales se pueden descomponer en mecénicas e
higrotérmicas. Suponiendo que las fuerzas y momentos aplicados en (8.47) son nulos,
se obtienen las deformaciones higrotérmicas:
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go " a b NHT
oA :[cd:l o (8.48)

Las tensiones higrotérmicas son segun (8.38):
foh" =[QL({*)" +2lx)™ e}, (8.49)

Suponiendo nulos los efectos higrogérmicos en (8.47), se obtienen las

deformaciones mecanicas:
| _[a]b/N 8.50
] T|eTam (8:50)

Las tensiones mecanicas se obtienen segun (8.38) teniendo en cuenta que los efectos
higrotérmicos son nulos, por lo que:

{oh" =[Q], ({s°}ME " z{K}ME) (8.51)
8.4. EFECTO DEL CORTANTE: TEORIA DE PRIMER ORDEN

8.4.1 Desplazamientos y deformaciones

En este caso se supone que las deformaciones angulares fuera del plano s y % no
son nulas y que se promedian a lo largo del espesor. EI campo de desplazamientos que
se supone es también lineal en el espesor y la deformacion en el espesor se considera
nula por lo que:

Y)+2F, (%) (8.52)

Las deformaciones angulares fuera del plano son:
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yq :yyz =+
y (8.53)

_, _ou ow
}/r 72)( az ax

Combinando (8.52) y (8.53) resulta:

oW
yq:}/yz: ay+F4
(8.54)

oW
= F+—
7/r 72)( ax

Por lo tanto, los desplazamientos son:

0(0,2) =t (x)+2[ -2

V(X Y,2)=V,(X, y)+z[yq—%] (8.55)
w(xy,z)=w(xy)

Las deformaciones en el plano del laminado son:

_ou_oy
0 OX Y
oy ay
a 2
7xy:75_@ a—=—+%+z ﬁ+%_28_w
ox oy oOx oy ox oy oxoy

Las deformaciones del plano medio son las mismas que en la teoria clésica:

83 :% 33 z% 7Sy =%+% (8.57)
OX oy oy  oX
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Los términos que multiplican a z pueden asimilarse a curvaturas modificadas por el
cortante, indicadas por el superindice V:

2 0 2 0 2
v_On w0 Wy O O 0 g

KX 2 Ky 2 S
oX 0OX oy oy ox oy OXoy

Las deformaciones en el plano Oxy vienen dadas por las mismas relaciones que en
el caso de la teoria clésica, utilizando las curvaturas modificadas por el cortante. Las
deformaciones en el plano pueden escribirse en forma matricial como:

& la| |«
g, r=16) 1 T2k, (8.59)
vs) |7 K
Que en forma abreviada es:
{e}={e"}+2{x"} (8.60)

8.4.2 Comportamiento en el plano del laminado

Las tensiones en el plano para la lamina k sin tener en cuenta los efectos
higrotérmicos vienen dadas por:

{0}:[Q]k({s°}+z{/cv}) (8.61)

Las fuerzas y momentos resultantes vienen dados por:

(8.62)

Reemplazando la ecuacién (8.61) resulta:
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(N} =[], [ (o) +2{x°})z

Tk

M}=>[Q], LZk ({g°}+ Z{KQ})ZdZ

= k-1

=
Il
N

(8.63)

=3

JiN

Operando de forma analoga a la teoria clasica, la Unica variacion existente es que
en el caso actual las curvaturas estan modificadas por el efecto del cortante. Es decir se
obtienen las mismas matrices de rigidez del laminado:

N X i A<x A<y A<s Bxx Bxy Bxs & S

N y A/x Ayy A/s Byx Byy Bys € _\(/)

Ns _ Asx &y Ass Bsx Bsy Bss 7/ ;) ) (8 6 4)
M X BXX Bxy BXS DXX ny DXS K:(/ .
M, Byx Byy Bys Dyx Dyy Dys K\y/

M s Bsx sy ss sz Dsy DSS K;/

En caso de incluir los efectos higrotérmicos, se sumarian las fuerzas y momentos
higrotérmicos equivalentes a las fuerzas mecénicas. Para obtener las deformaciones y
curvaturas en el plano medio del laminado se invierte la relacion (8.64) como en la
teoria clasica y se obtiene:

gl a, &, a,ib, b, Dbo|[N,

¢ 3 a, a, a, b, b, by|IN y

750 & 8y A b, by, b N, (8.65)
K[ |y Cy Co i dy dy dg||M, '

K, Cx C, Cyid, dy dg||M,

k] |Cx Cy G dy dy dy||M,

Por lo tanto, el considerar el efecto del cortante Gnicamente afecta a las expresiones
de las curvaturas del plano medio del laminado.

8.4.3 Comportamiento fuera del plano del laminado

La relacion tension-deformacion fuera del plano del laminado es independiente de
la relacion en el plano segun la ecuacion (6.25) y viene dada por:
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{Tq} :|:qu qu:| {7q} (866)
7’—r k qu Crr K 7/r

Siendo Vg y V, las fuerzas cortanes resultantes por unidad de longitud, se cumple:

V h| T no. |C, C y
al_ g — aq ar q 8.67
{v,} Im{rr}dz Z}I{cq CrrHyr oz (8.67)
Que en forma abreviada puede escribirse como:

Z j (el (8.68)

Dado que los coeficientes de rigidez son uniformes en cada ldmina pueden extraerse
de la integral de (8.68). Por otra parte, al ser las deformaciones angulares uniformes en
todo el espesor pueden extraerse también del sumatorio, por lo que (8.68) puede
expresarse COmo:

(z[c] j y) (8.69)

La ecuacion (8.69) puede escribirse en funcion de unos coeficientes de rigidez de
cortante transversal como:

Vi=[F]{r} (8.70)
Donde la matriz de coeficientes de rigidez de cortante es:

n

[F1=2.[C] (2~ 2c) (8.71)

i=1

La ecuacion (8.70) en forma expandida es:

Vq qu qu 7(1 8.72
e 67
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Mediante la relacion inversa de (8.72) se obtienen las deformaciones angulares y
mediante la ecuacion (8.66) las tensiones cortantes fuera del plano. El resultado es
incongruente, ya que indica que las tensiones tangenciales son uniformes en cada capa,
existiendo discontinuidades de tension tangencial de capa a capa. Si bien estas
discontinuidades pueden existir en las tensiones en el plano, no pueden producirse en
el comportamiento fuera del plano, ya que en las interldminas se tendrian dos valores
de tension cortante distintos. Para soslayar este problema se utilizan las ecuaciones de
equilibrio de tensiones, de forma andloga a como se determinan las tensiones cortantes
en el caso de las vigas en flexion simple.

8.4.4 Tensiones interlaminares

En el siguiente desarrollo se utilizar4 la notacién de comas para las derivadas
parciales. Las ecuaciones de equilibrio dadas en la ecuacion (3.5) son:

Oux tTsy+7,,= F,

T,to,,+7,,=F (8.73)

y

Tt Ty, T0,,= F,

Suponiendo que las fuerzas de volumen son nulas, las tensiones fuera del plano se
obtienen de la primera y segunda ecuaciones de (8.73):

z-rz:_o-xx_z-sy
' (8.74)
Taz = Tsx ~Oyy
Las relaciones tension deformacion pueden escribirse como:
o) @[ Q=R & <
o, = {1Q4) [{e, t siendo {Qt} ={Qf Q, Q) (8.75)
e eyt Q) ={er @ o

Donde las llaves indican una matriz columna 3x1, siendo su traspuesta una matriz
fila 1x3. Los corchetes inidican una matriz cuadrada. De las ecuaciones (8.74) y (8.75)
y teniendo en cuenta la distribucion de deformaciones dada en (8.60) resulta:
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(8.76)

Por otra parte, de acuerdo a la ecuacion (8.65) las deformaciones y curvaturas del
plano medio del laminado son:

(&%} =[al{N}+[b]{Mm}
('} =[e]{N} +[d]{m]

(8.77)

Se determinarén las tensiones para un caso particular. Se supone por una parte que
no acttian fuerzas normales, es decir, {N}= {0}. Sustituyendo la ecuacion (8.77) en la
ecuacion (8.76) se obtiene:

o, =={Q) ([b]+ 2[d]) (M}, —{Qi} ([b]+ 2[d]) (M}
o, =—{Q} ([o]+ 2[d]){M}, —{Q} ([b]+ 2[d]){M}

(8.78)

Por otra parte, analizando el equilibrio de un elemento de placa, si el momento torsor

por unidad de longitud es uniforme y My y My dependen uUnicamente de x e vy,
respectivamente, se cumplen las siguientes relaciones:

Mol [V M.,| [0
{M } = 1My =10 {M },y =M, =1V, (8.79)
M,.J (0 M,,| |0

Por otra parte, las matrices de flexibilidad del laminado se pueden descomponer en
matrices columna:

Bl=[ib) fo) ] [0]=[ld} {4} @)] @80

Las ecuaciones (8.78) pueden expresarse como:
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defel e T
Integrando (8.81) respecto de z resulta:
(e 12) y
—<{Qs}t[z{by}+—2{dy}] {o:}t(z{bxw—z{dx}}} ) .

Las constantes de integracion c;; se obtienen teniendo en cuenta las condiciones de
contorno. Analizando el caso de , al ser nulas en las lAminas externas:

T;(Zo)zrg(zn)zo (8.83)

Por otra parte, imponiendo la continuidad de tensiones interlaminares en la
interlamina k para las laminas k y k+1:

*(z,)=7"(z,) (8.84)

Aplicando la ecuacion (8.83) a la Iamina 1 de acuerdo a la ecuacion (8.82): resulta:

(e | c:r>=<{q¢}t[zo{by}+§{dy}j {Q:}t[zo{bx}é{dx}}} .

Aplicando la ecuacion (8.84) de forma recursiva se obtienen las constantes de
integracion:
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Tras haber obtenido las constantes de integracion en (8.86) y (8.87) las tensiones
cortantes de la ldmina k vienen dadas por:

T he h| [V
{T“} :{h“k“ h‘l} {V“} (8.88)
rJk rq m K r

(8.89)

Las tensiones dadas en (8.88) tienen una distribucion parabdlica que ademas es
continua. Es de destacar el hecho de que las ecuaciones son solo validas en el caso de
fuerzas normales nulas, de que My y M, dependan respectivamente de x e y y el
momento torsor Ms sea uniformemente distribuido.



9.CONFIGURACIONES
PARTICULARES DE
LAMINADO

9.1. INTRODUCCION

En el presente capitulo se muestran ejemplos de casos particulares de
configuraciones de laminado. Se analizan los coeficientes de rigidez del laminado para
determinar la nulidad de los mismos en funcién de las condiciones de apilamiento de
las laminas.

9.2. LAMINADOS SIMETRICOS

9.2.1 Caso general

Un laminado es simétrico cuando para cada lamina situada a un lado del plano de
referencia existe una ldmina situada al otro lado del plano de referencia y a la misma
distancia que la primera, con idéntico espesor, orietacion y propiedades. El laminado
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es simétrico geométrica y materialmente. Se consideran dos laminas k y k' situadas
simétricamente respecto al plano de referencia. Entonces:

k k' = =
hk = hk' Qij = Qij L, ==L
Donde hxy Z, son respectivamente, el espesor y la coordenada del plano medio de
la ldmina k que son:

Z, = %(Zk + Zk—l) hk =74 — 4,

Los coeficientes de acoplamiento membrana-placa pueden expresarse como:

n n

D [Q], (ze + 21 ) (2 — 2y

k=1 k=1

[B]=3 [0}, (2 .-

I\Jll—\

1
g
O
o
=
N|
=
>
x~

Debido a las condiciones de simetria, el sumatorio estd constituido por parejas de
sumandos del mismo valor absoluto y signos opuestos. Por lo tanto, para un laminado
simétrico la matriz de coeficientes de acoplamiento membrana-placa es nula, es decir:

[B]=0

Por lo tanto, no existe acoplamiento entre las fuerzas de membrana y las curvaturas
del laminado, ni entre los momentos y las deformaciones de membrana. La relacién
carga deformacion en este caso se reduce a:

Nx A(x Axy Axs ‘93
Ny e=[Ax A, Al (8.90)
Ns _Asx &y Ass 7/50
MX _DXX ny DXS KX
M,+=|D, D, D, |ix, (8.91)
MS SX sy SS KS

Posteriormente se discuten algunos tipos especiales de laminados simétricos.
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9.2.2 Laminados con laminas isétropas

161

Si las laminas son isétropas aungue no todas sean del mismo material, las rigideces
de las laminas para cada par de ldminas simétricas k, k'

: E
k k k k
QXX:ny:QXX:ny:l_l‘(/kz
Qi =Q)=Q,=Q; =0
k v WE
-0 -%
E
Kk _ Ok — k
Q= Qs 2(1+vy)

Teniendo en cuenta los coeficientes de membrana y placa del laminado:

A&x:A/y

D, = Dyy

As =
DXS = Dys =O

A, =0

Las relaciones carga deformacion adoptan la forma:

N X A<x Axy

N y(~— Axy A(x

N, 0 O
M X Dxx ny
M, =D, D,
M 0 0

0]|e

0 3;’ (8.92)
A7

0 |[x,

0 , (8.93)
DSS KS

Segin (8.92) en el comportamiento en membrana no existe acoplamiento

traccion-cortadura y segin (8.93) en el comportamiento de placa no existe

acoplamiento flexion-torsion. El laminado se comporta globalmente como una placa

isétropa.
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9.2.3 Laminados cruzados simétricos

Los laminados cruzados son aquellos en que las direcciones longitudinal vy
transversal de las laminas estan orientadas segun los ejes de referencia del laminado.
Por lo tanto, las Iaminas estan orientadas a 0° 0 a 90°. Suponiendo que la lamina k estéa
orientada a 0°, es decir coincidiendo su direccion principal 1 con la direccion x de
referencia del laminado, se tiene:

k
Qk sz ZE—l
XX 11 k  k
1-vivy
k =k
Qk :Qk — V21E1
Xy 12 k k
1-vyvy
k
Qk _Qk _ E2
X2 k k
” 1-vyvy

Q:s = Qlkﬁ =0 Q)ljs = Q2k6 =0 Qly<s = Qge =0 sts = Qgﬁ = lez
Por lo que los siguientes coeficientes de rigidez del laminado son nulos:
AXS:AYSZO st:Dys=0

En este caso tampoco existe acoplamiento traccidn cortadura en el comportamiento
a membrana ni acoplamiento flexion-torsion en el comportamiento de placa. Las
relaciones carga deformacion se reducen como en el caso anterior a:

N, [A. A, 0]le

Nyr=I Ay, A, O 53

NJ [0 0 Alr
M,) [D, D, 0 ][«
M +=|D, D 0 |4k
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9.2.4 Laminado simétricos angulares

Los laminados con laminas orientadas a +8y -@se denominan laminados angulares.
Pueden ser simétricos o asimétricos. Si un laminado contiene un ndmero impar de
laminas orientadas alternando +8y -6, el laminado es simétrico. Los coeficientes de
acoplamiento de cortadura Axs, Ays, Dxs Y Dys N0 son nulos, pero su magnitud decrece a
medida que aumenta el nimero de laminas para el mismo espesor de laminado.

9.3. LAMINADOS EQUILIBRADOS

9.3.1 Caso general

Un laminado es equilibrado cuando esté constituido por pares de laminas de igual
espesor y propiedades elésticas pero tienen orientaciones +8y -6 de sus ejes principales
respecto a los ejes de referencia del laminado. Para cada par de laminas equilibradas k
y k’se cumple:

h. =h,
6, =6,

Segun las relaciones de transformacion de los coeficientes de rigidez reducidos en
el plano dadas en (6.26) resulta:

Qis (0) = _Qis (_0)
Parai=x,y

Los términos de acoplamiento de cortadura son:

n

As :ZQiI;(Zk - Zk-l):Zn:Qil;hk =0
k=1

k=1

El hecho de que el coeficiente Ais de acoplamiento de cortadura sea 0, es una
caracteristica que define a los laminados equilibrados. Un laminado consistente en
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pares de lAminas de orientaciones +8y -6 mas laminas orientadas a 0 0 90° es también
equilibrado.

Un laminado equilibrado puede ser simétrico, antisimétrico, o asimétrico. Por
ejemplo, un laminado constituido por pares de laminas orientadasa iy - &y 6y - 6
puede tener las siguientes disposiciones:

Simétrica:  [6,/-6,16,1-6,1-0,16,1-6,16,]=[+6,1=06],

Donde el subindice s de la denominacién abreviada indica simetria.
Antisimétrica: [/ &/ -6 —61]
Asimétrica; [/ 61 61 —6)]

En general, los coeficientes de acoplamiento Djs flexion/torsion no son cero a menos
que los laminados sean antisimétricos. La relacion general para este tipo de laminados
es:

N X A(X A<y 0 Bxx Bxy Bxs & S
N, Ax Ay 0 By, B, Bylle 8
Ns _ 0 0 Ass Bsx Bsy Bss 7/ 50 i
M X Bxx Bxy Bxs Dxx ny st Ky
M , Byx Byy ByS Dyx Dyy DyS K,
M s Bsx Bsy ss sz Dsy Dss K

9.3.2 Laminados antisimétricos

Constituyen un caso especial de laminado equilibrado, teniendo su laminas
equilibradas +6y-@situadas simétricamente respecto del plano medio.

En este caso, los coeficientes de acoplamiento flexion/torsion son:

D=5 Q% (22 - 20,)=0
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Debido a que para las laminas equilibradas k y k' situadas simétricamente:

3 .3 3 .3
(Zk - Zk-1)= (Zk' - Zk'—l)

Qilg = _Qilél

Los coeficientes de acoplamiento Bj; para los laminados antisimétricos no son en
general nulos, y varian de acuerdo al apilamiento. La relaciones carga deformacion para
este tipo de laminados son:

N, A« Ay, O By By By llel
Ny Ayx Ayy 0 Byx Byy Bys 53
N[ |0 0 A By By Bylly
M, |Ba By BeiD, D, 0 [|x
M y Byx Byy Bys Dyx Dyy 0 Ky
M, _BSX By Bs: O 0 DSS_ K,

9.3.3 Laminados antisimétricos cruzados

Estos laminados estan constituidos por ldminas orientadas a 0° y a 90°, de manera
gue a cada ldmina a 0° situada a una distancia z del plano de referencia, le corresponde
una ldmina a 90° y situada a una distancia -z del plano de referencia. Debido a esta
definicidn, estos laminados tienen un nimero par de laminas.

Para cada par de ldminas geométricamente simétricas k y k', se tiene:
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Por lo tanto, de las expresiones de coeficientes de rigidez del laminado se tiene que:

A=Ay  Ag=A,=0
Bxx = _Byy Bxy = Bxs = Bys = Bss =0
D, = Dyy D, = DyS =0

La relacién carga-deformacion completa es:

Nl [A« Ay 0 iBe 0 0]lg
Ny| |Ax Ax 00 -B, 0]e
N, 0 0 A0 0 0
M[|B. 0 0 D, D, 0|k
My| |0 -B, 0 D, D, 0 |,
M |0 0 0:0 0 Dgllx

Para laminados cruzados con laminas alternas a 0° y a 90°, los coeficientes de
acoplamiento By se aproximan a 0 cuando el nimero de ldminas crece para un espesor
constante de laminado.

9.3.4 Laminados antisimétricos angulares

Los laminados antisimétricos angulares consisten en pares de ldminas con
orientaciones +8 y - @ (0<£<90), situadas simétricamente respecto al plano medio y
teniendo el mismo espesor y propiedades elasticas. Debido a la antisimetria:

As =D =0 (I=x,y)
Para cada par de laminas equilibradas k y k' con orientaciones 8y -0 se tiene:
k k' k k' k k'
Qxx = Qxx ny = ny Qxy = Qxy
Qu=-Qu  Qi=-Qr Qu=Q

Debido a la definicion de los coeficientes Bijj se deduce que:



CONFIGURACIONES PARTICULARES DE LAMINADO 167

B, =B, =B, =B, =0

Nx Axx Axy 0 0 0 Bxs 53
N, |Ax A, O 0 0 Byl
N[ [0 0 AsiBy By 01y
M, 0 0 B, D, D, 0 [|x
My| | 0 0 By:.D, D, 0|k
M, |Bx By 0 0 0 Dy«

Un caso especial de este tipo de laminados es el laminado antisimétrico angular
regular, consistente en un numero par de laminas orientadas alternando las
orientaciones +0y -6, es decir [0/-616/...16/~6] o [£4]..

Los coeficientes no nulos Bys y Bys se aproximan a cero cuando el nimero de ldminas
aumenta para el mismo espesor del laminado.

9.4. LAMINADOS ORTOTROPOS

En un laminado simétrico equilibrado las orientaciones de las laminas son paralelas
0 estan equilibradas respecto a dos ejes perpendiculares X e Yy, que se denominan ejes
principales del laminado. En el presente apartado estas direcciones son las que
corresponden a los ejes del laminado. Desde un punto de vista macroscépico, este
laminado puede ser tratado como un material ortétropo homogéneo, siendo los ejes X
e Yy los ejes principales de ortotropia del material. En consecuencia, un laminado
simétrico equilibrado se denomina ortétropo. Los coeficientes de acoplamiento
flexion/membrana y los de cortadura son cero, es decir:

B.=0 i,j=X,¥,§
A.=0 i=Xy

Entonces, las relaciones fuerza deformacion referidas al sistema de coordenas X e
y son:
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Ne| [Ax Ay 0][e
Nyp=| A Ay 0 el
NS Lo 0 Al

Estas relaciones, referidas a un sistema de referencia arbitrario Oxy, adoptan la
forma:

N X Axx A<y Axs ‘93
Ny =1 A Ay A ‘93
N s '%x &y '%s e g

0 en forma abreviada:

[N ]OXy - [A]Oxy [80 ]Oxy

Se pueden establecer las siguientes correspondencias con las ecuaciones
correspondientes a una lamina:

X 1

yr—<2

s 6
N o, N, o,
Ny ¢ =140, N, r—>40,
N§ Ts Ns Ts
gl (& &l e
& 16 g 18,

0 0
7/§ }/6 7/3 }/s

0 Q Q, O
0

AS? 0 O Q66
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Aw As As] |Qu Qp Qg
AYX AYV AYS - QYX ny st
&x &y &s st st st

Por lo tanto para obtener Ajj en los ejes xy se pueden utilizar las mismas relaciones
de transformacion que para los coeficientes Qj correspondientes a una lamina
ortétropa.

9.5. LAMINADOS CUASI-ISOTROPOS

Existe un tipo especial de laminados ortdtropos para los cuales algunas propiedades
elasticas son independientes de la orientacion en el comportamiento en membrana. Las
rigideces y flexibilidades en el plano Aj;; son idénticas en todas las direcciones. Todos
los coeficientes de acoplamiento de cortadura son nulos, ya que son laminados
equilibrados; por lo tanto Axs = Ays = 0.

Si un laminado esta constituido por tres 0 mas laminas idénticas que estan orientadas
el mismo angulo con respecto a las laminas adyacentes la matriz [A] es isétropa pero
las matrices [B] y [D] no son necesariamente isétropas. Estos laminados se denominan
cuasi-isétropos o isotropos planos y el angulo entre laminas adyacentes debe ser z/n,
siendo n el nimero de ldminas. Por ejemplo, los laminados [60,0,-60] y [90/45/0/-45]
son cuasi-isétropos.

En el caso en que estos laminados sean ademas simétricos, constituyen un caso
particular de lamiando ort6tropo, ya que en tal caso los coeficientes de acoplamiento
membrana-placa de la matriz [B] son nulos. No obstante, los coeficientes de
acoplamiento flexion-torsion Dys y Dys no son nulos, por lo que el comportamiento
isotropo solo se satisface cuando las fuerzas aplicadas son de membrana.






10.EJEMPLOS DE
LAMINADOS
CARBONO/EPOXI

10.1. INTRODUCCION

Se aplican cargas mecanicas e higrotérmicas a configuraciones particulares de
laminado analizadas en el capitulo anterior para obtener las tensiones correspondientes
al comportamiento en el plano. Los laminados estan compuestos en todos los casos por
un material fibra de carbono/epoxi fabricado por Hexcel Composites, denominado
AS4/3501-6 cuyas propiedades bésicas son.

E: = 147 Gpa E> =10,3 Gpa G2 =7 Gpa vip = 0,27

a1 =-0,9-10°°Ct @ =27-10°°C* p1=0,01 $2=0,2

Por otra parte, todos los laminados estan constituidos por 8 laminas de 0,125 mm.
Cuando las laminas contiguas tienen la misma orientacion se forma una capa de laminas
de la misma direccion. En todos los casos se aplica una carga de traccion en el eje x de
100 N/mm.
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Dado que la temperatura de curado del material es de 180°C, se supondré el
comportamiento a temperatura ambiente, con AT = -155 °C. No se consideran efectos
higroscépicos de absorcion de humedad. Sin embargo, desde el punto de vista de
comportamiento mecanico, la absorcion de humedad reduce las deformaciones y
tensiones térmicas, ya que mientras que AT es siempre negativo, AC es siempre
positivo.

10.2. LAMINADOS CRUZADOS

10.2.1 Laminados simétricos

Se analizan dos laminados simétricos con las ldminas orientadas a 0° y a 90°. Las
configuraciones de laminado analizadas son:

[0 /90/0/ 90]S Existen 7 capas cambiando la orientacidn alternativamente, excepto

en el plano central.

[0 / 90]S Existen 3 capas, cada una constituida por dos ldminas.

La Figura 10.1 muestra ambas configuraciones de laminado y la numeracion de las
laminas.

Figura 10.1

A continuacion se muestran las matrices de rigidez de ambas configuraciones
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[0/90/0/90],
(A, A A 1B B B_| [79054 2795 0 0 0 0]
A, A, A B B B 2795 79054 0 i 0 0 0
ASX ASy ASS BSX BSy BSS O 0 7000 0 O 0
B, B, B, D, D, D | | 0 0 0 8735 233 0
B, B, B,iD, D, D, 0 0 0 | 233 4441 0
!B, B, B,/D D, D || 0 0 0 {0 0 58
[0/90],
A, A, A iB B B_| [79054 2795 0 0 0 0]
A, A, A B B B 2795 79054 0 0 0 0
A, A, A B, B B, 0 0 7000; 0 0 0
B, B, B, DL D, D | | 0 0 0 110882 233 0
B, B, B,iD, D, D, 0 0 0 | 233 2294 0
B, B, B,iD D, D | | 0 0 0 0 0 583]

Los coeficientes de rigidez en membrana son iguales en ambos casos, ya que éstos
no dependen del orden de apilamiento de las laminas. Sin embargo la rigidez a flexién
en la direccion x es mayor en el caso de 3 capas, debido al mayor espesor de la capa de
0° en las partes externas del espesor. De manera opuesta, los coeficientes de rigidez en
el eje y son menores en el caso de 3 capas, ya que para esa direccion las ldminas estan
orientadas a 90°. En cuanto a los efectos higrotérmicos los términos no nulos son
iguales en ambos casos y corresponden a fuerzas equivalentes en los ejes x e y:

NI =-17 N/mm
N, =—17 N/mm

Las tensiones mecénicas y térmicas son las mismas para las mismas orientaciones
de lamina en ambos casos. La Figura 10.2 muestra las tensiones normales en los ejes x
e y para el laminado de 7 capas. Las tensiones de cortadura son nulas.
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Tensiones Mecinicas Tensiones Mecinicas
Figura 10.2

Las tensiones oy estan asociadas a la imposibilidad de libre deformacion en el eje y,
debido a la diferencia de coeficientes de Poisson de las ldminas a 0° y a 90°. En la Figura
10.3 se muestran las tensiones higrotérmicas ox y oy en los ejes del laminado de 7 capas,
dado que z,=0. Los valores son los mismos para las mismas orientaciones en el

laminado de 3 capas.

ox(MPa) oy (MPa)

l 46 I 40
- 40
-
o T 40
— + 40
Lo

=4 + 40
—l 40

Tensiones Higrotérmicas
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Figura 10.3

En la Figura 10.4 se muestran las tensiones totales para el laminado de 7 capas en
las direcciones principales de ortotropia. En las ldminas orientadas a 0° las direcciones
X, y se corresponden con las direcciones L, T respectivamente y en las l&minas
orientadas a 90° las direcciones X, y se corresponden con las T, L respectivamente. Se
aprecia la gran importancia de las tensiones higrotérmicas en la direccién transversal
de las laminas.

oL (MPa) or (MPa)
I 147 ﬁ 43
=43 * 147 43 453
l =43 I 147 I 43 I 53
=43 * 147 43 53
(5 53 ~
=43 I 147 I 43 53
I =43 * 147 43 I 53
43 I 147 43 53
+ 147 —l 43
Tensiones Totales Tensiones Totales
Figura 10.4

10.2.2 Laminados antisimétricos

Se analizan dos laminados antisimétricos cruzados. Las configuraciones de
laminado analizadas son:

[0/90/0/ 90]als Las 8 laminas cambian de orientacion alternativamente, por lo que

existen 8 capas.

[0 / 90]as Existen 4 capas, cada una constituida por dos laminas

La Figura 10.5 muestra ambas configuraciones de laminado y la numeracion de las
laminas.
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/ mm / Zl

Figura 10.5

A continuacion se muestran las matrices de rigidez de ambas configuraciones

Puede apreciarse que los Unicos coeficientes que varian de una configuracion a otra
son los de acoplamiento membrana-placa, siendo los del segundo caso el doble que los
del primero. En particular, aparecen componentes relacionando el comportamiento
normal con el de flexion. En cuanto a los efectos higrotérmicos, las fuerzas

[0/90/0/90]

as

A, A A B B B | [79054 2795 0 |-4294 0 0|
A, A, A iB B B 2795 79054 0 0 4294 0
A, A A |B, B B, 0 0 7000; O 0 o0
B, B, B, /D, D, D, | |42 0 0 | 6588 233 O
B, B, B,iD, D, D, 0 4294 0 | 233 6588 O
B, B, B, {D, D, D_| 0 0 0 0 0 583

[0/90],

A, A, A !B B B | [79054 2795 0 |[-888 0 0|
A, A, A B B B, 2795 79054 0 0 888 0
ASX Asy ASS BSX Bsy BSS 0 0 7000 0 0 O
B, B, B,:D, D, D, | |-4294 0 0 | 6588 233 0
B, B, B, D, D, D, 0 4294 0 | 233 6588 O
B, B, B,|D, D, D,| 0 0 0 0 0 583

higrotérmicas equivalentes son iguales en ambos casos:

NI =-17 N/mm
N, =—17 N/mm
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Aparecen también momentos flectores higrotérmicos equivalentes, que son iguales
en los ejes x, y:

[0/90/0/90]_ - M /™ =M™ =-1,6 N/mm

as

[0/90]as M= M;” =-3,2 N/mm

En la Figura 10.6 se muestran las tensiones ox obtenidas en ambas configuraciones
de laminado. Se aprecia que aplicando traccion las tensiones obtenidas en ambos casos
no son las mismas debido a la diferencia en los coeficientes de acoplamiento By y Byy.
Por otra parte, existe una variacion lineal en el espesor, que indica que existen
deformaciones debidas a curvaturas de flexion.

1% = |1
S
o 226 289

17 241 j 23
LV [0/90/0/90], 5 [0/90].

Tensiones Mecanicas Tensiones Mecanicas

Figura 10.6

Las tensiones oy son muy pequefias en este caso, como en el anterior. Por otra parte,
las tensiones de cortadura 7y son nulas. La Figura 10.7 muestra las tensiones normales
higrotérmicas ox para ambos laminados, donde la distribucion lineal esté relacionada
con los momentos flectores higrotérmicos. Las tensiones oy son las mismas en orden
inverso y las tensiones cortantes zy son nulas.
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2t 41
I 41
40
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Figura 10.7

En cuanto a las direcciones L, T, en la Figura 10.8 se muestran las tensiones
normales en la direccion longitudinal, siendo mayores en el laminado de 4 capas.

] E 210 \Q
: 0

226

241

I [0/90/0/90],

Tensiones Mecinicas

L

[0/90].

Tensiones Mecanicas

Figura 10.8

Las tensiones méximas transversales or son también maximas en el laminado de 4
capas y se muestran en la Figura 10.9.

[0/90/0/90]a5 Tensiones Mecinicas [Olgo]as Tensiones Mecinicas

Figura 10.9
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Aunqgue se ha supuesto gue se aplica una fuerza normal Gnicamente, los amarres de
traccion en las maquinas universales de ensayo son asimilables a empotramientos. En
el caso de laminados anitismétricos, por una parte los momentos flectores
higrotérmicos generan curvaturas iniciales de flexion. Estas curvaturas se elimina al
amarrar la probeta, para lo que es necesario que existan momentos flectores de reaccion
en los empotramientos. Es decir, existen momentos flectores aun cuando la carga
aplicada es nula. A medida que se aplica la carga, el acoplamiento traccién-flexidn
tiende a generar curvaturas de flexién que no son posibles debido a las condiciones de
amarre. Esta imposibilidad debe estar relacionada también con momentos flectores
adicionales que no se han tenido en cuenta en el presente andlisis. Por estas razones,
los ensayos de traccion se realizan habitualmente en configuraciones de laminado
donde no existen los efectos de acoplamiento sefialados.

La Figura 10.10 corresponde a la tesis doctoral de Neftali Carbajal y muestra una
fotografia de dos laminados cruzados asimétricos a temperatura ambiente. Tienen
geometria de tira, por lo que prepondera la curvatura en el eje longitudinal.

190/05]

Figura 10.10
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10.3. LAMINADOS ANGULARES A +45°

10.3.1 Laminados simétricos

Se analizan dos laminados simétricos equilibrados con laminas a 45° y a -45° en
todos los casos. Las configuraciones de laminado analizadas son:

[i45/ J_r45]s Existen 7 capas cambiando la orientacidn alternativamente, excepto en

el plano central.

[145]S Existen 3 capas, cada una constituida por dos ldminas.

La Figura 10.11 muestra ambas configuraciones de laminado y la numeracion de las
laminas. Los laminados considerados son los mismos que los anteriores girados 45°.

Figura 10.11

A continuacion se muestran las matrices de rigidez de ambas configuraciones

[+45/ +45],
A, A A B B B_ | [47925 33925 0 0 0 0 |
A, A A B B B | (33925 47925 0 0 0 0
A, A, A B B B, 0 0 38129 0 0 0
B, B, B,!D, D, D, | | 0 0 0 3994 2827 1073
B, B, B,iD D D, 0 0 0 {2827 3994 1073
!B, B, B, D, D D | | 0 0 0 {1073 1073 3177
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A, A, A 1B, B B | [47925 33925 0 0o 0 0
A, A, A iB_ B B | 33925 47925 0 0 0 o0
ASX ASy ASS BSX BSy BSS 0 O 38129 0 O 0
B, B, B,iD, D, D_| | 0 0 0 3994 2827 2147
B, B, B, D, D, D, 0 0 0 {2827 3994 2147
!B, B, B,iD D, D | | 0 0 0 {2147 2147 3177

Puede apreciarse que los Unicos coeficientes que varian de una configuracion a otra
son los de acoplamiento flexion-torsion, siendo menores en el primer caso. En cuanto
a los efectos higrotérmicos, los términos no nulos son iguales en ambos casos:

NI =-17 N/mm
N, =—17 N/mm

Por lo tanto, aplicando traccion las deformaciones y tensiones obtenidas en ambos
casos son las mismas. En la Figura 10.12 se muestran las tensiones no nulas obtenidas
en el laminado de 8 capas segun las direcciones de laminado. Los valores para las
mismas orientaciones de capa son los mismos en el laminado de 4 capas. Es destacable
sefialar la aparicién de tensiones de cortadura en el plano. Ello es debido a los
coeficientes de acoplamiento traccion-cortadura existentes en cada lamina que, si la
deformacion fuera libre, generaria deformaciones tangenciales. Pero debido a la
alternancia de orientacién, las laminas contiguas impiden tales deformaciones
tangenciales. Por ello, en el comportamiento global del laminado no aparece
acoplamiento traccion-cortadura. Esta coaccion a las deformaciones tangenciales es la
gue provoca la aparicién de tensiones cortantes.
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Tensiones Mecinicas Tensiones Mecinicas
Figura 10.12

La coaccion a la deformacidn tangencial asociada a la alternancia en la orientacion
genera tensiones fuera del plano en los bordes del laminado. Estos efectos se
denominan efectos de borde y disminuyen a medida que aumenta el nimero de capas.

La Figura 10.13 muestra las tensiones no nulas asociadas al cambio de temperatura
en los ejes del laminado. Unicamente existen tensiones de cortadura, asociadas al efecto
explicado anteriormente.

4
£ 5 84 &

’
4
e

Tensiones Higrotérmicas

Figura 10.13

Los criterios de fallo estan asociados a las tensiones en las direcciones principales
del laminado. En la Figura 10.14 se muestran tales tensiones mecéanicas en las
diirecciones principales de ortotropia de cada lamina para el laminado de 8 capas.
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Tensiones Mecinicas Tensiones Mecinicas Tensiones Mecinicas
Figura 10.14

En la Figura 10.15 se muestran las tensiones higrotérmicas no nulas en las
direcciones principales de ortotropia para el mismo laminado.

o — w0
L — —3% w0
=t — s
—t—— 40
T 40
=t 40
—t—— 40
————————— —_— 4
.y 40

Tensiones Higrotérmicas Tensiones Higrotérmicas

Figura 10.15

Puede apreciarse que en la direccién longitudinal las tensiones higrotérmicas y
mecanicas son de signo opuesto por lo que se compensan, mientras que en la direccién
transversal se suman.

10.3.2 Laminados antisimétricos

Se analizan dos laminados antisimétricos equilibrados con laminas a 45° y a -45° .
Las configuraciones de laminado analizadas son:
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[J_r45/4_r45]as Las 8 ldminas cambian de orientacion alternativamente, por lo que

existen 8 capas.

[145]as Existen 4 capas, cada una constituida por dos ldminas

La Figura 10.16 muestra ambas configuraciones de laminado y la numeracion de las
laminas.

450 l
/ / z

Figura 10.16

A continuacion se muestran las matrices de rigidez de ambas configuraciones

[+45/ +45]

as

(A, A A iB_ B B_] [47925 33925 0 0 0 -2147]
A, A A B B B | 33925 47925 0 0 0 -2147
A, A A B B B, 0 0 38129 | 2147 2147 O
B, B, B.iD, D D || 0 0 2147 | 3994 2827 0
B, B, B, D, D D, 0 0  -2147 | 2827 3994 O

!B, B, B {D, D, D_| |-2147 2147 0 0 0 3177 |

[+45],,

(A, A A B B B_| [47925 33925 0 0 0 —4294]
A, A, A B, B B, | |3325 47925 0 0 0 —4294
A, A A | B, B B 0 0 38129 | 4294 4294 0
B, B, B,/D, D D || 0 0 4294 | 3994 2827 0
B, B, B,!D D, D, 0 0  -4204 | 2827 3994 0

B, B, B {D, D D_| |-4294 -4294 0 0 0 3177 |
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Puede apreciarse que los Unicos coeficientes que varian de una configuracion a otra
son los de acoplamiento membrana-placa, siendo menores en el primer caso. En
particular, aparecen componentes relacionando el comportamiento normal con la
torsion. En cuanto a los efectos higrotérmicos, las fuerzas higrotérmicas equivalentes
son iguales en ambos casos:

NS =-17 N/mm
N, =-17 N/mm

Sin embargo, es mayor el momento torsor equivalente que aparece en el caso de 4
capas, siendo:

+45/+45] —>M"T =—-1,6 N/mm
[ ]as S
+45] —> MM =-3,2 N/mm
[ ]as S

En la Figura 10.17 se muestran las tensiones ox obtenidas en ambas configuraciones
de laminado. Se aprecia que aplicando traccion las deformaciones y tensiones obtenidas
en ambos casos no son las mismas debido a la diferencia en los coeficientes de
acoplamiento Bys y Bys.

113 84
109 3 125
/ 117
108
\ 117
= 109 - 125
—H 113 84
7 [£45/445], ? [£45]as
Tensiones Mecinicas Tensiones Mecinicas
Figura 10.17

La Figura 10.18 muestra las tensiones normales en la direccion y que surgen debido
a los efectos de acoplamiento.
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Figura 10.18

En la Figura 10.19 pueden apreciarse las tensiones cortantes en el sistema de
referencia del laminado. La distribucién de tensiones cortantes es también muy
dependiente de la configuracion del laminado.

Ser —\_ 3 21

= 31

\ i 35 T il

= \ 39 S
\ _.4 \.“ < 44
34 48 58
\ 35 \ﬁ'_’ H \ a7
3 56 2t
(- [£45/+45] N [£45].s
Tensiones Mecinicas Tensiones Mecinicas

Figura 10.19

En cuanto a las direcciones principales de ortotropia, las tensiones de mayor
importancia son las 7zt y son iguales en ambos casos para las mismas orientaciones,
alcanzando un valor de 50 MPa. Las tensiones higrotérmicas de mayor relevancia son
las or, alcanzando un valor de 40 MPa, siendo similares en ambas configuraciones.

En el caso de laminados angulares anitisimétricos, por una parte los momentos
torsores higrotérmicos generan una curvatura inicial de torsion. Esta curvatura se
elimina al amarrar la probeta en la maquina de ensayo, para lo que es necesario que
existan momentos torsores de reaccidon en los empotramientos. Es decir, existen
momentos torsores aun cuando la carga aplicada es nula. A medida que se aplica la
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carga, el acoplamiento traccion-torsién tiende a generar curvaturas de torsion que no
son posibles debido a las condiciones de amarre. Esta imposibilidad debe estar
relacionada también con momentos torsores adicionales que no se han tenido en cuenta
en el presente andlisis. Por ello, los ensayos de traccion se realizan habitualmente en
configuraciones de laminado donde no existen los efectos de acoplamiento sefialados.

Figura 10.20

La Figura 10.20 corresponde a la tesis doctoral de Gustavo Vargas y muestra la
fotografia de una probeta [45/-45] de un material carbono/epoxy apoyada en un (til de
ensayo de flexion. Se aprecia claramente la curvatura inicial de torsion debida a los
efectos higrotérmicos. En este caso, debido a que no existe acoplamiento flexion-
torsion, durante el ensayo de flexidn la curvatura de torsién desaparece tras un
determinado nivel de carga, ya que debido a la configuracién de apoyo surgen
momentos torsores opuestos a la curvatura inicial. Posteriormente, puede considerarse
que la reaccién del apoyo estd uniformemente distribuida en el ancho por lo que el
andlisis se reduce a un ensayo de flexion habitual.
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