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Prologo

El contenido de este libro corresponde a la asignatura Mecanica Aplicada de los
Grados de Ingenierias Industriales de la Universidad del Pais Vasco (UPV/EHU).
Siendo una asignatura que se imparte en diferentes grados, tiene dos objetivos
fundamentales: en el caso del Grado de Ingenieria Mecanica, la asignatura es el soporte
de las asignaturas "Elasticidad y Resistencia de Materiales" y de "Cinematica y
Dindmica de Maquinas" que se imparten en tercero. En el caso de las otras titulaciones,
el objetivo fundamental es que las alumnas y alumnos interioricen conocimientos sobre
los fundamentos de la Ingenieria Mecanica.

La ciencia "Mecanica" estudia e/ movimiento de los cuerpos. Estos pueden ser
particulas o sistemas de particulas. Cuando los sistemas de particulas son continuos,
pueden ser fluidos o sélidos. En los fluidos, al ejercer fuerzas paralelas a la superficie,
se producen cambios irreversibles. En esta asignatura, las leyes de la Mecanica de
particulas se aplicaran fundamentalmente a los solidos rigidos, es decir, a aquellos que
no se deforman. Se analizaran también las bases del analisis de s6lidos deformables.

El andlisis del movimiento se divide en dos ramas fundamentales: Cinematica y
Dinamica. En la Cinematica, se estudia el movimiento del cuerpo sin atender a las
causas del mismo. En la Dindmica, se relacionan las caracteristicas del movimiento con
sus causas, que son las fuerzas, utilizando como ley principal la segunda ley de Newton.
La Estdtica es una caso particular de la Dinamica y se analizan sistemas en "equilibrio".
Debido a la importancia que tiene en Ingenieria Mecanica, habitualmente se considera

como una rama diferenciada de la Mecanica.

En el primer tema se analizan las operaciones con vectores y los sistemas de
vectores. Las operaciones se introducen a modo de repaso. El analisis de sistemas de
vectores es util en Estatica, Cinematica y Dinamica. En el segundo tema, se analiza la
determinacion de centros de gravedad y de momentos de inercia, que se utilizaran en
Resistencia de Materiales y en Dindmica. Los contenidos de estos dos primeros temas,
proporcionan instrumentos necesarios para desarrollar la Mecanica.

En el tercer tema se definen las condiciones de Estatica y el diagrama del sélido
libre. También se analizan los enlaces que los solidos y las estructuras tienen entre si 'y

con el entorno, asi como las fuerzas y momentos que sustituyen a dichos enlaces. El
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cuarto tema trata brevemente el rozamiento y se incluye también la resistencia a la
rodadura. En el quinto tema se analizan los cables, utilizando las leyes de la Estatica.
En el sexto tema, se analiza someramente el sélido deformable, analizando las
relaciones existentes entre las fuerzas y momentos de seccion de las piezas prismaticas
con las tensiones y deformaciones. Los temas incluidos entre el tercero y el sexto estan
basados en las leyes de la Estatica.

En el séptimo tema se analiza la Cinematica del Solido Rigido, tras repasar la
Cinematica de la Particula. Tras analizar los campos de velocidades y aceleraciones del
Solido Rigido, se analiza el movimiento relativo respecto al mismo de una particula
que no pertenece as solido. Finalmente, se analiza el movimiento relativo entre sélidos.
En el octavo tema, se aplica la Cinematica al caso del movimiento plano y se analizan
sus caracteristicas.

En el noveno tema se estudian las magnitudes y teoremas fundamentales de la
Dinamica en el caso de particulas y sistemas de particulas discretos. En el décimo tema,
se desarrollan dichas magnitudes y teoremas al caso del Solido Rigido. En el undécimo
tema se trata un ejemplo general de la Dindmica del Sélido Rigido: la dinamica del
solido con eje fijo. Finalmente, en el duodécimo tema, se aplican las leyes de la
Dinamica al caso del movimiento plano.
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1. FUNDAMENTOS DE CALCULO
VECTORIAL

1.1. INTRODUCCION

Las magnitudes fisicas que se pueden identificar mediante un niumero se denominan
escalares. Las magnitudes vectoriales son aquellas que requieren para su definicion de
modulo, direccion, sentido y en algunos casos de la posicion del punto de aplicacion.
Dos vectores con el mismo modulo, direccion y sentido son equipolentes. Dependiendo
de las caracteristicas de su punto de aplicacion los vectores se dividen en:

Vectores libres: Su punto de aplicacion puede ser cualquiera del espacio. Dos
vectores libres son iguales si son equipolentes. Como ejemplo, el momento de un par
de fuerzas.

Vectores deslizantes: Su punto de aplicacion puede ser cualquiera que corresponda
a su recta soporte. Dos vectores equipolentes situados en la misma recta son iguales.
Sirva como ejemplo una fuerza aplicada sobre un solido rigido.

Vectores fijos: Su punto de aplicacion es un punto del espacio. Por lo tanto, la
igualdad de vectores fijos se reduce a la identidad, como en el caso del momento
respecto de un punto.
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1.2. OPERACIONES CON VECTORES

1.2.1 Suma de vectores

Sean dos vectores libres v, y v, . Tras colocar el origen del vector v, tras el extremo
del vector v, , el vector suma es el que tiene como origen el del vector v, y como extremo

el del vector v, , tal y como se aprecia en la Figura 1.1.

Figura 1.1

La operacion suma satisface las propiedades conmutativa y asociativa, es decir.
v+, =V, + (1.D)
Vi+(V, +0) = (V4 V,)+ 0, =V, + 0, 7, (1.2)
1.2.2  Producto por un escalar y diferencia de vectores

Dado el vector v y el escalar A, la operacion producto entre el escalar y el vector es
un vector de la misma direccion que v, de magnitud /1|\7 | y del mismo sentido que v
si A>0 y de sentido opuesto si 4 <0. En el caso particular de 1 =-1 el resultado es
el vector (—\7 ) , que es el vector opuesto a v. La suma de ambos vectores es el vector

nulo:
\7+(—\7)=0 (1.3)

La diferencia entre dos vectores v, y v, , se obtiene sumando al primero el opuesto

del segundo, es decir:
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V=V, =V, +(—172) (1.4)

El producto de un vector por un escalar satisface las propiedades conmutativa y
distributiva, tanto respecto de la suma de escalares como respecto de la suma de

vectores:
AV =74 (1.5)
(A +2,)0 =4V + 4,9 (1.6)
A, +7,) = AV, + A%, (1.7)

Siendo |\7| =v el médulo del vector ¥ y #, un vector unitario de la misma direccion

y sentido, v puede expresarse como:

V=i

v

A= (18)

Por lo tanto, el vector unitario viene dado por:

<>
11
| <

(1.9)

<
<l

1.2.3 Componentes en un sistema de referencia

Dado un sistema de referencia cartesiano Oxyz, siendo i, j, k los vectores

unitarios de los ejes x, y, z respectivamente, teniendo en cuenta las operaciones suma
de vectores y producto de un vector por un escalar, el vector v se puede expresar como:

V=vi+vjtvk (1.10)

Siendo vy, vy, v: las componentes escalares de v en el sistema de referencia

considerado, como se muestra en la Figura 1.2.
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Vz

<!

Vy Y

Figura 1.2

El modulo del vector se puede expresar como:

9] = Vi +v7 +v2 (1.11)
Sean dos vectores v, y v, dados por sus componentes:

Vo=vi+v j+v k
1 1 1 1

oo (1.12)
Vy =Vl J+ v, .k

Teniendo en cuenta que el producto entre escalar y vector satisface la propiedad
distributiva respecto a la suma de escalares, los vectores unitarios pueden extraerse
como factor comun y el vector suma de ambos viene dado por:

A

V0, = (v, 0, )T+ (v, vy, ) T+ (v vy, ) (1.13)

El resultado puede extenderse al caso de mas vectores. Por lo tanto, la proyeccion
del vector suma sobre uno de los ejes es la suma de las proyecciones de los vectores

sumando sobre el mismo eje.
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1.2.4 Vector unitario y cosenos directores de una direccion

Segun (1.9) y (1.11) el vector unitario #, de la direccion y sentido de v es:

vf+v A’+vl€ P N r
X y.] z :vxl+_yj+v_zk (114)

2 2 2
[ v v v
Vi +v, VL

Por otra parte, los cosenos directores se definen como los cosenos de los angulos «,

u =

v

v
v

S, yque forma la direccion del vector con los ejes coordenados x, y, z, respectivamente,

como se muestra en la Figura 1.3.

Ay

B

v
B
/4
g
@) A
C
z
Figura 1.3

El segmento AP de la Figura 1.3 es perpendicular al eje x, dado que esta contenido
en un plano perpendicular al mismo. Por lo tanto, OAP es un triangulo rectangulo y el
coseno director que corresponde al eje x es

cosq == (1.15)
v

Segun (1.14) la ecuacion (1.15) da la componente x del vector unitario. Por un

analisis andlogo se obtienen los cosenos de los dngulos Sy ¥, siendo:
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v %
cosff=—+ cosy =—* (1.16)
A% A%

Segun las ecuaciones (1.14)- (1.16) el vector unitario puede expresarse como:
ﬁvzcosaf+cosﬂj'+cos7/l€ (1.17)

Por lo tanto, las componentes de un vector unitario en un sistema de referencia

cartesiano, son los cosenos directores de la direccion del vector unitario.

1.2.5 Producto escalar de dos vectores
El producto escalar de dos vectores v, y v, se define como:
V-V, =V, cosf (1.18)

Siendo fel angulo que forman ambos vectores colocados en el mismo origen, como
se muestra en la Figura 1.4.

v, cosd

Figura 1.4

Por su propia definicion, la operacion producto escalar satisface la propiedad
conmutativa. Satisface también la propiedad distributiva respecto a la suma de vectores,
es decir:

(1.19)

(‘71 +‘72)"73 =V V4V,

=

Si uno de los vectores es unitario, por ejemplo si v, =1, segiin la ecuacion (1.18) el
producto escalar proporciona la proyeccion del vector v, sobre la direccion de v, . Asi,

para obtener la proyeccion de un vector sobre una direccion determinada, se multiplica
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escalarmente el vector por el vector unitario de dicha direccion. La Figura 1.5 muestra

la proyeccion del vector v sobre la direccion dada por el vector unitario .

vcosé

Figura 1.5

En un sistema de referencia Oxyz, segun la definicion dada en (1.18), los productos

escalares entre vectores unitarios son:

i jmkkml
lAlA JA JA P (1.20)
i-j=j-k=k-i=0

Si los vectores v, y v, se expresan segin sus componentes en un sistema de

referencia el producto escalar es:
V-V, = (lef + vlyf + vlzk) . (vhf + VZVj + vzzk) (1.21)

Dado que se satisface la propiedad distributiva y teniendo en cuenta las operaciones
entre vectores unitarios dadas en (1.20) resulta:

ViV, SV, VY, VLY, (1.22)

El modulo del vector v se puede obtener utilizando la operacién producto escalar

Ccomo:

=\7-\7=vf+v§+vzz (1.23)
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1.2.6 Producto vectorial de dos vectores

El producto vectorial entre los vectores v,y v,se define como la operacion que

proprociona el vector:

[}

%V, =(vv,sin @) (1.24)

Donde 7 es un vector unitario perpendicular al plano 7 definido por v, y v,. Su

sentido es el que proporciona el dedo pulgar de la mano derecha al girar los otros dedos

desde v, hacia v,, como se muestra en la Figura 1.6.

V), XV,

Figura 1.6

El producto vectorial no satisface la propiedad conmutativa, ya que:
ﬂxﬁzz—(ﬁzxﬁ,) (1.25)

La operacion satisface la propiedad distributiva respecto de la suma de vectores, es
decir:

B x (7, +7,) =¥, XV, + 7, x 7, (1.26)

De acuerdo a la definicion dada en (1.24), los productos vectoriales entre los
vectores unitarios de un sistema de referencia vienen dados por:
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ixi=jxj=kxk=0

ixj=k

A JA . (1.27)
Jxk=i

fxi=;

Segun (1.27) el producto vectorial de dos cualesquiera de los vectores unitarios da

como resultado el tercer vector unitario. El signo es positivo si la permutacion es en el
orden i, j, k. Dados los vectores v, y v, expresados segiin sus componentes, el

producto vectorial viene dado por:
VXV, = (lef + vlyj + vlzl:t) X (vhf + vzyj' + vzzlg) (1.28)

Teniendo en cuenta las operaciones entre vectores unitarios dadas en (1.27), aplicando
la propiedad distributiva y extrayendo como factor comun los vectores unitarios resulta:

VXV, = (VIyVZZ NV )l + (Vlzv2x ViV, )] + (leVZy “ViyVay )k (1.29)

(1.29) corresponde al desarrollo del siguiente determinante segun los elementos de la

primera fila:

ik
VXV, =V v, Y, (1.30)
V2x v2y VZZ

1.2.7 Producto mixto de tres vectores

El producto mixto de los vectores Vv, v, y v, se define como el escalar resultante de

la siguiente operacion:
(V, x ¥, )V (1.31)

Expresando los vectores en funcion de sus componentes, teniendo en cuenta las

expresiones del producto escalar y del producto vectorial se tiene:
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(‘_}1 x ‘72 ) : ‘73 = (v]yv22 ViV )V3x + (vlzv2x “ViVa: )Vsy + (levzy - v]yv2x)v32 (1 '32)

(1.32) se puede expresar como el siguiente determinante:

le vly vlz
(v] xvz)-v3 =Voy Vy, Vi (1.33)
Ve V3 Vi,

(W, x9,) -V, = (¥, x V) - ¥, = (Vy x ¥, ) -9, (1.34)
1.2.8 Doble producto vectorial
El doble producto vectorial de los vectores @, by ¢ viene dado por:
fy:ﬁx(l;xé) (1.35)

Suponiendo que b y ¢ estan contenidos en el plano 7, el vector (EXE) es

perpendicular al plano, como se muestra en la Figura 1.7. El vector d puede
descomponerse en una componente contenida en el plano 7 y en una componente
perpendicular respecto al mismo, siendo:

d=d_+d (1.36)

T n

En virtud de la propiedad distributiva del producto vectorial, segun (1.35):

ﬁ:ﬁx(ExE)zﬁ X(EXE) (1.37)

La Figura 1.7 muestra los vectores @, b y ¢, la descomposiciéon de @ y el doble

producto vectorial p, que como puede apreciarse estd contenido en el plano 7.
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Q)

ol

Figura 1.7

El analisis puede ser realizado en el plano 7, como se muestra en la Figura 1.8. Dado

que el vector p esta contenido en 7z, puede ser descompuesto segun las direcciones de

byc:
p=Au, + A0, (1.38)

Donde u, y u, son los vectores unitarios correspondientes a las direcciones b y c,

respectivamente:

abzg i =< (1.39)
C

Figura 1.8
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Tras multiplicar escalarmente la ecuacion (1.38) por los vectores unitarios de la
ecuacion (1.39) resulta:

Pty =2, + (4, -1,) (1.40)
pei, =2 (, 0. )+ 4, (1.41)

De acuerdo a los angulos y los vectores definidos en la Figura 1.8, las ecuaciones
(1.40) y (1.41) pueden escribirse como:

|ﬁ|c056’pb = A, + 4, cosd (1.42)
|Z9|cos0pc =A,cos0+ 4, (1.43)
Multiplicando la ecuacion (1.43) por cos @y restandola de la ecuacion (1.42) resulta:

|]3|(cos 6, —cosd, cos 9) =}, sin’ 0 (1.44)
Teniendo en cuenta que 6, = (Hpc + 0) y | [9| =a_bcsin@ , la ecuacion (1.44) queda:

A, ==-a,bcsing,, (1.45)

b pc

Segun la Figura 1.8, = (QM —%) Sustituyendo en la ecuacion (1.45) resulta:

A, =ba ccosl,, (1.46)

Por otra parte, teniendo en cuenta la propiedad distributiva del producto escalar se
tiene:

a-¢=(a,+a,)-¢=a,-c=a,ccosb, (1.47)

T n

Comparando las ecuaciones (1.46) y (1.47) se tiene:
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A, =b(ad-c) (1.48)

Para obtener A, multiplicando la ecuacion (1.42) por cosd y restandola de la
ecuacion (1.43):

|[9|(cos 0, —cosf,, cos 9) =4 sin’ 0 (1.49)

Teniendo en cuenta que 6, = (9 b~ 9) , la ecuacion (1.49) se convierte en:

A =a,bcsing, (1.50)

De acuerdo a la Figura 1.8,6,, :(sz —%) Sustituyendo en la ecuacion (1.50)

resulta:

A, =—ca,bcosl, (1.51)
Analizando el producto escalar entre d y b resulta:

d-b=abcosh, (1.52)
Comparando las ecuaciones (1.51) y (1.52):

A =—c(a-b) (1.53)

Combinando las ecuaciones (1.38), (1.39), (1.48) y (1.53) se obtiene la expresion
del doble producto vectorial:

ax(bxc)=b(a-é)-é(a-b) (1.54)

La formula dada en (1.54) sera utilizada en el presente capitulo y en los relativos a
la Cinematica y Dindmica del Sélido Rigido.
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1.3. SISTEMAS DE VECTORES DESLIZANTES

1.3.1 Momento respecto de un punto
El momento de un vector deslizante v respecto de un punto O se define como:
M, =0A4xv (1.55)

Donde el punto A puede ser cualquier punto de la recta soporte del vector. Para

demostrarlo, suponiendo que el momento en otro punto B de la recta soporte es M, o

M}, = OBx¥ =(04+ AB)xv = 04Axv =M, (1.56)

Figura 1.9

Por lo tanto, al ser irrelevante el punto de la recta soporte, el modulo del momento
viene dado por:

|M,| =[5]oP (1.57)

La Figura 1.9 muestra el punto O respecto del que se toman momentos y los puntos

A, By P de la recta soporte, siendo OP perpendicular a ¥ .

En el caso de los vectores deslizantes es necesario definir, ademas de un vector libre
equipolente, la recta soporte sobre la que acttia. Para ello se definen las coordenadas
vectoriales del vector deslizante:
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v : vector libre equipolente al vector deslizante.

M | : momento respecto del punto O.

El vector M debe definir la recta soporte del vector libre ¥. Siendo 7 un plano

perpendicular a la direccion del vector que contiene un punto arbitrario O, como se
muestra en la Figura 1.10, se quiere demostrar que las coordenadas vectoriales definen

el punto de interseccion P de la recta soporte del vector con el plano 7.

<l

P"'\.O

Figura 1.10

Se asume que el momento respecto del punto O es conocido y viene dado por:

M, =0Px¥v (1.58)

Multiplicando (1.58) miembro a miembro vectorialmente por v y utilizando la

formula del doble producto vectorial:

17><]\7[0=\7><((73><\7)=OTJ(§-§)—V(V-OTD)=VZO73 (1.59)
Despejando la posicion de P de (1.59) resulta:
op=""Mo (1.60)
\4

Por lo tanto, queda demostrado que conocidos el vector libre equipolente v y el
momento respecto de un punto O se puede determinar la posicion de la recta soporte
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del vector deslizante. Por otra parte, de acuerdo a la Figura 1.9 el momento respecto a
otro punto O’ del espacio viene dado por:

M0,=07>xv:(70+073)xv:M0+0'0xv (1.61)

(1.61) es la ecuacion del campo de momentos asociado al vector deslizante.
Conocido el momento respecto de un punto O y el vector libre equipolente, puede
calcularse el momento respecto de cualquier otro punto O’.

1.3.2 Momento respecto de un eje

El momento del vector deslizante v respecto de un eje A de vector unitario #, se

define como:

M, =M,-i,=(PAx¥)-i, (1.62)

Siendo P cualquier punto del eje. En efecto, si se calcula respecto de otro punto
P’del eje como se muestra en la Figura 1.11, se tiene:

M;=MP,.12A=(m’xv).zzA=[(ﬁ+ﬁ)xa]ﬁA=MA (1.63)
La ecuacion (1.63) se satisface debido a la propiedad distributiva del producto

vectorial y a que los vectores PP y i, son paralelos. El vector v se puede

descomponer de la siguiente forma, como se muestra en la Figura 1.11:

V=V, 4V +¥ (1.64)

7 par 7 per
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N

P9

‘_;A =
v/[ er
Pé. :
T Vﬂpar
A
Figura 1.11

Las componentes de la ecuacion (1.64) son:

v, : paralela al eje
Ve - CONtenida en el plano 7, que es paralela al vector PA.

V. - contenida en el plano 7, que es perpendicular al vector PA.
Por lo tanto la ecuacion (1.62) puede escribirse como:

M, =(PAxY) ity =| PAX(¥, +7,,, + 7, ) -1, (1.65)

7 par 7 per

En (1.65), por una parte, la componente v, es paralela al vector #, y por otra, la

componente v, es paralela a PA, por lo que los productos mixtos correspondientes

son nulos, resultando:

= PAv (1.66)

7 per

7 per v;r per

M, =(m><\7)-dA=(ﬂ><\7 )-ﬁAz‘ﬁ

La ecuacion (1.66) se satisface debido a que PA y v__ son perpendiculares entre

7 per

si y ademas estan contenidos en un plano perpendicular a i, .
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En consecuencia, la componente del vector que es paralela al eje v, y la

componente que corta el eje v_  no dan momento respecto al mismo. Fisicamente,

par
puede asimilarse a la apertura o cierre de una puerta mediante una fuerza de direccion
arbitraria: La componente de la fuerza que corta el eje de las bisagras, asi como la que
es paralela a dicho eje no provocan el giro de la puerta. Unicamente la componente que
cruza dicho eje provoca que la puerta gire.

Segun la expresion (1.66), el momento respecto del eje es el producto del modulo
de la componente que cruza el eje y de la distancia perpendicular desde dicha
componente al eje. El signo, lo proporciona la regla de la mano derecha. Este resultado
es de utilidad para calcular el momento de un vector respecto de un punto en un sistema

de referencia, como se explica a continuacion.

Si se adopta un sistema de referencia cartesiano rectangular Oxyz, el momento
respecto del punto O se puede expresar como:

My=M,i+M,j+M,k (1.67)

Por otra parte, dado que el punto O pertenece a los ejes x, y, z, los momentos respecto
a los ejes coordenados vienen dados por:

>

M, =M, i=M,,
M, =M, -j=M,, (1.68)
M. =M, k=M,

Segun (1.68), los momentos respecto a los ejes son las componentes del momento
respecto al punto O y puede escribirse:

My=Mi+M,j+Mk (1.69)

Segin (1.69), el calculo del momento respecto de un punto puede realizarse
calculando los momentos respecto a tres ejes perpendiculares que concurren en dicho
punto. Por otra parte, los momentos respecto a ejes pueden calcularse de forma sencilla
segun (1.66), sin la necesidad de recurrir al calculo de determinantes.
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1.3.3 Resultante, momento resultante, momento minimo y eje central

Un sistema de N vectores deslizantes puede caracterizarse utilizando las
coordenadas vectoriales mediante la resultante R de los vectores libres equipolentes y

mediante el momento resultante M, respecto a un punto del espacio O, que vienen

dados por:
= (1.70)

La resultante es es un vector libre y el momento resultante es un vector ligado al
punto O. El momento resultante en otro punto O’ viene dado por:

1

N N oo .
My =Y (00+04)x5 = (M, +0'0x7,) (1.71)
i=1 i=1
Teniendo en cuenta la definicion de momento resultante respecto de O dada en

(1.70)2 y dado que el vector O'O puede extraerse como factor comin en (1.71), la
ecuacion del campo de momentos de un sistema de vectores deslizantes viene dada por:

M, =M,+0'OxR (1.72)

Segun (1.72), conocida la resultante y el momento resultante respecto de un punto
O, es posible determinar el momento resultante respecto de cualquier otro punto O’. De
la ecuacion (1.72) se puede deducir que si dos sistemas de vectores deslizantes tienen
la misma resultante y el mismo momento resultante respecto de un determinado
punto del espacio O, el momento resultante es el mismo respecto de cualquier otro
punto del espacio O’. Se dice entonces que ambos sistemas de vectores son

equivalentes.

Los sistemas de vectores deslizantes poseen un invariante escalar y un invariante

vectorial:
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a/ El invariante vectorial es la resultante del sistema R, que es un vector libre.
b/ El invariante escalar 7 es:

t=M, R=M, R (1.73)

El caracter invariante de 7 se deduce de la ecuacion (1.72), multiplicando
escalarmente miembro a miembro por R .
M, R

T . - = S .
El escalar — = que es la proyeccion de M, sobre R, es también invariante

por serlo el numerador y el denominador. La Figura 1.12 muestra el significado de la
invariancia de la proyeccion sobre la resultante del momento respecto de cualquier
punto. Para ello, se trasladan al mismo origen A los momentos respecto a tres puntos
0,0°y0O”.

Figura 1.12

En consecuencia, el momento minimo del campo de momentos tiene como modulo
dicha proyeccion y su direccidn es la de la resultante, es decir:

M, :FE (1.74)
Por otra parte, segin (1.72) la condicién para que los momentos de dos puntos

cualesquiera O y O’ sean iguales es que los vectores Q'O y R sean paralelos. En
consecuencia, los lugares geométricos de puntos de igual momento son rectas paralelas

a la resultante. En particular, el lugar geométrico de puntos donde el momento es
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minimo se denomina eje central, siendo su vector unitario #, =—, como se muestra

= | =

en la Figura 1.13.

uV

/E

Eje Central

Figura 1.13
1.3.4 Clasificacion de sistemas de vectores deslizantes

Los sistemas de vectores deslizantes pueden clasificarse en funcion de la nulidad o
no de su invariante escalar:

1. 7#0. Es el caso mas general. El sistema puede reducirse a la resultante y al

momento minimo situados en el eje central, de acuerdo a la Figura 1.13.
2.7=0

2.1. R=0. El sistema puede reducirse al momento de un par de fuerzas, que

es un vector libre en el espacio. No existe eje central.

22. M oL R . El sistema puede reducirse a una tica resultante situada en el

eje central, dado que M. = 0. Siendo P un punto del eje central su momento es nulo

min

y adoptando O como punto de referencia se cumple:
M,=M,+OPxR=0PxR (1.75)

La ecuacion (1.75) constituye el teorema de Varignon, segin el cual el momento
resultante es igual al momento de la resultante. Este caso de la clasificacion es de
especial interés, ya que corresponde a los sistemas de vectores paralelos, a los sistemas
de vectores concurrentes y a los sistemas de vectores contenidos en un plano.
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23.R=0y M o= 0 en un punto de referencia O. Aplicando la ecuacion (1.72) del

campo de momentos, se infiere que el momento es nulo en cualquier otro punto del
espacio. Tales sistemas se denominan nulos y corresponden al estudio de la Estatica
del Solido Rigido.

Dados dos sistemas de vectores que tienen la misma resultante y el mismo momento
resultante respecto de un punto determinado, se deduce que el momento resultante es
el mismo en cualquier punto del espacio, ya que la diferencia de ambos sistemas es un
sistema nulo. Por lo tanto, como se ha explicado anteriormente, ambos sistemas son

equivalentes.

1.4. SISTEMAS DE VECTORES LIGADOS

1.4.1 Virial respecto de un punto

Para definir un vector ligado, ademas del vector libre equipolente y de la recta
soporte sobre la que actaa, es necesario establecer su punto de aplicacion en dicha recta
soporte. Para situar el punto de aplicacion de un vector ligado en un punto concreto de
la recta soporte se define un parametro escalar: El virial vo; respecto al punto O del
vector ¥, correspondiente a un sistema de vectores ligados es:

v, =04 -7 (1.76)

1 1 1

En otro punto O’, el virial viene dado por:

Vo, =04 -, =(0'0+04))-3, = v, + 00 5, (1.77)

La ecuacion (1.77) es la ecuacion del campo de viriales, segtn la cual conocido el
virial respecto de un punto puede determinarse el virial respecto de cualquier otro punto
del espacio. La Figura 1.14 muestra el vector v, el plano 7 perpendicular al mismo que
pasa por el punto O y el punto O’. Para que los viriales respecto de los puntos O y O’

sean iguales se debe anular el segundo sumando de (1.77), por lo que los lugares
geométricos de puntos de igual virial son planos perpendiculares al vector.
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Figura 1.14

El virial resultante del sistema respecto del punto O viene dado por la suma de
viriales respecto de ese punto, siendo:

vozivw :io?,v,, (1.78)
i=1 i=1

El virial resultante respecto de otro punto O’ viene dado por:

N N
vo,=Z(W)+0—4)-q=z(va+%-q) (1.79)

i=1 i=1

Teniendo en cuenta que el vector O'O puede extraerse del sumatorio de (1.79) como

factor comun, resulta:

vy =v,+00-R (1.80)

Seguin (1.80) para que se cumpla v, =v,debe satisfacerse que OO LR.Porlo

tanto, los lugares geométricos de puntos de igual virial resultante son planos
perpendiculares a la resultante y en consecuencia al eje central. El plano que tiene virial
nulo se denomina plano central y su interseccion con el eje central proporciona el punto
central o centroide del sistema C, como se muestra en la Figura 1.15.



24 MECANICA APLICADA

Plano centra

v=0

Eje central

Figura 1.15

1.4.2 Sistemas de vectores paralelos ligados

En el caso de un sistema de vectores paralelos ligados, todos ellos son paralelos a
un vector unitario #. En este apartado se determinara el centroide de un sistema de

vectores paralelos ligados. La resultante viene dada por:
. N N
R=Z§[=£Zvljﬁ (1.81)
i=1 i=1
El momento resultante viene dado por:

o

M =io—4xj=(ﬁ:wo—4jxﬁ (1.82)

El virial resultante viene dado por:

i=1

Ve =ﬁ“0—A;-vi :(iviO—Aij-ﬁ (1.83)

i=1

Segtin (1.81) la resultante es paralela a z y segun (1.82) el momento resultante es

perpendicular a #. Por lo tanto, la resultante y el momento resultante son
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perpendiculares y 7 =0, por lo que el sistema puede reducirse a una resultante aplicada

en el punto central.

El momento y virial resultantes pueden determinarse también de las ecuaciones
(1.72) y (1.80) correspondientes al campo de momentos y al campo de viriales,
respectivamente. Para ello, teniendo en cuenta que el momento y el virial resultante en
el punto central C son nulos y relaciondndolos con el momento y el virial resultante del
punto de referencia O resulta:

. . . N
M0=OC><R=OC><(ZV,}L? (1.84)

: ivi]ﬁ (1.85)

Igualando las ecuaciones (1.82) y (1.83) con las (1.84) y (1.85), respectivamente,
resulta:

(ZNZVI,]&?X&:(ZN:V[—AJX& (1.86)

N I N
(ZVJOC-L?=(ZVI.0AJ-12 (1.87)
i=1 i=1
Las ecuaciones (1.86) y (1.87) se pueden expresar de la forma:

X xu

Y xd (1.88)
X-4=Y-u (1.89)

Donde:
R N . - N
X:(ZVIJOC Y:(ZV,OA,.) (1.90)
i=1 i=1

Multiplicando vectorialmente por u la ecuacion (1.88):
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ﬁx()?xﬁ)zﬁx(fxd) (1.91)

Aplicando la férmula del doble producto vectorial en (1.91) resulta:

X - (u)?) =Y- (u?) (1.92)

Analizando la ecuacién (1.92), dado que se satisface (1.89), se tiene X =Y . Segin
(1.90) se tiene:

OC=+l_ (1.93)

(1.93) proporciona la posicion del punto central C respecto de un origen O.
Utilizando un sistema de referencia cartesiano, los vectores pueden expresarse como:

OC=xi+vy.j+zk
O AT e (1.94)
OA, =xi+y,j+zk

Igualando las componentes, las coordenadas del centroide vienen dadas por:

Xo=— Ve =2 zp=5— (1.95)

En el caso en que el sistema de vectores esté formado por vectores diferenciales
distribuidos de forma continua en un dominio D, que puede ser un volumen, una

superficie o una curva, en vez de los vectores Vv, =vi se tienen los vectores

diferenciales dv = dvii. Los sumatorios se extienden de forma continua, por lo que se

convierten en integrales.
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_I xdv _I ydv _J zdv
e J?de Ve~ J?de o J?de (1.96)

En el caso particular de que los vectores representen el peso de los elementos
diferenciales de un cuerpo cerca de la superficie de la Tierra, dado que las dimensiones
de la Tierra son mucho mayores que las del cuerpo, puede considerarse que los vectores
son paralelos. En este caso, el centroide del sistema de vectores es el centro de gravedad
del cuerpo, que se denomina G, y los vectores diferenciales vienen dados por

dv = pgdVj (1.97)

En (1.97) pes la densidad del cuerpo, g es la aceleracion de la gravedad terrestre en
las proximidades de la superficie de la Tierra, dV es el diferencial de volumeny  es

el vector unitario con sentido hacia el centro de la Tierra. Las coordenadas del centro
de gravedad G vienen dadas por:

_ IprdV _IVypdV _IVypdV

NP P

Segun (1.98) la posicion del centro de gravedad no depende del valor de la
aceleracion de la gravedad g en las cercanias de la superficie terrestre.






2. GEOMETRIA DE MASAS Y
SUPERFICIES PLANAS

2.1. INTRODUCCION

El sistema de fuerzas gravitacionales que ejercen todos los elementos de masa de la
Tierra sobre una particula material puede reducirse a una fuerza de atraccion sobre la
particula, siendo la direccidn de esta fuerza la de la recta que une la particula y el centro
de la Tierra. Para un sistema de particulas, siendo las distancias entre las mismas mucho
menores que el radio de la Tierra, puede considerarse que las fuerzas de atraccion
constituyen un sistema de vectores paralelos ligados, como se ha explicado en el
capitulo anterior. En el caso de un s6lido, el sistema de particulas es continuo, por lo
que las particulas se sustituyen por elementos diferenciales de masa. En la
determinacion del centro de gravedad surgen sumatorios o integrales que incluyen el
producto entre masas y distancias. Estos términos se denominan momentos estaticos de

primer orden o simplemente momentos estdticos.

Al analizar la Dindmica del Sé6lido Rigido surgen integrales que dependen de la
distribucioén de masa del sistema y que se denominan momentos y productos de inercia.
Por otra parte, al estudiar las piezas prismaticas sometidas a flexion y a torsion, surgen
el mismo tipo de integrales extendidas en este caso a la seccion recta de la pieza
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prismatica. Debido a la analogia existente con las que surgen en Dinamica, se conocen
también como momentos de inercia. En general, estas integrales incluyen el producto
de la masa o el area por dos distancias, por lo que una denominacioén que resulta mas

rigurosa es la de momentos estdticos de segundo orden.

2.2. CENTROS DE GRAVEDAD

2.2.1 Sistema de particulas

Una particula es un cuerpo que tiene masa y cuya posicion viene dada por las
coordenadas espaciales en un sistema de referencia. La particula no tiene por qué ser
de pequefias dimensiones: por ejemplo, el movimiento de la Tierra respecto del Sol se
analiza como el movimiento de una particula situada en el centro de gravedad de la
Tierra, prescindiendo de la rotacion de la Tierra respecto de su propio eje.

Az
.ml
'mi
7 T
Zj
y:
O -
S Xi
/ g
b9
Figura 2.1

El centroide o punto central del sistema de vectores paralelos ligados, que
constituyen las fuerzas de atraccion gravitatoria de la Tierra sobre un sistema de
particulas, se denomina centro de gravedad y se designa con la letra G. Las coordenadas
del centro de gravedad son:
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N
2%, 2y, 2 mz,

i=1 i=l1 i=1

Xo="y—  Ve="y —  Zs=n 2.1

N N
2m

N N

Sm Sm

i=1 i=1 i=1

Donde m; es la masa de la particula i. Puede apreciarse que la posicion del centro de
gravedad no depende del valor de la aceleracion de la gravedad g y es unicamente
dependiente de la distribucion de masa. La Figura 2.1 muestra un sistema de particulas
y el sistema de referencia respecto al que se calcula el centro de gravedad.

Los numeradores de (2.1) se denominan momentos estaticos de primer orden o
simplemente momentos estaticos respecto a los planos correspondientes, ya que

N
representan el producto de la masa por la distancia a un plano. Por ejemplo, Zmix,, es

i=1

el momento estatico respecto al plano Oyz, ya que x es la distancia a dicho plano.

Si existe un plano de simetria, el momento estatico es nulo respecto a ese plano y el
centro de gravedad esta situado en el plano. Sea por ejemplo el plano Oxy plano de

simetria. En este caso, para cualquier particula de masa m; situada en el punto (x;, y;, z)

siempre existe otra particula j de masa m; = m; de coordenadas (x;, yj, zj) siendo z; =—z,

1

N
En consecuencia, el sumatorio Zmizi estd formado por sumandos (ml.zl. —m;z j) que

i=1

por las condiciones de simetria impuestas son cero.

En el caso de un eje de simetria o de un punto de simetria, el centro de gravedad
también esta situado en ellos. Por otra parte, analizando (2.1) si un momento estatico
es nulo, lo es también la coordenada correspondiente del centro de gravedad.

2.2.2 Masa, volumen, superficie y linea

El caso de un cuerpo de masa M se puede considerar como una distribucion continua
de particulas, por lo que los sumatorios se sustituyen por integrales. La Figura 2.2
muestra un cuerpo, un elemento diferencial de masa dm y el sistema de referencia

respecto al que se calculan las coordenadas del centro de gravedad.
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Figura 2.2

Las coordenadas del centro de gravedad vienen dadas por:

L IprdV b - IVypdV L IVzpdV 22
¢ M ¢ M ¢ M '

Donde M = f , pdV'y pes la densidad.

En el caso de que la densidad del cuerpo sea uniforme, ésta puede extraerse como
factor comun de las integrales y las coordenadas del centro de gravedad quedan:

jV xdV jV ydV jV zdV

7o = — (2.3)

%

X = G

%
Donde V es el volumen del cuerpo.

Si el volumen es una curva de seccion uniforme s y longitud L, siendo dV =sdL ,
las coordenadas del centro de gravedad son:

) L xdL | ydL L zdL

X6 = Yo = Zc =

L L L

(2.4)
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En el caso de lineas curvas, en muchas ocasiones ¢l centro de gravedad no es un
punto que pertenece a la linea; es decir, la resultante de las fuerzas ejercidas por la
Tierra actia en un punto externo al cuerpo.

Si el volumen es una superficie de area 4 y espesor uniforme ¢, siendo dV =tdA4,
las coordenadas del centro de gravedad son:

L ZdA L ZdA . L zdA s

X =

Las ecuaciones (2.5) se emplean también para determinar el centro de gravedad de
superficies planas. En este caso la determinacién del centro de gravedad no esta
relacionada con el peso del cuerpo, sino con la distribucion de area en la superficie, que
surge al analizar la flexion y torsion de piezas prismaticas.

Si el cuerpo, sea masa, volumen, superficie o linea esta constituido por partes de las
que se conocen las posiciones de los centros de gravedad, el centro de gravedad se
puede obtener como en el caso de un sistema de particulas. Por ejemplo, en el caso de

un volumen que se descompone en V7, V>, ...,Vy, para la coordenada xg se tiene:

IdeV ) J'ledV] +.[V2de2 +...+.[VNdeN AT A

£ (2.6)
14 14 14 ’

G

La expresion (2.6) es analoga a las expresiones (2.1). Se satisface debido a la
aditividad de las integrales y se puede extender a las otras coordenadas asi como al caso
de masas, lineas y superficies. Utilizando sumatorios, las coordenadas del centro de
gravedad del volumen compuesto vienen dadas por:

N N N
21 V;xq 1 V;yq z:, V;ZG,

Xg :T Y :T Zg :T (27)

El volumen puede estar constituido por cavidades, que son volimenes negativos.
Por otra parte, las coordenadas de cada uno de los volumenes en que se descompone el
cuerpo estan referidas a un sistema de referencia que se fija al principio. Es pertinente
sefalar que tanto las coordenadas como los volimenes pueden ser negativos. Como en
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el caso de un sistema de particulas, si el cuerpo considerado tiene un elemento de
simetria, el centro de gravedad esta situado en €l.

2.23 Teoremas de Pappus-Guldin

Mediante estos teoremas se pueden calcular la superficie y el volumen de un cuerpo
de revolucidn, conociendo la posicidon del centro de gravedad de la curva y de la
superficie generadora, respectivamente. Alternativamente, también se pueden
determinar el centro de gravedad de una curva plana y de una superficie plana,
conociendo el area de la superficie de revolucion y el volumen del cuerpo,

respectivamente.

Ay
/ dl
Figura 2.3

Segun la Figura 2.3, la superficie generada por el elemento d/ al girar alrededor del

eje x es:
dA=2rydl (2.8)
Integrando en toda la linea, resulta:

A= 27er ydl =27y L (2.9)

Siendo L la longitud de la linea e y¢ la coordenada del centro de gravedad de la
misma. La ecuacion (2.9) constituye el primer teorema de Pappus-Guldin.

De acuerdo a la Figura 2.4, el volumen generado por el elemento de superficie dA4
al girar alrededor del eje x viene dado por:
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dV =27 ydA (2.10)

Figura 2.4

Integrando en toda la superficie, resulta:
szzfAydAzzzzyGA (2.11)

Siendo A4 el area de la superficie e y¢ la coordenada del centro de gravedad de la
misma. La ecuacion (2.11) constituye el segundo teorema de Pappus-Guldin.

2.3. MOMENTOS DE INERCIA

2.3.1 Masas

Al calcular el momento angular y la energia cinética de un soélido rigido surgen
integrales que dependen de la distribucidon de masa del sistema y que se denominan
momentos y productos de inercia. En el caso de un sistema de N particulas se define el
momento de inercia /. respecto de un plano, un eje o un punto como:

N
1,=Y md; (2.12)

i
i=1

Donde d; es la distancia desde la particula de masa m; al elemento considerado.

El producto de inercia respecto dos planos , £ se define como:
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N
Lig, =D mdyd, (2.13)
i=1

Donde du, dg son las distancias desde la particula de masa m; a los planos «, f,
respectivamente. Por las definiciones dadas, los momentos de inercia son cantidades
siempre positivas mientras que los productos de inercia pueden ser positivos o

negativos.
Az
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x
Figura 2.5

En el caso de un sélido, considerando el sistema de referencia de la Figura 2.5, los
momentos de inercia respecto de los planos coordenados Oyz(1), Ozx(2), Oxy(3) vienen

dados por:
I, = szpdV
1= jV v pdV (2.14)
L=| 2pav

Los momentos de inercia respecto a los ejes son:
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L={ (' +2)pdV =1,+1,
=jV *)pdV =1,+1, (2.15)
=jV *)pdV =1,+1,

Segun (2.15), el momento de inercia respecto de un eje es la suma de los momentos
de inercia respecto a dos planos perpendiculares que se cortan en el eje. El momento
de inercia respecto al punto O viene dado por:

Iy={ (¥ +y'+2") pdV =1, + L, +1, (2.16)

Segun (2.16) el momento de inercia respecto de un punto es la suma de los
momentos de inercia respecto de tres planos perpendiculares que se cortan en el punto.

Los productos de inercia de un sélido rigido en un sistema de referencia son:

I, =_fyxypdV
= [, yzpav (2.17)
I =IszpdV

Si existen planos de simetria, los productos de inercia correspondientes a las
coordenadas simétricas son nulos. Por ejemplo, si Oyz(1) es plano de simetria, la

coordenada simétrica es x, ya que representa la distancia a dicho plano. En tal caso

I, =1, =0.Porejemplo, en el caso de /,, aparecen parejas de términos subintegrales

xypdV + (—x) ypdV por lo que la integral se anula.

Si el cuerpo se descompone en partes cuyos momentos de inercia o productos de
inercia son conocidos, el momento de inercia o producto de inercia total se obtiene
como suma de los momentos de inercia correspondientes a las partes. Si en la
descomposicidn del cuerpo existen partes negativas, es necesario restar el momento o
producto de inercia correspondiente.
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El radio de giro ki respecto de un eje A se define como la distancia a la que debe
concentrarse la masa para obtener el mismo momento de inercia, es decir:

1, = Mk} (2.18)

Conocidos el momento de inercia /4 y la masa M del cuerpo, el radio de giro se
obtiene de (2.18).

2.3.2 Teoremas de Steiner

Sea un sistema de referencia Gx’y z” donde los ejes son paralelos a los del sistema
Oxyz. Segun la Figura 2.6, siendo x¢, ys, z¢ las coordenadas del centro de gravedad en

el sistema Oxyz, la relacion entre coordenadas viene dada por:

x=x;+x
Y=gty (2.19)
z=z,+72

' a
(0] a o
............. _ XG
YG
X
Figura 2.6

Analizando el momento de inercia respecto del plano Oyz(1) resulta:

L= xpdv =x| pdV+2x;| x'pdV+[ x”pdv (2.20)
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El segundo sumando del segundo miembro de (2.20) es nulo, dado que que x; =0

El tercer sumando representa el momento de inercia respecto del plano Oy ’z’(1’), por
lo que:

I, =1.+Mx, (2.21)
Analogamente para los planos 2 y 3:

I, =1, +My(2;

(2.22)
I,=1,+Mz,

Seglin (2.21) y (2.22), el momento de inercia respecto de un plano es igual al
momento de inercia respecto de un plano paralelo que pasa por el centro de gravedad,
mas el producto de la masa por la distancia entre ambos planos al cuadrado. En
consecuencia, considerando los momentos de inercia respecto a planos paralelos, es

minimo el que corresponde al plano que pasa por el centro de gravedad.

La extension del teorema a ejes y al punto es inmediata, sumando los momentos de
inercia correspondientes a los planos dados en (2.21) y (2.22). En el caso de ejes,
teniendo en cuenta (2.15) queda:

I=I,+M(y;+z})
I=1,+M(x;+z;) (2.23)
L=1.+M(x;+yg)

En el caso del punto O, teniendo en cuenta (2.16):
Iy=I,+M(x;+y;+z) (2.24)
En el caso de los productos de inercia, analizando /,, resulta:

I, = InypdV =XV IVpdV + xGIVy'pdV + Yo IVx’pdV + Ibe/'pdV (2.25)
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Teniendo en cuenta que los momentos estaticos correspondientes a las coordenadas
x’ ey’ son nulos, (2.25) puede escribirse como:

I, =1, +Mx,y, (2.26)

Anélogamente resulta:

Iyz :[y’z' +MyGZG (2 27)
]zx = Iz’x' + MZGxG

2.3.3 Superficies planas

En el analisis de la flexién y la torsion de piezas prismaticas surgen integrales
analogas a los momentos y productos de inercia, pero extendidas al area de la seccion
recta de la pieza, que es una superficie plana, como puede verse en la Figura 2.7. Por
extension, se denominan también momentos y productos de inercia o momentos
estaticos de segundo orden.

Figura 2.7

En un sistema de referencia Oxy, los momentos de inercia respecto a los ejes x, y
son:

I,=[ yda
! i (2.28)
I,=[ ¥da
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El momento de inercia respecto al punto O es:
I, =L(x2 +y)dA=1,+1, (2.29)

Segtin (2.29) el momento de inercia respecto a un punto es igual a la suma de los
momentos de inercia respecto a dos ejes perpendiculares que se cortan en el punto.

El radio de giro k4 respecto a un eje 4 se define de manera analoga al caso de una
masa y representa la distancia a la que debe estar concentrada la superficie para dar el

mismo momento de inercia, es decir:
I, = Ak, (2.30)

Conocidos el momento de inercia /4 y el area 4 de la superficie, el radio de giro se
obtiene de (2.30).

El producto de inercia se define como:
I, = ijydA (2.31)

Si x, y 0 ambos son ejes de simetria el producto de inercia es nulo. Los teoremas de

Steiner para ejes en el caso de superficies planas son:

I =1,+Ay,
P N (2.32)
I ;= 1 vt Axg,
La demostracion es analoga a la realizada en el caso de masas. El teorema de Steiner

para productos de inercia es:

I, =1+ 4%y, (2.33)

Como en el caso de masas, si la superficie plana se puede dividir en partes de
momentos de inercia o productos de inercia conocidos, el momento de inercia o
producto de inercia total, se obtiene como suma de los momentos de inercia
correspondientes a las partes.
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2.3.4 Rotacion de ejes en superficies planas

Se va a analizar como se transforman los momentos de inercia y productos de inercia
de una superficie respecto de una rotacion de ejes en un punto dado. Se considera un
sistema de referencia Ox’y’ girado un angulo antihorario @ respecto del sistema Oxy,

como se muestra en la Figura 2.8.

Figura 2.8

El vector de posicion de un elemento de area dA se expresa en ambos sistemas de

referencia como:

(2.34)

La relacion entre vectores unitarios segun la Figura 2.8 se puede escribir como:

i =cos6i' —sin0]’ (235)

A

J=sinéi' +cos@ ;'
Sustituyendo (2.35) en la ecuacion (2.34); resulta:

7 = x(cos O —sin ') + y(sin 67 + cos 6" (2.36)
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Igualando las componentes segiin x’ ¢ y’ de la ecuacion (2.34), y de la ecuacion
(2.36) resulta:

x'=xcos@ + ysind
. (2.37)
y'=—xsinf+ ycosd

Por otra parte, el momento de inercia respecto del eje x’ teniendo en cuenta (2.37)
viene dado por:

I, = J.Ay’sz = J.A(—xsiné? + ycos 6’)2 dA (2.38)

Realizando operaciones y teniendo en cuenta que el angulo no depende del area, se
tiene:

I, =sin*0[ ¥’dd+cos’ 0f y'dA—2sinOcosO| xydA (2.39)

Introduciendo en (2.39) las definiciones de momentos y productos de inercia
respecto a los ejes x e y dadas en (2.28):

I, =1 cos’@+1 sin*0—21 sinfcosd (2.40)
El momento de inercia respecto a y’ viene dado por:

I, :ij'sz =L(xcose+ysin9)2 dA (2.41)

Operando de manera analoga al caso de /i, el momento de inercia respecto a y’
viene dado por:

. 2 2 .
I,=1sin"6+1 cos”6+2] sinfcosd (2.42)

El mismo resultado de (2.42) se hubiera obtenido sustituyendo en (2.40) el angulo

corrrespondiente a y’, que es (6’+§). Por tanto, la ecuacion (2.40) proporciona el

momento de inercia para cualquier direccion en el dominio 0<é& <z . Sumando

miembro a miembro las ecuaciones (2.40) y (2.42) resulta:
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Ix, +Iy, :I)C +Iy (2.43)

Segun (2.43), la suma de momentos de inercia respecto de dos ejes perpendiculares
en un punto es invariante. Por otra parte, el producto de inercia viene dado por:

I, = J.A x'y'dA = J.A(xcos 0+ ysin@)(—xsin0 + ycos0)dA (2.44)
Realizando operaciones en (2.44):
I, = (Ix -1, )sinﬁcos O+1, (cos2 0 —sin’ 9) (2.45)

A continuacion se consideran las siguientes identidades trigonométricas:

sin(29) =2sinfcosl
cos(26) =cos’ & —sin’ 6

oot 0025(29) (2.46)
Gin? 0 = 1- 0025(26’)

Reemplazando (2.46) en las ecuaciones (2.40) y (2.45), el momento de inercia y el
producto de inercia en funcion del angulo doble quedan:

1. +1 I -1
I,- .ﬂ; L= 5 *cos(260) -1, sin(20)

(2.47)

I, = Xz “sin(20)+ 1, cos(20)

Xy

Las direcciones que corresponden a los momentos de inercia maximo y minimo se
obtienen derivando la primera ecuacion de (2.47) respecto de 6 e igualando a cero.

Imponiendo dicha condicion y siendo &; el angulo que la cumple, se obtiene:

21
tan(291):—1 2t (2.48)

y
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La ecuacion (2.48) corresponde a dos valores de angulo ; cuya diferencia es de 90°.
Las direcciones definidas por tales angulos se denominan direcciones principales de
inercia y se puede comprobar que en las mismas, los momentos de inercia son maximo
y minimo. Se puede comprobar también que el producto de inercia correspondiente es
nulo. Todo ello se analizara en la representacion grafica que se deduce en los proximos
parrafos.

Las ecuaciones (2.47) son las ecuaciones paramétricas de una circunferencia, siendo
el parametro 26. Para eliminarlo, elevandolas al cuadrado y sumando miembro a

miembro resulta:

2 2
_Q+5

I-= +(1,,) = = +(1,) (2.49)

Tomando como eje de abcisas el de momentos de inercia y como eje de ordenadas
el de productos de inercia, la ecuacion (2.49) corresponde a la de una circunferencia
cuyo centro esta situado en el eje de abcisas. La posicion del centro y el radio de la
circunferencia vienen dados por:

Ix+1y
N : 2.50
[ 2+(1 ; (2.50)
2 v

Cada punto de la circunferencia proporciona el momento de inercia y el producto
de inercia correspondientes a una direccion, siendo dobles los angulos de la
circunferencia. Esta representacion grafica se conoce como circulo de Mohr. La Figura
2.9 muestra el circulo de Mohr y las direcciones que corresponden al caso en que
I.>1,1,>0.

Segtin la ecuacion (2.48) el valor de la tangente es negativo, por lo que el giro a
realizar para pasar desde la direccion x a la direccion principal mas cercana es horario.
Se produce entonces la paradoja de que el producto de inercia /., que corresponde a la

direccion x se representa encima del eje de abcisas, mientras que el que corresponde a
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la direccion y se representa debajo del eje de abcisas, cuando en realidad el signo de 7.,
€s unico y en este caso positivo.

Figura 2.9

Para solventar la paradoja, el eje de ordenadas se considera en valor absoluto, ya
que de otra forma, el mismo valor del producto de inercia corresponde a un valor
positivo y a uno negativo. En el ejemplo considerado, el eje x que define el origen del
angulo esta por encima del eje de abcisas. Se puede demostrar que independientemente
de que /. sea mayor o menor que /,, siendo x el eje a partir del cual se mide el angulo

en sentido antihorario, si /,, >0 el eje x esta en la mitad superior del circuloysi /,, <0

el eje esta en la mitad inferior del circulo. Tras situar el eje x, el eje y se coloca en el
extremo opuesto del diametro.



3. ESTATICA DEL SOLIDO
RIGIDO

3.1. INTRODUCCION

En la Estatica del Solido Rigido, éste esta en equilibrio. Por definicion, para que un
solido rigido esté en equilibrio el sistema de fuerzas que actuan sobre el mismo debe
ser nulo. Ello es equivalente a que la resultante y el momento resultante en cualquier
punto sean nulos. En el caso de una particula, al ser todas las fuerzas concurrentes, la
ecuacion de momentos es una identidad y se debe cumplir que el sistema de fuerzas
aplicadas sobre la particula tenga resultante nula.

El calculo en condiciones estaticas es muy habitual en ingenieria, dado que muchos
sistemas, como las estructuras, estan en reposo. En otros casos, se trasladan a velocidad
constante o rotan respecto a un ¢je a velocidad angular constante. En este capitulo se
detallaran aspectos relativos a las fuerzas externas, tipos de enlace y reacciones.

3.2. CONDICIONES DE EQUILIBRIO

Por definicion, si el sistema de fuerzas exteriores que soporta un solido rigido es

nulo, el solido esta en equilibrio. En las fuerzas externas, se incluyen las fuerzas de
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reaccién ejercidas por los enlaces. Si el sistema de fuerzas exteriores es F,F,,...F,,
su resultante y momento resultante respecto a O son:
— N —
F=>'F
i=1
) v (3.1
M,=)> OA4, xF,
i=1
Por lo tanto, las condiciones de equilibrio son:
F=0
L (3.2)
M,=0

En (3.2) las fuerzas y momentos son las fuerzas exteriores aplicadas al solido.
Utilizando un sistema de referencia, las ecuaciones vectoriales (3.2) son equivalentes a
las siguientes 6 ecuaciones escalares:

Fx:O MOx:
F,=0 M, = (3.3)
F;:O MOz:O

Si las fuerzas son concurrentes, las ecuaciones de momentos se satisfacen
idénticamente y dicho caso corresponde al equilibrio de la particula. La denominacion
de particula, por lo tanto, estd relacionada con el hecho de que las fuerzas sean
concurrentes y no con las dimensiones del cuerpo. En el caso de la particula, las
ecuaciones de equilibrio en el espacio son:

F.=0 F,=0 F.=0 (3.4)

Si el sistema es plano, la ecuacion de fuerzas del eje z y las ecuaciones de momentos
de los ejes x e y son identidades. En consecuencia, en el plano s6lo quedan 3 ecuaciones
independientes:

F.=0 F,=0 M, =0 (3.5)
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Segiin se demuestra a continuacion, una de las ecuaciones de fuerzas o las dos
pueden sustituirse por ecuaciones de momentos. Dado que el momento resultante
respecto de cualquier punto P debe satisfacer la ecuacion del campo de momentos:

M,=M,+OPxF (3.6)
Siendo el sistema plano, se cumple:

M, =M,k M, =M,k

OP=fo+ypj (3.7)
F=Fi+Fj

X y

Combinando (3.6) y (3.7) y realizando operaciones, todas las componentes
corresponden al eje z y la ecuacion (3.6) puede escribirse como:

(3.8)

X

M,=M,—x,F, +y,F

siy, =0, es decir, si O y P estdn situados en una recta paralela a x, la ecuacion (3.8)

de momentos respecto a P no es combinacion lineal de las fuerzas en x, por lo que se
pueden utilizar las siguientes 3 ecuaciones:

F.=0 M, =0 M,=0 (3.9)

X

Segun (3.9), la ecuacion de fuerzas en el eje y se puede reemplazar por una ecuacion
de momentos.

Andlogamente, si x, =0, es decir, si O y P estan situados en una recta paralela a y,

la ecuacion de momentos de P no es combinacion lineal de las fuerzas en y, por lo que

se pueden utilizar:

F =0 M, =0 M, =0 (3.10)

Se puede utilizar también las ecuaciones de momentos de 3 puntos no alineados,

sustituyendo las ecuaciones de fuerzas por combinaciones lineales de (3.8):
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0=0 (3.11)

En general, también en otros casos, algunas de las ecuaciones son identidades y no
se pueden utilizar las 6 ecuaciones de la Estatica. Por ejemplo, en el caso de una mesa
de 3 patas que soporta fuerzas verticales, siendo z el eje de las fuerzas y de las patas,
las ecuaciones de fuerzas de los ejes x € y y la ecuacion de momentos respecto del eje
z se satisfacen idénticamente. Por lo tanto, quedan las siguientes ecuaciones para
determinar las 3 fuerzas de las patas:

=0 (3.12)
3.3. FUERZAS EXTERNAS

Las fuerzas que soporta un cuerpo, atendiendo a su distribucioén en el mismo,
pueden ser de dos tipos: fuerzas de superficie y fuerzas de volumen. Las
fuerzas de volumen se distribuyen en el volumen del sélido y son las
siguientes: fuerzas gravitatorias, fuerzas electromagnéticas y fuerzas de
inercia. Todas las demas fuerzas son fuerzas de contacto distribuidas en la
superficie. Cuando la superficie sobre la que actua la fuerza es pequefia en
comparacion con las dimensiones del cuerpo, la resultante de la distribucion de
fuerzas se considera una fuerza concentrada o puntual.

0

V VYV V V VvV VVYVYYYY

Figura 3.1

En Ingenieria Mecéanica, se utiliza en muchas ocasiones el concepto de fuerza por
unidad de longitud. Estas fuerzas pueden ser fuerzas de volumen o de superficie
multiplicadas por las dimensiones pertinentes para convertirlas en fuerzas por unidad
de longitud. Por ejemplo, una viga de seccion rectangular que soporta su propio peso,

siendo el peso especifico y, estd sometida a una fuerza por unidad de longitud ¢, = ybh

siendo b y 4 las dimensiones de la seccidon, como puede verse en la Figura 3.1.
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En general, la resultante de una fuerza distribuida por unidad de longitud es el area
del diagrama de la fuerza y esta situada en el centro de gravedad del diagrama. Para

demostrarlo, en la Figura 3.2 se considera una fuerza por unidad de longitud g = q(x)

aplicada entre los puntos A y B.

q(x) A dF=q(x)dx

Figura 3.2

La resultante de dicha fuerza distribuida viene dada por:

R:jjq(x)dx (3.13)

La integral representa el area bajo la curva, por lo que la resultante R es el aréa
sombreada de la Figura 3.2. Dado que se trata de un sistema de vectores paralelos, para
hallar la posicion de la linea de accion de la resultante, se puede aplicar el teorema de
Varignon. El momento resultante respecto de O es:

B
MO:IA xq(x)dx (3.14)
Por otra parte, el momento de la resultante respecto de O viene dado por:
M} =Rx (3.15)

Donde x representa la posicion de la linea de accion de la resultante, que se obtiene
igualando (3.14) y (3.15):
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B
xq(x)dx
MO:ngf:LL (3.16)

J.jq(x)dx

De acuerdo a la ecuacion (3.16), la resultante se aplica en el centro de gravedad de
la distribucion de la Figura 3.2., es decir X = x;.

3.4. ENLACES Y REACCIONES. DIAGRAMA DEL SOLIDO LIBRE

Para tener en cuenta todas las fuerzas que actiian sobre el cuerpo, es necesario
sustituir los enlaces del cuerpo por fuerzas o momentos que sustituyan el efecto
mecanico de la coaccion eliminada y que se denominan reacciones. De esta forma se
obtiene el diagrama del solido libre, que esta constituido por el sélido sin enlaces, las
fuerzas exteriores y las fuerzas que los enlaces eliminados ejercen sobre el solido. En
general, la sustitucion de los enlaces que el cuerpo tiene con el entorno por fuerzas y
momentos, se realiza atendiendo al siguiente criterio:

o Si el enlace impide el desplazamiento en una direccion, la reaccion es una
fuerza en dicha direccion.

o Si el enlace impide el giro respecto de un eje determinado, la reaccion es un

momento en dicho eje.
A continuacion, se describen algunos enlaces basicos:

Contacto entre superficies sin rozamiento: La reaccion es una fuerza perpendicular
al plano tangente de contacto, denominada fuerza normal.

Cuerdas y cables: Equivalen a una fuerza de traccion ejercida sobre el solido.

Apoyo simple o movil: Restringe el desplazamiento en una direccion, por lo que se
reemplaza por una fuerza en esa direccion, como muestra la Figura 3.3.
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{4/

Figura 3.3

Apoyo articulado o fijo: Restringe el desplazamiento en cualquier direccion del
plano. Se sustituye por una fuerza de médulo y direccion desconocidas, que se puede
expresar mediante dos componentes R,, R, como se muestra en la Figura 3.4.

444

Figura 3.4

Articulacion: En este caso, los cuerpos se unen mediante un pasador, que es el que
transmite las fuerzas. En la Figura 3.5 se muestra el caso de los extremos de dos barras
1y 2 y un pasador A. Las fuerzas R4y R4y son las que el pasador ejerce sobre la barra
1 y las fuerzas R4« Y R24y son las que el pasador ejerce sobre la barra 2.

Riax

Figura 3.5
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De acuerdo a los sentidos supuestos para las fuerzas, fijando la atencion en el
diagrama de sélido libre del pasador y aplicando las condiciones de equilibrio al mismo
se aprecia que:

R

e =Ry

(3.17)

14y — R2Ay

En consecuencia, se prescinde de aislar el pasador y se consideran las fuerzas
opuestas en ambas barras, utilizando la letra correspondiente a la unién, como se

muestra en la Figura 3.6. Si existen mas de dos barras, es necesario aislar el pasador.

Ax

Figura 3.6

Empotramiento: Impide el desplazamiento relativo y el giro, por lo que este enlace

se sustituye por dos componentes de una fuerza y un momento, como se muestra en la

o =

Figura 3.7

Figura 3.7.

Casos espaciales: Siguiendo la regla general, los desplazamientos impedidos se
sustituyen por fuerzas y los giros impedidos respecto de un eje se sustituyen por

momentos aplicados en el mismo ¢je.
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3.5. DETERMINACION E INDETERMINACION ESTATICA

Si tras aislar un sistema y sus componentes, las fuerzas desconocidas se pueden
calcular mediante las ecuaciones de la Estatica, se dice que el sistema es estaticamente
determinado o isostatico. En este capitulo solo se analizaran sistemas de este tipo. El
numero de enlaces que posee el sistema es el minimo necesario para el equilibrio
estatico. Un ejemplo lo constituye una mesa de tres patas: aunque una de ellas sea un
poco mas corta, la mesa apoya sobre las tres. La mesa no se podria mantener en
equilibrio estable sobre dos patas.

Si el nimero de incdgnitas es superior al de ecuaciones de la Estatica, el sistema se
dice estaticamente indeterminado o hiperestatico. Las ecuaciones necesarias para
determinar las incdgnitas adicionales se obtienen considerando la deformabilidad del
sistema. En este caso, el sistema posee mas enlaces que los necesarios para que se
cumplan las condiciones de equilibrio. Como ejemplo, en el caso de una mesa apoyada
en cuatro patas, no se pueden determinar las reacciones de las patas utilizando
unicamente la Estatica. Si una de ellas es un poco mas corta, la mesa se tambalea
apoyandose Unicamente en tres patas.

Los casos en los que el numero de incdgnitas es menor que el nimero de ecuaciones,
no se pueden considerar dentro de la Estatica, ya que son sistemas que en general no
pueden mantenerse en equilibrio estable, como en el caso de una mesa de dos patas que
soporta una carga general.

3.6. SOLIDO SOMETIDO A DOS Y TRES FUERZAS

En el caso de que en un diagrama de solido libre todas las fuerzas estén aplicadas
en dos puntos, se pueden calcular las resultantes que actuan sobre cada uno de los
puntos. Por lo tanto, el cuerpo puede considerarse sometido a dos fuerzas.
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Figura 3.8

Para que se satisfaga el equilibrio de fuerzas ambas deben ser iguales en médulo y
direccion y de sentido contrario. Por otra parte, deben actuar sobre la misma linea de
accion para que se satisfaga el equilibrio de momentos, como se indica en la Figura
3.8. En el caso de piezas rectas con uniones articuladas, segiin la Figura 3.8, solo
pueden trabajar a tracciéon o compresion, reduciéndose de 4 a 1 las incognitas del

problema, como se analizara posteriormente.

En el caso de un sélido sometido a tres fuerzas, la suma vectorial de las tres debe
ser nula para que se cumpla el equilibrio de fuerzas. Para que se satisfaga el equilibrio
de momentos, las tres fuerzas deben ser concurrentes, como puede verse en la Figura
3.9.

Figura 3.9
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3.7. SISTEMAS ESTRUCTURALES

3.7.1 Estructuras con miembros a traccion y compresion: Celosias

En este tipo de estructuras, todos los miembros estin unidos en sus extremos
mediante articulaciones, y se desprecia el peso de las barras frente a las cargas que
soportan. En consecuencia, se trata de miembros sometidos a fuerzas en sus dos
extremos. En muchos casos, las uniones no son articuladas sino rigidas, como ocurre
en el caso de uniones soldadas o atornilladas. Si los ejes de las barras son concurrentes
en el nudo, los momentos de los nudos son despreciables por lo que la hipdtesis de
uniones articuladas se considera valida. Aunque anteriormente se han descrito las
condiciones de equilibrio para un cuerpo sometido a dos fuerzas, se particularizara al
caso de una barra recta biarticulada, relizandose los calculos analiticamente. En la
Figura 3.10 se muestra una barra biarticulada aislada en la que las componentes de
reaccion se han supuesto en la direccion de la barra y de la perpendicular.

Figura 3.10

Aplicando las ecuaciones de equilibrio resulta:

My=0=4L=0=>4,=0
F,=0=>4,+B,=0=B,=0 (3.18)
F=0=>4 +B =0=>4 =-B,

Segun (3.18)3, la barra debe trabajar a traccion o compresion, soportando una fuerza
que en la Figura 3.11 se denomina F.
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Figura 3.11

Se consideran dos métodos para el calculo de celosias:

Meétodo de los nudos: Se aislan los nudos donde concurren las barras de la
estructura. Dado que las fuerzas son concurrentes, se aplican las dos ecuaciones de
equilibrio de fuerzas. Previamente, pueden calcularse las reacciones externas mediante
consideraciones de equilibrio de la estructura completa.

Meétodo de las secciones: Consiste en dividir la estructura en otras dos mediante el
corte imaginario de barras en las que aparecen como reacciones las fuerzas que ejerce
la parte complementaria de la estructura. En general, se realiza el corte por tres barras
no concurrentes, para poder aplicar las tres ecuaciones de la Estatica en el plano. Si la
parte aislada tiene ligaduras externas, es necesario calcular previamente las reacciones,

aplicando las condiciones de equilibrio a la estructura entera.
3.7.2 Estructuras con miembros a flexion

En el caso de que las uniones sean articuladas pero las fuerzas sobre los miembros
de la estructura estén aplicadas en mas de dos puntos, en cada articulacion aparecen
dos componentes de reaccion desconocidas. En este caso, los miembros de la estructura
estan sometidos también a flexion. Suele ser muy util identificar los miembros que
trabajan unicamente a traccion o a compresion para reducir el nimero de incdgnitas en
el problema.



4. ROZAMIENTO

4.1. INTRODUCCION

En el caso de que exista rozamiento en el contacto entre dos cuerpos, ademas de la
reaccion normal N que impide la interpenetracion de los cuerpos, existe una
componente incluida en el plano tangente y que es opuesta al movimiento relativo entre
ambas superficies. Si no existe movimiento relativo entre las superficies, la fuerza de
rozamiento F, es opuesta a la tendencia al movimiento. Antes de iniciarse el
movimiento relativo entre superficies, la fuerza de rozamiento es siempre menor que
un valor maximo Fymax dado por:

B = F = 4N (4.1)

Donde y es el coeficiente de rozamiento estdtico. Depende de las propiedades
fisico-quimicas de los materiales y de la temperatura. Una vez que la fuerza de
rozamiento alcanza su maximo, se inicia el movimiento relativo entre las superfices y

la fuerza de rozamiento se convierte en:

Fy=mN (4.2)
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El coeficiente 14 se denomina coeficiente de rozamiento dinamico y es algo menor
al estatico. En algunos casos no se diferencia entre el coeficiente de rozamiento estatico

y dindmico y se considera u =y, = u.

Si suponemos un bloque que s6lo soporta su peso sobre un plano inclinado de angulo
variable, para un determinado angulo ¢ el bloque comienza a deslizar sobre el plano y

entonces la fuerza de rozamiento es maxima, F

Lo = M.N . Resulta que p =tang,,
por lo que el procedimiento se puede utilizar para determinar el coeficiente de

rozamiento.

El rozamiento es una fuerza distribuida entre las superficies en contacto. En algunos

casos, el cuerpo vuelca en lugar de deslizarse. Entonces, se cumple F. < F, 'y todo

rmax

el contacto se concentra en el punto de vuelco. En consecuencia, la fuerza normal Ny
la fuerza de rozamiento F; estan aplicadas en el punto de vuelco. En este caso, la
ecuacion de momentos respecto al punto de vuelco resulta adecuada.

4.2. RODADURA Y ROZAMIENTO

En rodadura, no hay deslizamiento entre el disco y la superficie. Por lo tanto, la
fuerza de rozamiento cumple la siguiente condicion:
F;’ < F;max = ILIAN (43)

Por lo tanto, para que se produzca la rodadura, es necesario que la fuerza de

rozamiento maxima sea elevada, aumentando s y/o N.

4.3. RESISTENCIA A LA RODADURA

El concepto de resistencia a la rodadura esta relacionado con la deformabilidad de
un disco sobre una superficie. La Figura 4.1 muestra un disco sobre una supercie plana.
Si el disco no se deformara, cualquier fuerza horizontal aplicada F; provocaria la
rodadura del disco, ya que no se satisfaria el equilibrio de momentos, por ejemplo
respecto al punto de contacto C.
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S

F,

Figura 4.1

Figura 4.2

Dado que experimentalmente se observa que la rodadura comienza para un valor
finito de la fuerza horizontal F; aplicada, se considera que el contacto se produce en
una superficie, como se muestra en la Figura 4.2.

La reaccion es por lo tanto un sistema de fuerzas distribuidas sobre una superficie,
cuya resultante tiene como componentes Ny F.. A medida que la fuerza horizontal F;
aumenta, la resultante se desplaza llegando a una distancia maxima x4 que es el
coeficiente de resistencia a la rodadura, como se muestra en la Figura 4.2. A
continuacion, comienza la rodadura. Aunque el disco se deforma, se supone que su
radio sigue siendo R. Por lo tanto, tomando momentos en el punto C donde estan
aplicadas Ny F’, resulta:

D M.=0 ER=E,/4:>E=E,/;’ (4.4)
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U

En (4.4) el término ;’ puede considerarse como un coeficiente de rozamiento

equivalente, que es dependiente de la deformabilidad del disco sobre la superficie de
contacto.



S. CABLIES

5.1. INTRODUCCION

Los sélidos funiculares son elementos cuya longitud es mucho mayor que las
dimensiones de su seccion transversal. Se incluyen en esta categoria las cadenas, los
cables y las cuerdas. Entre los mas utilizados, se encuentran los cables que se emplean
en puentes colgantes, sistemas de transporte de energia eléctrica, teleféricos, y
contravientos de torres altas.

Se supone que los cables solo soportan fuerzas de traccion. Debido a su
deformabilidad, el cable no es un sélido rigido. Sin embargo, en la configuracion de
equilibrio las posiciones relativas entre los puntos del cable no varian, por lo que se
pueden aplicar las ecuaciones de equilibrio deducidas en el caso del sélido rigido.

Cuando las cargas que soporta el cable son considerablemente mayores que su peso
propio, éste no se tiene en cuenta. Estas cargas pueden estar distribuidas de forma
discreta, o de forma continua por unidad de abcisa del cable. Por otra parte, cuando el
peso propio del cable es importante, se considera la carga distribuida por unidad de
longitud de cable.
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5.2. ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO

Se considera un cable suspendido de dos puntos A y B que soporta una carga

distribuida por unidad de abcisa g = ¢(x) como se muestra en la Figura 5.1. La fuerza

en el punto mas bajo del cable O se denomina 7Ty.

R= J.()r qdx

T
A
Y

Figura 5.1

Siendo P un punto situado a una distancia horizontal x de O, aislando el trozo OP
segun la Figura 5.1 y aplicando las ecuaciones de equilibrio resulta:

ZFX=0 TcosO=T,
> FE =0 Tsin@:sz:qu (5.1)

Y M,=0 T,y=R(x-X)

Siendo R la resultante de la fuerza distribuida en el tramo OP. La ecuacion de
momentos (5.1); depende de la posicion de la resultante y mediante ella se puede

determinar la distancia vertical y = y(x) deOaP.

Segun (5.1)1, la fuerza en el punto mas bajo del cable es la proyeccion horizontal de
la fuerza en cualquier punto. Por lo tanto, la fuerza en el punto mas bajo es minima y
las fuerzas maximas se producen en los amarres. Elevando la primera y segunda
ecuaciones de (5.1) al cuadrado y sumando miembro a miembro se obtiene la fuerza 7
en cualquier punto:

T=\T? + R? (5.2)
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A continuacion se va a realizar un planteamiento diferencial para obtener tanto la
curva de equilibrio y = y(x) como la longitud de arco de cable s =s(x), dado que en
principio se desconoce la coordenada x de aplicacion de R. Para ello, se aisla un
elemento diferencial de longitud ds en el entorno del punto P como se muestra en la

Figura 5.2. Dado que la longitud es diferencial, se puede suponer que la carga
distribuida es uniforme.

i

X q(x) T+dT

111111 o+do

Y y 0 / ds '

T

Figura 5.2

Aplicando las ecuaciones de equilibrio de fuerzas se tiene:

F.=0=(T+dT)cos(6+d6)—Tcosd=0

. . (5.3)
F,=0=(T+dT)sin(0+d0)—Tsind - qdx=0

Teniendo en cuenta que al ser d6 un angulo muy pequefio cosd@= 1y sindf= d0
resulta:

cos(9+d0) =cos@ —dfsinf

: : (5.4)
sin(@+d6)=sin@+dbcosb
Reemplazando (5.4) en (5.3) y despreciando infinitésimos de segundo orden:
—TdOsin@+dT cosd=0
(5.5)

TdOcosO+dTsinfd —qgdx =0

De (5.5): se obtiene:
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dT =T tan0d6 (5.6)

Dado que en el punto O €= 0, integrando (5.6) entre O y P:

AT _7sin0 g | L =1n( ! j (5.7)
o T 90 cosd T, cos®

De (5.7) se obtiene el mismo resultado que la ecuacion (5.1);:
T =T,cos® (5.8)

Reemplazando (5.6) en (5.5), y multiplicindo miembro a miembro por cosé resulta:

Td—gzqcosﬁ 5.9
dx

d o . .
Dado que @ =arctan (d—yj y utilizando la derivada de la funcion arcotangente:
X

d’y
) 2
?: de ___ j Y cos? 0 (5.10)
X
1+ (dyj g
dx
Reemplazando (5.10) en (5.9) queda:
d’y
- Tcosf=gq (5.11)

Teniendo en cuenta (5.8), la ecuacion diferencial de un cable sometido a una carga

distribuida ¢ = ¢(x) viene dada por:

(5.12)

=
e
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La ecuacion (5.12) puede obtenerse de otra forma. Teniendo en cuenta que (5.5)>
puede escribirse como:

d(Tsin6)—qdx=0 (5.13)
Sustituyendo 7" de la ecuacion (5.8):

d (T, tan ) — gdx = 0 (5.14)

d . .
Dado que tan8 = d_y y To es constante, se obtiene la ecuacion (5.12).
X

Por otra parte, la longitud de un elemento diferencial ds viene dada por:

2
ds =\dx* +dy* =dx /1+(§) = dxrJ1+ " (5.15)
X

La longitud de un arco de la curva de equilibrio se obtiene mediante la siguiente
integral, donde el origen de la coordenada x y de la longitud de arco s corresponden al
punto mas bajo del cable:

s:j:ds:j: 1+ v dx (5.16)
5.3. CARGA CONCENTRADA

En el caso de que el cable soporte cargas concentradas, siendo el peso propio
despreciable frente a ¢stas, g(x)=0 por lo que segun la ecuacion (5.12):

d’y
—=0 5.17
T (5.17)

Integrando dos veces se obtiene una funcion lineal, por lo que la curva de equilibrio
del cable estd constituida por segmentos rectos comprendidos entre las cargas
aplicadas. Dado que la curva de equilibrio que puede adoptar el cable no es unica, es
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necesario un dato adicional ademas de las abcisas de las cargas y de las cargas
aplicadas.

5.4. CARGA UNIFORME POR UNIDAD DE ABCISA

Corresponde al caso que se produce en los puentes colgantes, donde el tablero esta
unido al cable de suspension mediante tirantes verticales que estan situados
relativamente a poca distancia, como se muestra en la Figura 5.3. Se admite que el peso
del tablero esta uniformemente repartido en los tirantes, por lo que la carga repartida

por unidad de abcisa se considera uniforme. Es decir: g(x)=g,.

A

Figura 5.3

Integrando la ecuacion (5.12) resulta:

y’—@)ﬁ—q
I
(5.18)
y=q—](1)c2 +Cx+C,
0

Segtin (5.18), la curva de equilibrio del cable es una parabola. Adoptando el origen
del sistema de referencia en el punto mas bajo del cable, las condiciones de contorno

necesarias para el calculo de las constantes de integracion son:

/:O
x:O{y (5.19)
y=0

Imponiendo las condiciones (5.19) en las ecuaciones (5.18) resulta C, =C, =0. La

ecuacion de la curva es:
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9y >
=—x 5.20
y=or (5.20)

0

Se obtiene el mismo resultado aplicando (5.1)s, dado que en este caso R=¢,x y

X =§ . Aplicando la expresion para la longitud de arco dada en (5.16) queda:

2
SZJ'(:dS=J‘; l-l—[%‘ij dx (5.21)

Resolviendo la integral se obtiene:

2 2

T

s=1 1+[q—°x] 20| oy 1+[@xJ (5.22)
2 0 9 T, 0

Segun (5.20) se satisface la siguiente igualdad:

o 2Y (5.23)

Sustituyendo (5.23) en (5.22) la longitud de cable puede expresarse como:

2 2
s=t 1+(2—y] | 22 1+(2—yj (5.24)
2 X 2y X by

La integral dada en (5.21) se calcula en algunos casos utilizando el desarrollo en
serie de la raiz cuadrada e integrando dicho polinomio. La fuerza en cualquier punto
del cable se obtiene a partir de (5.2), siendo:

T=\T +qx’ (5.25)
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5.5. CABLE SOMETIDO A SU PROPIO PESO: LA CATENARIA

En el caso de un cable sometido a su propio peso, se conoce la fuerza distribuida
por unidad de longitud de cable, pero no por longitud de abcisa. Siendo w el peso o
fuerza por unidad de longitud de cable, se cumple que:

qdx = wds (5.26)

Sustituyendo la ecuacion (5.15) en (5.26):

q=w%=wdl+y'2 (5.27)

Sustituyendo (5.27) en la ecuacion (5.12) resulta:

d’y _dy' w —
= = 1+ ! 5.28
d* dx T Y ( )

0

. T . .
Se define el parametro de la catenaria ¢ como ¢=-2. Para realizar la primera
w

integracion, la ecuacion (5.28) puede escribirse como:

dy'
I+y

c =dx (5.29)

1?2

)-U

V=

Figura 5.4
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Por conveniencia, se toma el origen del sistema de referencia a una distancia vertical
¢ desde el punto mas bajo del cable O, como se muestra en la Figura 5.4. Dado que en
O para x = 0 se tiene y’ = 0, integrando entre O y un punto genérico P:

j j dx (5.30)
\/1 +y
Resolviendo las integrales' dadas en (5.30):
. N X
argsinh(y') =— (5.31)
c

Teniendo en cuenta que la funcién argumento seno hiperboélico es la inversa del seno
hiperbolico, (5.31) se convierte en:

yfzﬂzsmh(fj (5.32)
C

dx

Integrando (5.32) entre O y P se tiene:

jdy Ismh( jdx:y c= c{cosh(c)—l} (5.33)

! Las funciones coseno hiperbdlico (coshx) y seno hiperbdlico (sinhx) se definen como:
e ¥ . -
coshy =——— sinhx =
2 2
Cumplen las siguientes propiedades, que se deducen de su definicion:

cosh® x —sinh” x = 1
(cosh x)' =sinh x (sinh x), =coshx

Las funciones inversas de las funciones hiperbolicas son el argumento seno hiperbolico (arg
sinhx) y el argumento coseno hiperbolico (arg coshx), de manera analoga a como se definen
en el caso de las funciones trigonométricas.
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En la ecuacion (5.33) se aprecia la conveniencia de adoptar el origen del sistema a
la distancia ¢ mostrada en la Figura 5.4, ya que el parametro se elimina en ambos
miembros. Por lo tanto, la curva de equilibrio del cable viene dada por:

y =ccosh[£} (5.34)

c

Teniendo en cuenta la ecuacion (5.16) que da la longitud de arco y reemplazando
(5.32):

o ) E o f
S_IO 1+sinh (cjdx—jo cosh(cjdx (5.35)
Calculando la integral dada en (5.35), la longitud del arco de catenaria viene dada
por:
s =csinh (fj (5.36)
¢

Por otra parte, teniendo en cuenta la ecuaciones (5.2), la fuerza en cualquier punto
del cable es:

T:\/TO2 +w's® = W\/62 +5° (5.37)

Reemplazando la ecuacion (5.36) en (5.37) la fuerza en el cable viene dada por:

T =wec, [1+sinh® (1J = wccosh (zj (5.38)
\/ c c

Finalmente, reemplazando (5.34) resulta:

T=wy (5.39)



6. PRINCIPIOS DE RESISTENCIA
DE MATERITATLES

6.1. INTRODUCCION

En ingenieria aparecen en muchos casos piezas donde su longitud es mayor que las
dimensiones de su seccion. Estas piezas se denominan piezas prismdticas. Por
definicidn, una pieza prismdtica es el volumen generado cuando el centro de gravedad
de una superficie plana recorre una curva del espacio, siendo la curva y la seccion
perpendiculares y cumpliéndose que las dimensiones de la seccion son mucho menores
que las de la curva. La curva es el eje de la pieza prismatica y la superficie es la seccion
de la pieza prismatica. En el caso de una estructura, cuando la orientacion preferente es
horizontal se denomina viga y cuando la dimension preferente es vertical se denomina
columna. Se analizaran piezas prismaticas rectas. Si una pieza prismatica se divide en
dos por una de sus secciones, actuan fuerzas internas para que se mantenga el equilibrio
de cada una de las partes. En una primera fase se analizara la resultante y el momento
resultante de esas fuerzas internas, utilizando la Estatica. De esta forma, se obtienen las
fuerzas normales y cortantes y los momentos flectores y torsores. Todas ellas
constituyen las fuerzas y momentos de seccion.
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Las fuerzas internas que actian en un cuerpo por unidad de superficie, son las
tensiones. En las piezas prismdticas, la tension puede descomponerse en una
componente perpendicular a la seccion, denominada tension normal y una componente

contenida en el plano, denominada fension tangencial.

Cuando un cuerpo estd sometido a fuerzas, se deforma. Las deformaciones unitarias
normales son las variaciones relativas de longitud. Las deformaciones unitarias
tangenciales, son las disminuciones de angulo recto entre dos direcciones inicialmente

perpendiculares.

Las tensiones y las deformaciones estan relacionadas mediante constantes elasticas
que dependen de las propiedades del material. Se analizaran tensiones y deformaciones
en el plano Oxy, para el caso de materiales isotropos.

Finalmente, utilizando hipétesis simplificativas relativas a las deformaciones de las
piezas prismaticas, se relacionaran las fuerzas y momentos de seccion con las

distribuciones de tension correspondientes.

6.2. FUERZAS Y MOMENTOS DE SECCION

Se supone que la pieza prismatica soporta unicamente fuerzas en el plano Oxy 'y que
se encuentra en equilibrio sometida a las fuerzas externas y a las reacciones. Ademas,
se supone que estas fuerzas no originan torsién. Se considera una seccion de la pieza
para dividirla en dos partes, como se muestra en la Figura 6.1.

F,

1

Figura 6.1

Para que cada una de las partes permanezca en equilibrio, deben existir fuerzas

internas distribuidas en la superficie de la seccion de corte de cada una de las partes en
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que se ha dividido la pieza prismatica. Estas fuerzas internas deben ser ademas iguales
en modulo y direccidon y de sentido contrario, por el principio de accidon y reaccion. En

la Figura 6.2 se muestra la fuerza interna Af que corresponde a un elemento A4.

\

A A B
/ f "
Af \
£/ M \
Figura 6.2

En cada una de las partes, el sistema de fuerzas internas puede reducirse a una
resultante y a un momento resultante en el centro de gravedad de la seccion, como se
muestra en la Figura 6.3. Las componentes de la resultante y del momento resultante

son las fuerzas y momentos de seccion y en el caso plano mencionado son:

eyl
/
N

/i’ v
F)

J

Figura 6.3

N: Fuerza axial o normal. Se puede interpretar como una reaccion interna que indica
la imposibilidad de desplazamiento axial entre dos secciones contiguas. Es la resultante

de las fuerzas internas de direccion axial.

V. Fuerza cortante o tangencial. Se puede interpretar como una reaccion interna
que indica la imposibilidad de desplazamiento tangencial entre dos secciones
contiguas. Es la resultante de las fuerzas en direccion tangencial.
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M: Momento flector. Se puede interpretar como una reaccion interna que indica la
imposibilidad de giro relativo entre dos secciones contiguas. El momento flector tiene
unicamente componente z y es el momento resultante de las fuerzas internas de

direccion axial, ya que las fuerzas en direccion tangencial cortan el eje z.

G4, s N o
/ "

2 ")’

Figura 6.4

Dado que las fuerzas actian en el plano Gxy y los momentos flectores son
perpendiculares a este plano, la Figura 6.3 se puede representar en el plano,
sustituyendo la doble flecha del momento por el giro correspondiente, de acuerdo con
la regla de la mano derecha, como se muestra en la Figura 6.4.

El convenio de signos adoptado para las fuerzas y momentos internos o de seccion
se muestra en la Figura 6.5. No representa un elemento longitudinal de pieza prismatica,
sino las dos caras de la misma seccidn correspondientes al corte definido en la Figura
6.1 y mostrado en la Figura 6.2, indicando los sentidos positivos de las fuerzas y
momentos a cada lado.

N, V,

Figura 6.5
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6.3. EQULIBRIO DE UN ELEMENTO DIFERENCIAL

Se supone un elemento diferencial de la pieza prismatica que soporta una fuerza por
unidad de longitud de componentes g.(x), ¢,(x). En la longitud infinitesimal dx ambas
fuerzas por unidad de longitud pueden considerarse uniformes, como se muestra en la

Figura 6.6. Aplicando las ecuaciones de equilibrio resulta:

F.=0=(N+dN)-N+gq,dx=0
F,=0=>—(V+dV)+V-q,dx=0 (6.1)

M; =0= —de+qydx%—M+(M+dM)=0

gy(x)
s
(x
M(x) M~+dM
N(x)_ei KN N+dN
| | V+dV
x Jodx |

Figura 6.6

Realizando operaciones en (6.1) y despreciando infinitésimos de segundo orden en

la tercera ecuacion, se obtienen las siguientes relaciones:

dN
o=
av am
w T Tax

_qx
(6.2)
.

En (6.2) se aprecia que el comportamiento axial a traccion o compresion no esta
relacionado con el comportamiento a cortadura y flexion. Sin embargo, segtn (6.2)s, el
momento flector y la fuerza cortante estdn relacionados. Combinando la segunda y

tercera ecuaciones resulta:
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=g, 6.3)

La ecuacion (6.3) proporciona el signo de la curvatura del diagrama de momentos
flectores.

6.4. DIAGRAMAS DE FUERZAS Y MOMENTOS DE SECCION

Desde un punto de vista de diseflo, interesa conocer la distribucion de fuerzas y
momentos internos a lo largo de la pieza prismatica. De esta forma, se pueden
determinar las secciones de la pieza que soportan las maximas fuerzas y momentos de
seccion. Los diagramas de fuerzas normales, fuerzas cortantes y momentos flectores se
pueden trazar de tres formas diferentes:

1. Cortando una seccioén genérica definida por una coordenada en cada tramo de
diagrama y calculando mediante la Estatica las fuerzas y el momento flector. Los
tramos se distinguen mediante las fuerzas y momentos que actiian sobre la pieza

prismatica.

2. Integrando directamente las ecuaciones (6.2) y teniendo en cuenta que las
condiciones de contorno pueden obtenerse aplicando el equilibrio a la pieza entera y
determinando las reacciones.

3. Teniendo en cuenta el calculo diferencial y las ecuaciones (6.2), solo es necesario
el célculo de fuerzas y momentos en los extremos de los tramos. Dado que el
comportamiento axial estd desligado del de cortante y flexion, se analizaran la segunda

y tercera ecuaciones de (6.2), siendo g, =g :

dv am
o = _vy 6.4
dx 1 dx 64)

Se supone que la fuerza por unidad de longitud tiene distribucion lineal:
q=q,+qx (6.5)

Integrando la ecuacion (6.4)1, y sustituyendo (6.5) se obtiene:
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V=—J.qu+V0

(6.6)
V= _(QOX_’_%%XZ)"' Vo

Siendo ¥y una constante de integracion, que depende de las condiciones de contorno.

Integrando la ecuacion (6.4); y sustituyendo la ecuacion (6.6):

M = [Vdx+M,

, . (6.7)
M=—(%q0x +ig,x )+V0x+M0

Siendo M, una constante de integracion, que depende de las condiciones de
contorno.

La ecuacién (6.5) permite analizar tres tipos de cargas distribuidas:

o qo#0,q #0: carga distribuida lineal.
o qo#0, g =0: carga distribuida uniforme.
o ¢qo=0,q1=0: carga distribuida nula.

En la tabla se resumen los grados de polinomio de las fuerzas cortantes y de los

momentos flectores, segin los valores de qo y g1, de acuerdo a las ecuaciones (6.6) y
(6.7).

q0 Q1 4 M

0 0 Grado 0: Uniforme Grado 1: Lineal
£0 0 Grado 1: Lineal Grado 2: Parabola
£0 £0 Grado 2: Parabola Grado 3: Cubico

Se puede obtener también informacion de la pendiente y de la curvatura, atendiendo
al signo de las derivadas y segundas derivadas, respectivamente. Por ejemplo si la carga
es uniforme en un tramo, ¢ = ¢, , la fuerza distribuida es hacia abajo, la pendiente de
es negativa y la curvatura de M es también negativa. Ademas, si ¥ = 0 en un punto

concreto del diagrama, es decir si corta el eje x, M tiene un punto de tangente horizontal,
que es un maximo relativo.
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6.5. TENSIONES

Sea un cuerpo en equilibrio sometido a un sistema de fuerzas. Si se supone dividido
por un plano, en la seccion de corte deben aparecer fuerzas internas para mantener el
equilibrio de cada parte, como se muestra en la Figura 6.7 y se ha explicado para el
caso de piezas prismaticas.

K

1

T

A A AA
Figura 6.7
El vector tension se define como la fuerza interna por unidad de superficie y viene
dado por:

S = lim =~ (6.8)

Se puede descomponer en una componente normal a a la superficie de corte y una
componente contenida en la superficie de corte, como se muestra en la Figura 6.8. La
componente normal se denomina tension normal oy la componente contenida en el

plano se denomina tension cortante o tangencial .
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Sy

Figura 6.8

Se analizaran Ginicamente casos donde las fuerzas internas y como consecuencia los
vectores tension correspondientes a los distintos puntos estan contenidos en un mismo
plano, como se muestra en la parte derecha de la Figura 6.8. Adoptando un sistema de
referencia Oxy, y tomando dos secciones perpendiculares a los ejes x e y
respectivamente, como se muestra en la Figura 6.9, las Ginicas componentes no nulas

son o, Gy, Ty ¥V T

Figura 6.9

El subindice de las tensiones normales indica la direccion normal al plano sobre el
que actiian. En las tensiones tangenciales, el primer subindice indica la direccion
normal al plano y el segundo indica la direccion de la tension. Se puede demostrar que

ambas componentes son iguales, es decir 7, =7 .
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La Figura 6.10 muestra el convenio de signos para las componentes de tension. No
pretende representar un elemento diferencial, sino tnicamente las dos caras paralelas
que corresponden a un corte, como se ha comentado para el caso de piezas prismaticas.

Figura 6.10

6.6. DEFORMACIONES UNITARIAS

Cuando un so6lido soporta un sistema de fuerzas, se deforma. Se asume que la
deformacion no varia de forma sustancial la geometria inicial del cuerpo, por lo que la
geometria deformada y no deformada se pueden considerar equivalentes a la hora del
calculo de reacciones y de fuerzas y momentos internos. Considerando un elemento
diferencial del cuerpo en forma de paralelepipedo recto, en el proceso de deformacion
surgen las siguientes variaciones:

1. Traslacion del elemento diferencial como s6lido rigido.
2. Rotacion del elemento diferencial como solido rigido.

3. Deformacion pura. Esta es la parte que esta relacionada con las tensiones y a su
vez se divide en otras dos:

3.1. Variacion de volumen. Asociada a la variacion de longitud de las aristas del
paralelepipedo original.

3.2. Variacion de forma. También denominada distorsion, esta asociada a la pérdida
de perpendicularidad entre las aristas del paralelepipedo.



PRINCIPIOS DE RESISTENCIA DE MATERIALES 83

Por lo tanto, en la deformacion pura se definen dos tipos de deformaciones unitarias:

a/ Deformacion unitaria normal: Representa el cambio relativo de longitud en una
determinada direccion.

b/ Deformacion unitaria tangencial, angular o cortante. Representa la variacion de
angulo de dos direcciones inicialmente perpendiculares.

.y “
&dy
dy
< dx >
Figura 6.11

La interpretacion de las deformaciones normales puede apreciarse en la Figura 6.11

siendo & y & las deformaciones normales en las direcciones x e y, respectivamente,
dadas por:

P 6.9)
odx T dy

Las deformaciones tangenciales se muestran en la Figura 6.12. La deformacion
tangencial positiva esta asociada a una disminucion del angulo recto lo que provoca

Xy

que los ejes x, y giren en sentido antihorario y horario, respectivamente.
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Figura 6.12

La Figura 6.13 muestra toda la deformacion tangencial y, asignada al eje x y al eje
y. Ambas figuras son equivalentes a la Figura 6.12 desde el punto de vista de distorsion
del elemento, dado que la diferencia existente entre ellas es una rotacion de solido
rigido.

I P~

Yy

| S
V=

Figura 6.13

6.7. RELACION ENTRE TENSIONES Y DEFORMACIONES

En un material isotropo, si se realiza una traccion en la direccion x, se producen
deformaciones normales en las direcciones x e y. Ademas, no se producen
deformaciones tangenciales. Si la tension es de traccion, la direccion x se alarga y la
direccion y se contrae. La aplicacion de tension en el eje y genera un estado de
deformacion analogo. En la tabla se muestra las tensiones y las deformaciones

generadas en cada direccion.

Ox oy
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& (o} (e}

X _V_V

E E
& 9% o,
E E

E es el modulo de elasticidad lineal o modulo de Young y v es el coeficiente de
Poisson, que en un material isotropo cumple —1<v <0,5. Aplicando el principio de
superposicion, la deformacion obtenida al aplicar simultaneamente las tensiones oz, o,
es la suma de las deformaciones obtenidas al aplicar las tensiones por separado. Este
principio se cumple debido a que las relaciones entre tensiones y deformaciones son
lineales. Las deformaciones normales vienen dadas por:

(6.10)

Si existe variacion de temperatura, ésta genera deformaciones normales en cada uno
de los ejes dadas por aAT, donde « es el coeficiente de dilatacion térmica y AT es la
variacion de temperatura respecto de una de referencia. Sumando las deformaciones de
(6.10) y las deformaciones térmicas, resulta:

6.11)
(O'y —Vax)+go

o | — o

Donde &, =aAT . Por otra parte, la relacion entre la deformacion y la tension

tangencial viene dada por:

7,
To=ar (6.12)

Donde G es el modulo de elasticidad a cortadura. La variacion de temperatura no
tiene influencia en las deformaciones tangenciales. Las ecuaciones (6.11) que
relacionan tensiones y deformaciones normales y la ecuacion (6.12) que relaciona
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tensiones y deformaciones tangenciales constituyen la ley de Hooke en el plano Oxy en
el caso de un material isotropo.

Las constantes elasticas £, vy G no son independientes. Se puede demostrar que
estan relacionadas de la siguiente forma:

(6.13)

6.8. RELACION ENTRE LAS TENSIONES Y LAS FUERZAS Y
MOMENTOS DE SECCION

6.8.1 Fuerza normal

La hipodtesis que se realiza cuando actua una fuerza normal es que tras la
deformacion las caras planas permanecen planas y paralelas a la seccion inicial, como
se muestra en la Figura 6.14. Esta hipdtesis es conocida como hipotesis de Bernouilli.

A
Y.
A
\ 4

Figura 6.14

En consecuencia, la deformacion normal en la direccion x es uniforme. Por otra
parte, se supone libertad de deformacion en las direcciones y, z por lo que son nulas las
tensiones en dichas direcciones. Segun la ley de Hooke se cumple:

£ =k (6.14)
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Segun (6.14), dado que las deformaciones son uniformes, también lo son las
tensiones y la fuerza normal es:

N=[ odi=c.4 (6.15)

Por lo tanto, la relacion entre la tensién normal y la fuerza normal viene dada por:

(6.16)

6.8.2  Flexion pura

En flexion pura, sélo actia el momento flector M. Este debe ser uniforme en la
longitud de la pieza prismatica, ya que al ser nula la fuerza cortante se cumple que
M

e =0 en cualquier seccion.
X

Seglin la hipotesis de Navier-Bernouilli, las caras planas permanecen planas y
perpendiculares al eje de la pieza prismatica tras la deformacion. Las secciones giran
en torno a un eje que se denomina eje neutro y que es perpendicular al plano donde
ocurre la deformacion. Debido a que las secciones giran respecto al eje neutro, la
superficie constituida por estos ejes no se deforma y se denomina superficie neutra. La
interseccion de la superficie neutra con el plano Gxy es la linea elastica. Se analiza el

caso en que los ejes y, z de la seccion son principales de inercia, es decir, /. =0. En

este caso, se puede demostrar que el eje neutro es z, como se muestra en la Figura 6.15.



88 MECANICA APLICADA

Figura 6.15

Segun la Figura 6.15, siendo p el radio de curvatura de la curva eldstica, la

deformacion a una distancia y de la misma es:

(p+y)d0-pdo _y
p P

X

(6.17)

Asumiendo que existe libertad de deformacion en las direcciones y, z y que, por lo
tanto, las tensiones normales son nulas en dichas direcciones, aplicando la ley de Hooke

se tiene:
o =Es =EZ (6.18)

Las tensiones normales tienen como resultante la fuerza normal, que en este caso es
nula. Por lo tanto:

jAadi =0 (6.19)

Reemplazando la ecuacion (6.18) en (6.19) resulta:

E
> L ydA=0 (6.20)



PRINCIPIOS DE RESISTENCIA DE MATERIALES 89

El término E/p puede extraerse de la integral al no depender de las coordenadas de

la seccion. Resulta entonces que y. =0 y por lo tanto el eje neutro pasa por el centro

de gravedad de las secciones. Por otra parte, el sistema de tensiones oy tiene como
momento resultante M, por lo que:

LQﬂM:M' (6.21)
Reemplazando la ecuacion (6.18) en (6.21):

ELfM=M (6.22)
P

La integral de (6.22) es el momento de inercia de la seccion respecto al eje z, por lo
que:

M =" (6.23)

o, =—= 6.24
T (6.24)
y
\Ox v
Figura 6.16

Segun (6.24), la distribuciéon de tensiones es lineal en el espesor, como se muestra
en la Figura 6.16 para la seccion derecha de un elemento longitudinal de viga. Para un
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momento flector positivo, la parte superior de la seccidn trabaja a compresion y la parte
inferior a traccidn, siendo las tensiones maximas las que corresponden a los puntos mas
alejados del eje neutro.

6.8.3  Flexion simple

En flexion simple, en las secciones de la pieza prismdtica actian una fuerza
cortante V'y un momento flector M. Las tensiones normales se calculan como en el caso
de flexion pura. Las tensiones de cortadura no se obtienen en este caso a partir de una

hipotesis de deformaciones, sino planteando una ecuacion de equilibrio.

En la Figura 6.17 se muestra un elemento de longitud dx y seccion rectangular. En

la seccion derecha del elemento la fuerza cortante es (V + dV) y el momento flector

(M +dM ) . En la seccion izquierda la fuerza cortante y el momento flector son V'y M,

respectivamente. Estas fuerzas y momentos no se muestran en la Figura 6.17.

Se aisla una parte del elemento situada a una distancia y, como se muestra en la
Figura 6.17. El area de la seccion de esta parte aislada es 4;. Sobre la superficie superior
de la parte aislada actian tensiones cortantes. Sobre las superficies A; actiian tensiones
normales y tensiones cortantes verticales, que no se muestran en la Figura 6.17.

/ z
G _X

h T
y - x4— dAI
: o LT = { +d

Py P2
oo,
dx \ v do, = o dx
Figura 6.17

Suponiendo que las tensiones se distribuyen uniformemente en el ancho b, del
equilibrio de fuerzas en el eje x resulta:
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Ox

oo,
L] (ax o dijAl = L] o.dA =7 bdx (6.25)

Utilizando la ecuacién (6.24) correspondiente a la distribucién de tensiones en

. . am .
flexion pura y teniendo en cuenta que —— =¥ se obtiene:

dx
do, Wy (6.26)
ox I

Introduciendo el resultado de la ecuacion (6.26) en la (6.25) y dado que ésta se
satisface para cualquier dx, debe cumplirse que:

V
- Ll ydd, =7,b (6.27)
Teniendo en cuenta la definicion de momento estatico, (6.27) puede escribirse

como:

_VAS,

6.28
o= (6.28)

La ecuacion (6.28) es valida para determinar las tensiones z, en cualquier seccion
donde el eje y sea de simetria y esté sometida a la fuerza cortante V, utilizando en cada
caso el valor adecuado del ancho b. Volviendo a la seccion rectangular, teniendo en
cuenta el area y la posicion del centro de gravedad de A; respecto a los ejes de la seccion

h
A=1{53)
V. = +l(ﬁ_ )—l(ﬁ_}r J
=y AL y AL Y

Reemplazando (6.29) en (6.28) se obtiene:

resulta:

(6.29)
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2
7, =§("7—y2j (630)

Segun (6.30) la distribucion de tensiones cortantes es parabdlica y maxima en la
linea neutra es decir cuando y =0, como se muestra en la Figura 6.18. Teniendo en

3
cuenta que [, :E y siendo 7 la tension cortante promedio en la seccion, el valor

maximo es:
3V 3
o2y 2 6.31
Fooe =Dy 0 (@31
h i .G Tinax
Yy Ty
LTIy ?
— b
Figura 6.18

En el caso de una seccion circular, la tension tangencial maxima esta también
situada en la linea media de la seccion. En este caso:

2
4 = 7”;
6.32
4 (6.32)
B2 3z

La Figura 6.19 muestra una seccion circular y las tensiones de cortadura maximas.
Reemplazando (6.32) en (6.28), la tension de cortadura maxima para el caso de una

seccion circular viene dada por:
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. (6.33)

Tmax =7 2
3 7R 3

Siendo 7 la tensidn cortante promedio en la seccion.

I EEEEEEEEER!

Figura 6.19

6.8.4 Flexion compuesta

En flexion compuesta el momento flector y la fuerza normal actuan
simultaneamente. Las tensiones normales se obtienen aplicando el principio de
superposicion a los casos de fuerza normal y flexion pura, siendo:

o N M
A 1

z

(6.34)

En el caso de que el momento flector sea variable y por lo tanto existan fuerzas

cortantes, las tensiones cortantes son las que corresponden a la flexion simple.
6.8.5 Momento torsor

En el apartado 6.4 se han estudiado los diagramas de fuerzas cortantes y de
momentos flectores. Se ha supuesto que todas las fuerzas actian en el plano Gxy y que
por lo tanto no generan momento respecto al eje x. En el caso de que existan sistemas
de fuerzas que generen momento respecto al eje x, deben existir tensiones que
equilibren dicho momento. Estas tensiones deben ser cortantes, ya que las tensiones
normales son paralelas al eje x y por lo tanto no generan momento respecto a dicho eje.
El momento resultante de estas tensiones cortantes es el momento torsor, que se
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denomina M, La Figura 6.20 muestra la parte izquierda de una pieza prismatica
sometida a un par de fuerzas F paralelas al eje z, que generan un momento respecto al
eje x que es equilibrado por el momento torsor M,.

N

.
—

M,

Yy

Figura 6.20

Es habitual representar los momentos torsores utilizando dobles flechas en el plano.
Cuando el momento torsor esta distribuido por unidad de longitud se denomina m,.

M, mix) | Mi+dM,

X dx

Figura 6.21

Aislando un elemento de longitud dx sometido a m, =m,(x) como se muestra en la

Figura 6.21 y del equilibrio de momentos respecto del eje x resulta:

M, =0=(M,+dM,)-M, +mdx=0 (6.35)

X

De (6.35) se obtiene la siguiente ecuacion de equilibrio, que es independiente del
comportamiento axial y a flexion:

——— (6.36)



PRINCIPIOS DE RESISTENCIA DE MATERIALES 95

Seguin (6.36), si la pieza Unicamente soporta momentos concentrados, el diagrama
de momentos torsores estd constituido por tramos uniformes. Por ejemplo, los
momentos torsores son los responsables de la fransmision de potencia en motores
rotatorios térmicos y eléctricos.

Con el fin de relacionar el momento torsor con las tensiones cortantes, se considera
la seccion circular. Se comprueba experimentalmente que se satisface la hipotesis de
Bernouilli, seghin la cual las secciones planas permanecen planas y paralelas a su estado
inicial tras la deformacion. Los elementos de longitud dx en forma de disco giran un

angulo dg, siendo ¢ el angulo de torsion.

Figura 6.22

Los radios de la seccion giran el mismo angulo como s6lidos rigidos. La Figura 6.22
muestra el giro dg que realiza el segmento radial OB de la seccidon derecha respecto a
la seccion de la parte izquierda en un elemento de longitud dx. Dado que los radios
giran como solidos rigidos, el punto B situado a una distancia » del centro O, pasa a
ocupar la posicion B’ siendo

BB'=rdg (6.37)

Por lo tanto el segmento AB de longitud dx que inicialmente forma 90° con la
seccion izquierda sufre una deformacion angular dada por:



96 MECANICA APLICADA

7/=tan;/=m,—¢=r(0’ (6.38)
dx

La derivada del angulo de torsion ¢’, es el angulo de torsion por unidad de longitud.
Por lo tanto, la tensidn cortante tiene direccidon tangencial y viene dada por:

=Gy =Gr¢' (6.39)

El momento torsor es el momento resultante respecto del punto O de las tensiones
cortantes distribuidas en la seccion, por lo que:

M, = L rrdd=Go'[ 1A (6.40)

La integral del Gltimo término de (6.40) representa el momento de inercia respecto

del punto O o momento de inercia polar, por lo que:
M,=GI ,¢' (6.41)
Dividiendo miembro a miembro las ecuaciones (6.39) y (6.41) resulta:

M
1

p

T (6.42)

Tmax

Figura 6.23
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Segun (6.42), la distribucion de tensiones cortantes es lineal respecto del radio.
Puede apreciarse que la ecuacion (6.42) es analoga a la ecuacion (6.24) correspondiente
a flexion pura. En la Figura 6.23 se muestra la distribucion de tensiones a lo largo de
un diametro cualquiera de la seccion.

Siendo D el diametro, la tension maxima se produce en los puntos exteriores y viene
dada por:

r MD (6.43)
21

4

Teniendo en cuenta que para una seccion llena 7, = la ecuacion (6.43) queda:

_16M,
max 7TD3

(6.44)

La hipétesis de deformacion utilizada para la seccion circular es también valida en

el caso de una seccion circular hueca. En este caso el momento de inercia polar es

I,= %(D4 —d 4) siendo D el didmetro exterior y d el didmetro interior.

Figura 6.24

La Figura 6.24 muestra la distribucion de tensiones en el caso de una seccion
circular hueca. La tensiéon méaxima en este caso viene dada por:
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16M,

- ) (6.45)

Tmax

Donde & = i .
D

Las secciones huecas son mas eficientes que las llenas, ya que el material de la
periferia soporta las tensiones maximas. Cuando la diferencia entre D y d es pequefia,
se puede suponer que la distribucion de tensiones es uniforme en el espesor. Las

tensiones estan aplicadas en una circunferencia de espesor ¢ =1(D —d) y de diametro

el diametro medio, por lo que el momento torsor es:

M, =7T(D+dj(D+djl‘T (6.46)

2 4
De (6.46), teniendo en cuenta que D ~d se obtienen la tension cortante:

_2M,
D%t

z (6.47)



7. CINEMATICA DEL SOLIDO
RIGIDO

7.1. INTRODUCCION

La Cinematica estudia el movimiento de los cuerpos sin atender a las causas que
originan dicho movimiento. El capitulo comienza con un repaso de la Cinematica de la
Particula, para posteriormente abordar el movimiento del Sélido Rigido. El que el
solido sea rigido implica que las distancias relativas entre los puntos del mismo no
varian.

Se analizardn en primer lugar los campos de velocidades y aceleraciones del Sé6lido
Rigido. En un instante determinado, conociendo la velocidad de un punto y la velocidad
angular, se puede determinar la velocidad de cualquier otro punto del solido. En el caso
de las aceleraciones, dadas la aceleracion de un punto, la velocidad angular y la
aceleracion angular en un instante determinado, es posible determinar la aceleracion de
otro punto del sélido rigido.

La velocidad y la aceleracion angular de un sélido rigido son caracteristicas
cinematicas instantaneas relacionadas con la variacion de orientacion de un sistema de
referencia solidariamente unido al sélido. Por lo tanto, en un instante determinado, son
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las mismas para todos los puntos del solido. La variacién de orientacion se considera
respecto a un sistema de referencia fijo adoptado arbitrariamente. Es de destacar que el
analisis realizado para el solido rigido es también aplicable al solido deformable en el
caso de que la configuracion deformada sea asimilable a la original, como ocurre en

muchas aplicaciones de ingenieria.

Al relacionar el movimiento de una particula no perteneciente al solido con el
movimiento del sélido, surgen componentes de arrastre y relativa tanto en velocidades
como en aceleraciones. En el calculo de la componente de arrastre, se supone que la
particula pertenece al soélido, por lo que se aplican las ecuaciones del campo de
velocidades y aceleraciones anteriormente deducidos. En la determinacion de la
componente relativa, se estudia el movimiento de la particula respecto del sistema de
referencia unido al solido. En el caso de las aceleraciones, surge un término
complementario en el proceso de derivacion, relacionado con el cambio de orientacion
del sistema de referencia, denominado aceleracion de Coriolis. Extendiendo el analisis
del movimiento relativo de la particula, se analiza finalmente el movimiento relativo
entre solidos rigidos.

7.2. CINEMATICA DE LA PARTICULA

7.2.1 Posicion, velocidad y aceleracion

En este apartado, se realiza un repaso del analisis del movimiento de una particula
suponiendo que su trayectoria se representa en el sistema de referencia fijo OXYZ, como
se muestra en la Figura 7.1. Cuando la particula se encuentra en el punto P de su
trayectoria, su vector de posicion es 7 . En un instante +A4¢, su vector de posicion viene
dado por 7 + A7 . La velocidad instantinea v se define como:

AFdr -

v=lm—=—=F 7.D
AP0 At dt
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Figura 7.1

La direccion de la velocidad es la de la tangente a la trayectoria en el punto P. Siendo
s la coordenada de longitud de arco de trayectoria y ds el arco cuya cuerda es dr,

teniendo en cuenta que dr =ds, el modulo de la velocidad es:

v=lp=L B (12)
dt dt
Siendo ¢, el vector unitario de la tangente a la trayectoria en P, la velocidad

instantanea viene dada por:

>
>

(7.3)

<
I
<
Il
e}

La aceleracion instantdnea d a se define como la derivada de la velocidad respecto

al tiempo:

L odv -
a=—-=v

7 (7.4)

Utilizando la regla de la cadena de la derivacion, (7.4) puede expresarse como:

. dv_dvds dv
d=—=——=

= =y (7.5)
dt ds dt ds
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7.2.2 Componentes intrinsecas de la aceleracion

A continuacion, la aceleracion se va a descomponer en dos componentes intrinsecas,
es decir, que no dependen del sistema de referencia considerado.

En una curva espacial, las rectas tangentes de un punto P y de otro punto préximo
P’, definen el plano osculador. El plano perpendicular a dicho plano que contiene la
tangente en P, es el plano rectificante. El plano perpendicular a los anteriores que pasa
por P es el plano normal. Esos tres planos definen en cada instante el triedro intrinseco.
La direccion tangente y normal de la trayectoria del punto P estan contenidas en el
plano osculador en cada instante. La Figura 7.2 muestra el plano osculador O’xy que
corresponde a un instante, con las siguientes caracteristicas: el vector tangente ¢, y

normal ¢, el elemento de arco de trayectoria ds, el centro de curvatura C y el radio de

curvatura p. Los vectores unitarios i, j no varian en el intervalo Az, ya que el plano

osculador contiene a P y P’; los vectores ¢, ¢, varian al pasar de P a P’.

Figura 7.2

Siendo ¢ el angulo que forma la tangente con el eje X en el instante considerado, la

relacion entre vectores unitarios viene dada por:

é, =cosgi +sing; 7.6)
¢ =—singi +cosg; '

Derivando ¢, resulta:
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ét =(b(—sinqof+cosg0})=(bén 7.7

Derivando la expresion de la velocidad dada en (7.3):
G=7=v¢ +vé (7.8)

Considerando (7.7) y la regla de la cadena para la derivacion, el segundo sumando
de (7.8) queda:

A A deds .
ve =vpe =y——e 7.9
t @ n ds dt n ( )

En virtud de la ecuacion (7.2) y dado que el radio de curvatura se relaciona con la
longitud de arco segiin ds = pdg, la expresion (7.9) queda:

: (7.10)

n

v
P
Por lo tanto, la ecuacion (7.8) puede escribirse como:

d=ae +ae (7.11)

Donde la componente tangencial @, y la componente normal a, de la aceleracion
son:

(7.12)

La componente tangencial o aceleracion tangencial esta relacionada con la
variacion del modulo de la velocidad mientras que la componente normal o aceleracion
normal esta relacionada con la variacion de la direccion del vector velocidad. En
consecuencia, en una trayectoria rectilinea, la componente normal es siempre nula. En
una trayectoria curvilinea, si el modulo de la velocidad se mantiene constante, la

componente tangencial es nula mientras que la componente normal no lo es.
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7.2.3 Integracion de la aceleracion e intervalo de tiempo

En problemas de Mecanica de la Particula, si la aceleracion se obtiene de la segunda

ley de Newton, la velocidad y la posicion se determinan mediante integracion. En esta

seccion, se demuestra que el valor del tiempo en el instante inicial es arbitrario.

Suponiendo que # es el valor del instante inicial, al integrar la aceleracion para obtener

la velocidad, se tiene:

[ v =] aqar (7.13)

siendo la aceleracion cualquier funcion del tiempo en la ecuacion (7.13). Se realiza

el siguiente cambio de variable:

t=ty=>7=0
T=t—t, , B dr =dt (7.14)
0

Introduciendo el cambio de variable de (7.14) en (7.13):

<

~y = [ a(r)di=[ d(r)dr (7.15)
La posicion se obtiene integrando la velocidad:

j aF = j B (t)dt (7.16)
Introduciendo el cambio de variable de (7.14), la ecuacion (7.16) queda:

F-7 =J-Orx7(z')d2' (7.17)

Segun las ecuaciones (7.15) y (7.17), la variable es el intervalo de tiempo 7, que

habitualmente se denomina ¢. En adelante, en el instante inicial serd ¢ = 0.
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7.2.4 Movimiento rectilineo

En el movimiento rectilineo de la particula, la velocidad y la aceleracion tienen la
direccion de una recta. Tomando como origen el punto O y definiendo el sentido
positivo de x, la posicion, la velocidad y la aceleracion se pueden tratar como escalares,
siendo el signo positivo o negativo dependiente del sentido seleccionado.

Si la aceleracion es constante, es decir a = a,, la velocidad y la posicion son:

dv
D o= fnrad

dx )
?ZVO +(10t:> X =X, +v0t+7a0t
t

(7.18)

En (7.18), xo eta v son la posicion y velocidad iniciales, respectivamente. La

posicion y la velocidad se pueden relacionar también directamente:

dv v x
vd—=a0 :>J. vdv=f a,dx =V =v; +2a0(x—x0)
Yo 0

X X

(7.19)

Las ecuaciones (7.18) y (7.19) corresponden al movimiento uniformemente

acelerado. Cuando la velocidad es constante, es decir, cuando @, =0, se obtienen las

ecuaciones del movimiento uniforme:

dv

—=0=v=y,

"

& =]
dt 0 0 0

(7.20)

En el caso de un cuerpo en caida libre, las fuerzas que soporta son el peso y la fuerza
de rozamiento del aire. En primera aproximacion se supone que la fuerza es

proporcional a la velocidad, es decir, F, =kv. Segun la 2* ley de Newton, siendo m la

masa de la particula, la aceleracion en sentido descendente es:
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dv .
a=—=g—-"Lv 7.21
dt " (7.21)
Integrando (7.21), la velocidad es:
v=v, (1 —e ) Vim = (7.22)

Integrando la ecuacion (7.22), se obtiene la posicion en funcion del tiempo:

x =y (1426 (7.23)

Ejemplo: Siendo la velocidad de una gota de lluvia de 5 mm de diametro al llegar
al suelo viim = 10 m/s, se puede obtener k. Si la gota cae de una nube que esta a 2 km,
llega al suelo en 200 s aproximadamente. Tras 8 s desde el inicio de la caida, la
velocidad es de 10 m/s (36 km/h). Si no existiera la resistencia del aire, la gota
necesitaria 20,2 s para llegar al suelo y su velocidad seria de 198 m/s (713 km/h).

7.2.5 Movimiento parabdlico

Cuando se lanza una particula, despreciando la resistencia del aire, la unica fuerza
que soporta es la del peso y asi, soporta la aceleracion g hacia abajo, como se ve en la
Figura 7.3. Tomando como origen el punto de lanzamiento y suponiendo que éste se
realiza en el plano , las componentes iniciales de la posicion y la velocidad son:

x,=y,=z,=0
tzo{‘) To =% (7.24)

va’ VOy’ vOz = 0
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Figura 7.3

Utilizando las ecuaciones del movimiento uniforme en los ejes x y z y las del
movimiento uniformemente acelerado en el eje y, se obtiene:

= v =v,—gt =0
x:{v" Vo y:{ »=i T8 z:{vz . (7.25)

xX=v,t =v,of — 28t z=

En (7.25), despejando el tiempo en funcion de x y sustituyendo en la expresion de
y, se obtiene la ecuacion de la trayectoria parabdlica:

18 (7.26)

7.2.6 Coordenadas polares

En la Figura 7.4, se muestran las coordenadas polares . La direccion del segmento
es la radial y su direccion perpendicular es la transversal. En dichas direcciones, se

definen los vectores unitarios ey é,, siendo sus sentidos los que corresponden a las

coordenadas crecientes.
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VY
o 3
P
3 r
i =X
0]
Figura 7.4

Expresando esos vectores en funcion de los del sistema fijo, se obtiene:

e, =cos@l +sin6J

. A (7.27)
é, =—sinf +cos6J
Derivando los vectores unitarios de (7.27):
é = 9(—sin 01 + cos Gj) =6¢,
. . . . . (7.28)
é, = —9(cos 01 +sin HJ) =—0be,
Segun la Figura 7.4 el vector de posicion es:
F=re, (7.29)
Derivando (7.29) y teniendo en cuenta (7.28), se obtiene la velocidad:
R . V. =7
v=re +rbe,= { . (7.30)
v, =r0
Derivando (7.30) y teniendo en cuenta (7.28), la aceleracion es:
- ven RN Y A PN 20 A a :i/:—]”éz
a=re, +r@e,+rbe,+rbe,—rde. =3 " . . (7.31)
a, =r0+2r0
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7.2.7 Movimiento circular

En el movimiento circular, la coordenada radial » =R es constante y por lo tanto,
=7 =0. Sustituyendo en (7.30) y (7.31), la velocidad y la aceleracién son:

- - v. =0 ~ - -
Vv =R0Oe, = RO d=ROe,—RO e =

a, = -RO?
v, = RO )

6192

(7.32)

En el movimiento circular, las componentes radial y transversal, son las

componentes normal y tangencial, respectivamente, como se muestra en la Figura 7.5.

Figura 7.5

La velocidad y la aceleracion vienen determinadas por las derivadas de 6. La
primera derivada es la velocidad angular de la particula y la segunda derivada es la

aceleracion angular. Por un procedimiento similar al utilizado en el caso del
movimiento rectilineo, si se conoce la aceleraciéon angular @, la velocidad angular @
y el angulo @ pueden determinarse por integracion. En el movimiento circular
uniformemente acelerado, siendo 90, 90 y 0, la aceleracion angular constante, la

velocidad angular y el 4ngulo inicial, respectivamente, la velocidad y la posicion son:
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49 _ 4 ~[6-6,+d,
dt (7.33)

cid—f=9'0+f9'ot:> 0=0,+0+L10,

7.3. DERIVADA TEMPORAL DE UN VECTOR

Sea un vector dependiente del tiempo v =v (t) . La derivada temporal se representa

con un punto encima de la funcion y se define como:

3(1)= L g A=V () (7.34)
dt -0 At

Las derivadas de las operaciones vectoriales vienen dadas por:

d,. . .
E(vl +7,) =V, +V,
iua:w+w
? (7.35)

d
4
di

(Vl 'V2)=V1 VY, +V1 vV,

(¥, %7, ) =¥, x ¥, + ¥, x,

Si el vector v se representa en un sistema de referencia OXYZ que no cambia de

orientacion, la derivada del vector segin sus componentes es:
v=vI+v J+v K (7.36)
Para indicar que los vectores unitarios no varian en el tiempo, se representan con

letras mayusculas. Considerando en la Figura 7.6 otro sistema de referencia Oxyz que
si cambia de orientacion, es necesario derivar también los vectores unitarios:

V=vi+v jtvk+tvi+v j+vk (7.37)
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ZA
v
K
J Y

70

1

X
Figura 7.6

Los tres primeros sumandos corresponden a un sistema de referencia que no cambia
de orientacion y se representan como:

(v*)()xyz =vi+v, ] +vk (7.38)

Analizando las derivadas de los vectores unitarios, se pueden representar seglin unas
componentes a; correspondientes al sistema Oxyz:

]"=ayxz +ayyj+ayzl€ (7.39)

Por una parte, para cualquier vector unitario # se cumple #-u =1. Derivando, se
obtiene el siguiente resultado:

G-Gi+0-1=0=4-1=0 (7.40)

segin la ecuacion (7.40), el vector unitario y su derivada son perpendiculares.

Multiplicando escalarmente miembro a miembro las ecuaciones (7.39) por i ,]A',lg ,
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respectivamente, y teniendo en cuenta los productos escalares entre vectores unitarios
se obtiene:

a,=a,=a_.=0 (7.41)
Por otra parte, derivando la identidad i - j =0 :

Pi+i =0 (7.42)

El resultado de (7.42) es valido para cualquier par de vectores unitarios

perpendiculares. Multiplicando escalarmente por ; la primera ecuacion de (7.39) y la

segunda por ; , sumando miembro a miembro resulta:
a,+ta,=0=>a_ =-a (7.43)

Operando analogamente con la segunda y tercera y la primera y tercera ecuaciones
de (7.39) se obtiene:

” ¥ (7.44)

Segtin las ecuaciones (7.41), (7.43) y (7.44) los 9 coeficientes a; forman una matriz
antisimétrica, siendo independientes inicamente 3 coeficientes. El siguiente cambio de
notacion se realiza para la mejor comprension del desarrollo matematico:

Qx = ayz Qy = azx Qz = axy (745)

Sustituyendo la ecuacion (7.45) en (7.39), las derivadas de los vectores unitarios

son:

i=Qj-0Qk
j=-Qi+Qik (7.46)
F=0i-0j
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teniendo en cuenta (7.46), los tres Gltimos sumandos de (7.37) vienen dados por:
vty j vk =v,(Q7-Qk)+v (-0 +Qk)+v. (i -0]) (747)

La ecuacion (7.47) se obtiene al desarrollar el siguiente determinante por los
elementos de la tercera fila:

Pk
vitvjtvk=Q, Q, Q (7.48)
v, v, v,

El determinante de (7.48) representa el producto vectorial Qx v, siendo Q el

siguiente vector:
Q=Q7i+Q j+Qk (7.49)

Las componentes del vector Q tienen unidades de [tiempo] ™. El vector Q se define
como la velocidad angular del sistema de referencia Oxyz que cambia de orientacion.
Sustituyendo el resultado de (7.48) en la ecuacion (7.37) y teniendo en cuenta (7.38),
se obtiene la formula de Boure:

P=(V) +Qxv (7.50)

)Oxyz

En el caso particular de que el eje z no varie y por lo tanto k=0 , segun (7.46) resulta
que Qy =Q_=0.Porlo tanto, siendo Q= QZIE , las derivadas de los vectores unitarios

del plano Oxy son:
: (7.51)

Por ejemplo, en coordenadas polares, las derivadas de los vectores unitarios segiin
(7.28) son:
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é =06é,
(7.52)

e, =—0e,

seglin (7.52) la velocidad angular del sistema de referencia es 6. Por lo tanto, en el
movimiento circular, la velocidad angular de la particula, es la velocidad angular del

sistema de referencia en coordenadas polares.

7.4. CAMPO DE VELOCIDADES

Considerando un sistema de referencia Axyz unido al sélido, el vector de posicion
de un punto P del s6lido segin se muestra en la Figura 7.7, viene dado por:

Fo=F, 47, (7.53)

Figura 7.7

El vector 7, =ﬁrepresenta la posicion relativa de P respecto de A y por

conveniencia se expresa en el sistema Axyz. El modulo de este vector no cambia en el
tiempo, debido a que, al tratarse de un sélido rigido, la distancia relativa entre A y P
permanece constante. Por lo tanto, la derivada del vector expresado en el sistema Axyz

€s:
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Por s :(rP/A)Ax),+a)XrP/A =0XT, (7.54)

Por otra parte, los vectores de posicion de los puntos Py A, 7 y 7,

respectivamente, estan expresados en el sistema fijo, por lo que sus derivadas son
directamente las velocidades de los puntos. Derivando la ecuacion (7.53) resulta:

Vo=V, +Ox7,, (7.55)
La ecuacion (7.55) también se puede escribir como:
Vo=V, +V,, (7.56)
donde v,,, =@ x¥#,,,

La ecuacion (7.56) representa el campo de velocidades de un solido rigido. En un
instante determinado, conociendo la velocidad de un punto A y la velocidad angular
del solido rigido, se puede obtener la velocidad de cualquier punto P. A continuacion
se describen dos casos particulares importantes del movimiento general:

Traslacion instantanea: &=0. Las velocidades de todos los puntos en el instante

considerado son iguales, dado que v, =V, .

Rotacion instantea respecto de A: v, =0. En este caso v, =@ x7,,,, con lo que
todos los puntos giran respecto de A en ese instante, dado que el vector v,es

perpendicular al vector 7,,, .

Una vez descritas la traslacion y rotacion instantaneas, la velocidad del punto P dada
en (7.56) se descompone en dos componentes:

Traslacion segun v , . Se supone que en ese instante la velocidad de todos los puntos

es la misma.

Rotacion de P respecto de A. Como se ha mencionado, esta componente es
perpendicular al vector 7,,, .
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A continuacion, se demuestra que en el caso de un solido rigido la velocidad angular
@ no depende de la orientacion ni del origen del sistema de referencia. Con respecto a
la orientacion del sistema de referencia, se considera otro sistema A4x’y’z” unido al
so6lido en el mismo origen. Se supone que la velocidad angular correspondiente es @'.
La velocidad de cualquier punto P se puede escribir como:

Vo =V, + &' XFp, (7.57)

Dado que la velocidad de P se determina respecto al sistema fijo, igualando con la
ecuacioén (7.55) se obtiene:

(&-@")xF,, =0 (7.58)

Dado que P es arbitrario, se debe cumplir @ =@".

n_n_n

Con respecto al origen, considerando dos sistemas Axyz y Bx"y"z" siendo sus

velocidades angulares @ y @" respectivamente, se cumple la siguiente relacion entre

las posiciones relativas:

Fo = AB+7,, (7.59)

Expresando el vector AB en el sistema Axyz y derivando (7.59), se tiene:

dXF,,, =@x AB+@" X7, (7.60)

Premultiplicando vectorialmente la ecuacion (7.59) por @y comparando con la

ecuacion (7.60) se debe cumplir:
(@_@")XFP/B =0 (7.61)

Dado que el punto P puede ser cualquiera, ( - c?)") no puede ser siempre paralelo

a 7, y seinfiere que @ =@". Por lo tanto, dado que /a velocidad angular es la misma

para cualquier sistema de referencia unido al solido, es una caracteristica cinemdtica

instantanea del solido rigido.
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7.5. SEMEJANZA CON LOS SISTEMAS DE VECTORES Y
CLASIFICACION

7.5.1 Semejanza

En los sistemas de vectores deslizantes, la relacion entre los momentos de los puntos
A y P se puede expresar como:

M,=M,+PAxR=M, =M, +RxF,, (7.62)
Comparandola con la ecuacion (7.55), se aprecia que la ecuacion del campo de
velocidades del solido rigido, es analoga a la ecuacion del campo de momentos de un
sistema de vectores deslizantes. La velocidad, es asimilable al momento resultante
respecto de un punto y la velocidad angular es asimilable a la resultante general del
sistema. Es decir, se puede establecer la siguiente semejanza:
DR
- (7.63)
Vv, > M,

En la siguiente tabla, se recogen las caracteristicas principales de la semejanza:

Sistemas de vectores Velocidades del solido rigido
Campo de momentos M,=M, +RxF,, Campo de velocidades Vp =V, + DXy,
Resultante R Velocidad angular @
Monm. result. c.r.a A M, Velocidad de A vy
Invariante escalar =M » -R Invariante escalar T=V, @
Momento minimo M, = %ﬁ ® Velociad de desliz. v, = éﬁm
Eje Central paraleloa R EIRD paralelo a @

El Eje Central que se ha visto en los sistemas de vectores se convierte en el Eje
Instantaneo de Rotaciéon y Deslizamiento (EIRD). La correspondencia del momento

minimo es la velocidad de deslizamiento. En cada instante, el EIRD tiene la misma
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direccion que la velocidad angular. A medida que discurre el tiempo, los EIRD
correspondientes a los diferentes instantes forman una superficie formada por rectas,
una superficie reglada. La superficie que se genera en el sistema de referencia fijo es el
axoide fijo y la superficie que se genera en el sistema d referencia ligado al solido es el
axoide movil. En cada instante, ambos axoides tienen en comun el EIRD.

En la Figura 7.9 se muestran el plano 7z perpendicular al EIRD, el punto O incluido
en dicho plano, el punto de corte P entre 7y el EIRD y un punto genérico X del EIRD.

La relacion entre las velocidades de los puntos O y P viene dada por:

Vo=V, +@xF (7.64)
P o P/O

EIRD

Figura 7.8

V,=V,, ya que P pertenece al EIRD. Multiplicando vectorialmente por @ la

ecuacion (7.64):
@x§d=@x§0+i)x(&)xfp/o) (7.65)

Siendo v, || @, realizando operaciones en (7.65) y despejando 7, :



CINEMATICA DEL SOLIDO RIGIDO 119

. @xV

= _ _ o
P = OP = ——
0]

(7.66)

Por lo tanto, siendo A € R, la posicion del punto genérico X del EIRD respecto al
punto O es:
— WXV,

Fyp =0X = >
w

+ A0 (7.67)

(7.67) es la ecuacion vectorial de EIRD. Igualando las componentes de los ejes, se
obtienen las 3 ecuaciones paramétricas. Eliminando el parametro A, se obtienen

ecuacion implicita, que corresponde a la interseccion de dos planos.
7.5.2 Clasificacion

El invariante escalar es 7=v,-@. De forma andloga al andlisis de sistemas de

vectores, el movimiento se puede clasificar segin ese invariante:

1. 7#0 Movimiento general, helicoidal tangente. En cualquier instante cualquier

punto del solido tiene una rotacion respecto al EIRD y una traslacion de valor v,

paralela al EIRD.

2.1. @=0. Traslacién instantinea. En ese instante la velocidad de todos los

puntos es la misma.

2.2. v, L @. La velocidad de deslizamiento es nula. La velocidad de cualquier

punto en cualquier instante es una rotacion respecto al Eje Instantaneo de
Rotacion (EIR). En este caso, se satisface el teorema de Varignon, es decir, /a
suma de velocidades correspondientes a distintas rotaciones es igual a la

velocidad correspondiente a la suma de las rotaciones.

23.. @=0y v,=0. Utilizando la ecuacién del campo de velocidades, en ese

instante la velocidad de cualquier punto es nula.
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7.6. CAMPO DE ACELERACIONES

El campo de aceleraciones se obtiene derivando la ecuacion del campo de
velocidades, teniendo en cuenta que las velocidades v, y v, estan expresadas en el

sistema fijo y 7, , se expresa en el sistema moévil. Por lo tanto, las derivadas de las

velocidades de los puntos P y A proporcionan directamente las aceleraciones.
Derivando la ecuacion (7.55) resulta:

G, =a,+BxF,, +OxT, (7.68)

Se define el vector aceleracion angular como la derivada temporal de la velocidad

angular siendo @ = & . Teniendo en cuenta la ecuacién (7.54) resulta:
Ap =0, +0A Xy, +OX(OXF,, ) (7.69)

7.7. MOVIMIENTO RELATIVO DE LA PARTICULA RESPECTO DE
UN SOLIDO RiGIDO

7.7.1  Componentes de la velocidad: arrastre y relativa

En algunos casos, se conocen las caracteristicas del movimiento que la particula P
que no pertenece al solido rigido tiene respecto a éste. El punto tiene una trayectoria
respecto al sistema de referencia absoluto y una trayectoria respecto al sistema de
referencia unido al sélido. En los casos en que se conocen las caracteristicas del
movimiento relativo relacionado con dicha trayectoria, se puede relacionar la velocidad
y aceleracion absoluta del punto P con las caracteristicas cinematicas del solido rigido.
La Figura 7.9 muestra un solido rigido, el sistema de referencia Axyz unido a €l y la
particula P que describe una trayectoria relativa respecto al solido. La relacion entre los
vectores de posicion viene dada por:

Po =T, + 75, (7.70)
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i P
A Trayectoria relativa
Z|
- Y
Tpra
"p
r, X
Y
O

Figura 7.9

La diferencia respecto al analisis realizado en el caso del s6lido rigido es que en este

caso el punto P no pertenece al mismo, por lo que el médulo del vector 7,,, que se

expresa en el sistema Axyz varia con el tiempo. Como en el caso del sélido rigido, los

vectores 7, y 7, se expresan en el sistema fijo, por lo que sus derivadas son

directamente las velocidades de los puntos P y A, respectivamente. Derivando la
ecuacion (7.70) resulta:

‘_’:P:‘_;A"'(V;P/A)Axyz"'&)XFP/A (7.71)

La ecuacién (7.71) puede escribirse como:
Vo=V, +V, (7.72)
Donde el significado de las componentes de (7.72) es:

V, =V, +@dxT7, ,: velocidad de arrastre. Corresponde a suponer que el punto P

pertenece al solido rigido en el instante considerado.
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v = (?P, 4 )A : velocidad relativa. Es la velocidad medida desde el sistema movil
xyz

Axyz, considerando que éste es fijo en el instante considerado. Es decir, es la velocidad
que corresponde a la trayectoria relativa.

7.7.2 Componentes de la aceleracion: arrastre, relativa y complementaria
La ecuacion (7.71) de velocidades se puede escribir como:
Vp =V, +OXTp  +V, (7.73)
Derivando (7.73) resulta:

Ap =0, +OXTp , +OXFp , + (7.74)

r

Teniendo en cuenta que los vectores 7,,, y V. estdn expresados en el sistema movil,

resulta:

Gp =0, +@x Ty, + DXV, +Ox(OxT,, ) +(V,)  +@xT, (7.75)
Xy
Agrupando términos, la ecuacion (7.75) puede escribirse como:
G, =d,, +ad,, +dp, (7.76)

Donde las componentes de (7.76) son:

d,=0,+0xTF,  +dx(@xF,,): aceleracion de arrastre. Corresponde a suponer

que el punto P pertenece al solido rigido en el instante considerado.

a = (\7,, )A : aceleracion relativa. Es la aceleracion medida desde el sistema movil
xy

Axyz, considerando que éste es fijo en el instante considerado. Es la aceleracion que
corresponde a la trayectoria relativa.

d, =2axV,: aceleracion complementaria o de Coriolis. Esta asociada a la rotacion

del sistema de referencia unido al sélido.
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7.8. MOVIMIENTO RELATIVO ENTRE SOLIDOS

7.8.1 Campo de velocidades relativas

Utilizando los resultados obtenidos en el analisis del movimiento relativo de la
particula, se analiza el movimiento relativo entre dos sélidos rigidos. Sean los sé6lidos
S1y S, siendo sus velocidades y aceleraciones angulares instantaneas @, @, y @,, &,

respectivamente, como se muestra en la Figura 7.10.

Al analizar el movimiento de S, respecto de Si, las velocidades de B y P se pueden

descomponer en componentes de arrastre y relativa.

v

B B

Il
o=

B a +‘7 r
R R (7.77)
Vp =Vp, T Vp,
Al ser Py B de Sy, sus velocidades se relacionan segun:
Vp =V, + @, XFyyp (7.78)

Figura 7.10

Obteniendo v, —v, de las ecuaciones (7.77) y (7.78) e igualandolas resulta:
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(vPa _vBa)+(‘7Pr _ﬁBr):@Z XFP/B (7.79)

Las velocidades de arrastre de P y B con S; son:

e RO (7.80)
Ve, =Vy +C()1 XrB/A
sustituyendo la ecuacion (7.80) en (7.79):
@, X Py +(Vp, =V, ) = @y X T (7.81)
la ecuacion (7.81) puede escribirse como:
Vi, = Vg, T @, X T/ (7.82)

Siendo @&, =@, — @, la velocidad angular relativa de S respecto de Si. Por lo tanto, al

analizar el movimiento respecto de Si, se obtiene una ecuacion analoga a la del campo
de velocidades del solido rigido. Por lo tanto, se pueden definir el EIRD y los axoides
del movimiento relativo, como se ha hecho en el caso del movimiento absoluto.

7.8.2  Campo de aceleraciones relativas

Para obtener la relacion entre aceleraciones relativas de los puntos B y P, se deriva la
relacion entre velocidades relativas respecto al sistema unido al sélido Si:

(W), =), +(@,), %oy + @, x(Fos) (7.83)

Sy Sy

Las derivadas de las velocidades relativas son directamente las aceleraciones relativas.
Aplicando la formula de Boure y teniendo en cuenta que la velocidad angular de S; es

@, , la derivada de la velocidad angular relativa es:
0, =(@,) +xa,=d, - (7.84)

r
1

Despejando de (7.84) la derivada respecto de Si:
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(&3 )S :(052_051)—0)1X(?)r:0_[’r—(?)1xé’)r (7.85)

siendo @, =, — @, la aceleracion angular relativa de S; respecto de S;.

Por otra parte, siendo 7, , =7, , —F, ,y teniendo en cuenta la ecuacion (7.82), la

derivada del vector de posicion relativo respecto del sistema mévil es:
(rP/B )51 = (rP/A )Sl - (rB/A )S1 =Vp ~ Vg =@, XTpp (7.86)

Sustituyendo los resultados de las ecuaciones (7.85) y (7.86), la relacion entre

aceleraciones relativas es:
dp, =g + (0, + B, X B)X Ty + @, X (B, XFpy ) (7.87)

La ecuacion (7.87) es similar a la que corresponde al solido rigido, pero aparece el

término complementario @, x @, = @, x @, , denominado aceleracion de Resal.
7.8.3 Movimiento relativo de solidos en contacto

Los solidos S; y S estan en contacto a lo largo del tiempo, como se muestra en la Figura
7.10. En cada instante los puntos de contacto de los solidos S; y S; son A y B,
respectivamente. Analizando el movimiento relativo de B respecto de Si, se cumple la
siguiente relacion:

Vg = Vg, + Vs, (7.88)

Dado que v,, =V, la velocidad relativa de contacto v, se define como:

Vir = Vg, =V —V, (7.89)

El punto A no puede penetrar en S, y el punto B no puede penetrar en S;. En

consecuencia, v, estd incluida en el plano tangente de contacto 7, ya que no puede

tener una componente perpendicular a dicho plano. La velocidad relativa provoca el
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deslizamiento entre ambos puntos y se denomina velocidad de deslizamiento del
contacto.

piv

rel

Si

Figura 7.11

La velocidad angular relativa @&, puede descomponerse en una componente

perpendicular a 7y en otra componente contenida en 7. Son las componentes de
pivotamiento @,, y de rodadura &,,, , respectivamente. En el movimiento relativo que

corresponde al contacto, se pueden distinguir tres casos particulares:

a. Deslizamiento puro: v, #0 y @,

Il
ol

b. Pivotamiento puro: @,, #0, @,

Il
=Y

y ‘_;rel :6
c. Rodadura pura: &, #0, @, =0y, =0

En general, el movimiento es una combinacion de los tres casos.



8. ANALISIS DEL MOVIMIENTO
PLLANO

8.1. INTRODUCCION

De acuerdo a la condicién de movimiento plano, las trayectorias de todos los puntos
estan incluidas en planos paralelos. Al ser planas las trayectorias, las velocidades y
aceleraciones estan incluidas en dichos planos. En consecuencia, se describe
Uunicamente el movimiento de una seccion representativa del solido. Se supone que el
movimiento se produce en planos paralelos al plano OXY del sistema de referencia fijo.

A continuacion, se demuestra que la velocidad angular @ es perpendicular al plano.
Como se ha visto en el apartado 7.3, los vectores unitarios de un sistema de referencia
que cambia de orientacion pueden expresarse como:

>

A

=0 j-Qk

~

o>

j=-Qi-0k (8.1)

A A

k=Qi-Q.j

y
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Siendo la velocidad angular del sistema de referencia que cambia de orientacion:
Q= Qxf + Qy]A' + QZ/:?. Suponiendo que el movimiento se da en el plano Oxy, el eje z

no varia, por lo que:
k=0=0Q. =Q =0 (8.2)

Asi, en el caso de un sistema de referencia que cambia de orientacion en el plano,

QzQJQzQ/é. En el caso del sistema ligado al sdlido, su velocidad angular es:

@=wk. La aceleracion angular es también de direccion z, @ = @k =ak. En
movimiento plano, las derivadas de los vectores unitarios del sistema ligado al solido,
segun las ecuaciones (8.1) y (8.2), son:

(8.3)

Al escoger el sistema ligado al solido, se impone que los ejes z y Z sean paralelos,
como puede verse en la Figura 8.1.

Figura 8.1

Expresando los vectores unitarios del sistema Axy en funcién de los vectores
unitarios del sistema OXY segun la Figura 8.1, resulta:
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i =cosOI +sinO.J

A ) . (8.4)
j=—sin@l +cosbJ
Derivando (8.4) respecto del tiempo:
z5 = 6’(—sin9f + cos@j) =0;
(8.5)

}: 9(—c0s0f—sin0j) =—6i

Comparando las ecuaciones (8.3) y (8.5) resulta que @ = 6. Dado que la aceleracion
angular tiene también s6lo componente en z, & = @ = 6 . Asi, la velocidad y aceleracion

angular son las derivadas del angulo 6 que gira el sistema movil respecto al fijo.

8.2. VELOCIDADES

8.2.1 Campo de velocidades
La ecuacion que corresponde al campo de velocidades es:
Vo=V, +V,,, (8.6)

Vp, = @X Ty, Totacion de P respecto de A. Dado que @ es perpendicular al plano,

las caracteristicas del vector son:

Moédulo: |vP/A| =V, = O

Vpia

90

Figura 8.2
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Direccion: perpendicular a 7, , . Utilizando la regla de la mano derecha, su sentido

se muestra en la Figura 8.2.
8.2.2 Centro instantaneo de rotacion

En el movimiento plano general, utilizando la nomenclatura de los sistemas de
vectores, siendo la resultante @ perpendicular al campo de momentos que corresponde
a las velocidades, el sistema se puede reducir a una tnica resultante situada en el eje
central. En nomenclatura cinematica, el movimiento se puede reducir a una rotacion
respecto de un eje paralelo a la velocidad angular. Asi, este eje es perpendicular al plano
del movimiento y se denomina Eje Instantineo de Rotacion (EIR). La interseccion de
este eje y el plano es un punto denominado Centro Instantaneo de Rotacion (CIR).
Asignando la letra I al CIR, la velocidad de cualquier punto P es:

Vp =Vpy = OX 1y, (8.7)

Segun la ecuacion (8.7), v, y 7, son perpendiculares. Conociendo las direcciones

de las velocidades de dos puntos, el CIR se halla en la interseccion de las
perpendiculares a dichas direcciones. Si las velocidades son paralelas y de distinto
modulo, se utiliza la semejanza de triangulos. Si las velocidades son iguales, el CIR
esta en el infinito y el movimiento es de traslacion instantanea. En general, el CIR varia
en el transcurso del movimiento. Si no varia, el movimiento es de rotacion alrededor
de un eje fijo.

Cuando un disco de radio R rueda sin deslizar sobre una superficie fija, el CIR es el
punto de contacto entre el disco y la superficie. En consecuencia, la velocidad del centro
es v, =wR, con la direccion y sentido de la Figura 8.3. Si la superficie es movil, las
velocidades de los puntos de contacto deben ser iguales para que se cumpla la condicion
de rodadura.
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@R

CIR

Figura 8.3

8.2.3 Polar fija y polar movil

Siendo el EIR perpendicular al plano, los axoides son cilindros que tienen como
rectas generatrices los EIR. La interseccion entre los cilindros y el plano son dos curvas:
la que corresponde al axoide fijo es la base o polar fija y la que corresponde al axoide
movil es la ruleta o polar movil. En otras palabras, las curvas que describe el CIR en el
sistema fijo y en el movil son la base y la ruleta, respectivamente.

Figura 8.4

Relacionando las velocidades de A e I:
V,=®XF,, (8.8)
multiplicando vectorialmente (8.8) por @, se obtiene:
OxV,=&(@-F,, )~ 7, (6 D) (8.9)

De (8.9), la ecuacion vectorial del CIR es:
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— WXV

- _ _ 4
rl/A_AI_ 2
w

(8.10)

Para obtener la ecuacion de la base, utilizando las coordenadas del sistema de
referencia fijo, la ecuacion (8.10) puede escribirse como:

(X7 47,0) (X, +7,0 )= (R ) (X, +7,]) (8.11)

Teniendo en cuenta la regla de la cadena de las derivadas, se cumple:

g o ido_ X, y _dNdo_ v,
do dt  do do dt do

(8.12)

Igualando las componentes de (8.11) y teniendo en cuenta (8.12) se obtienen las
ecuaciones paramétricas de la base, siendo el parametro el angulo @ girado por el

sistema movil.

av,

X
XJZXA_E YIZYA+d -

dé

(8.13)

Para obtener las ecuaciones de la ruleta, v, estd expresada en el sistema fijo. Para

expresarla en el sistema movil, se debe utilizar la relacion entre vectores unitarios. La
ecuacion (8.4) puede escribirse en forma matricial como:

i cos@ sin@ |1
Nl . (8.14)
Jj —sin@ cosf || J

Dado que la matriz de rotacion es ortogonal, la inversa y la traspuesta son iguales.
Asi, la transformacion inversa viene dada por:

I| [cos® —sin@][i
= A (8.15)
J sind cos@ ||

Por lo tanto:
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V,=XI+YJ=X, (Cosﬁf —sin@j) +7, (sin@f + 0056’}) (8.16)
Agrupando términos en (8.16):

¥, =(X,cos0+7,sin0)i +(-X,sin0+Y,cos0); (8.17)

Utilizando la ecuacion (8.10), teniendo en cuenta que , kxi =]y lng'z —i,la

ecuacion vectorial de la ruleta es:
xi+y,] =i[(XA sinf -7, cos&)f +(XA cos@+7Y, sine)j'] (8.18)
w

Identificando términos y teniendo en cuenta las transformaciones de (8.12), se
obtienen las ecuaciones paramétricas de la ruleta o polar mévil.

x,zd;; sin@ — Y"cos@

e v (8.19)
v, =—=*cosf+—=sinf

do

8.2.4 Velocidad de sucesion del CIR

En cada instante, el punto de contacto entre la base y la ruleta es el CIR. La ruleta
es una curva del sistema de referencia unida al sélido, por lo que se mueve con €él. Al
ser nula la velocidad del CIR, el movimiento de la ruleta sobre la base es de rodadura.

En cada instante, el CIR del solido coincide con un punto matematico del sistema
fijo. La velocidad de dicho punto matematico sobre la base, se define como la velocidad

de sucesion del CIR o velocidad de cambio de polo vs.

En la Figura 8.5 se muestran los arcos de circunferencia que corresponden a los
radios de curvatura de la polar fija y movil en un instante determinado. Cuando el punto
matematico I recorre sobre la base el arco ds que corresponde al angulo dé;, llega a la
posicion Ir. El angulo que corresponde al mismo arco ds en la ruleta es dé, y el CIR

pasa a la posicion In. En la Figura 8.5 se muestra la situacion inicial en la que el CIR
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corresponde a I. Cuando Iy, Im € I coinciden, la ruleta gira d@ en sentido antihorario.
Ello es debido a que cuando los tres puntos coinciden, el centro de la ruleta debe estar
en la direccion del radio I:Cr. Por lo tanto, se cumple:

ds=R,d6, =R,d6, (8.20)

Cn D

C, dOn

Figura 8.5

La suma de angulos en el triangulo C{Ci,P es:

r=(7-do,)+do, +do (8.21)

Despejando d@de la ecuacion (8.21):

d6=do, -do, (8.22)

Despejando los angulos d6, d6, de la ecuacion (8.20), sustituyendo en la ecuacion
(8.22) y dividiendo por dt, la velocidad de sucesion vy viene dada por:

v =—2 (8.23)

LA U B
R, R,

. do ds
siendo o =—y v, =—.
dt dt
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Segun la Figura 8.5, v de la ecuacidn (8.23) es positivo hacia la derecha, segin la
variacion de I;. Para que los radios de curvatura sean positivos, los centros de curvatura

Cry Cm deben estar encima de I. Ademas, @ es positiva en sentido antihorario.

8.3. ACELERACIONES

8.3.1 Campo de aceleraciones

Al ser la velocidad angular perpendicular al plano en cada instante, la aceleracion
angular es también perpendicular al plano. El médulo de la aceleracion angular es

a =@ =0 . La ecuacidn general del campo de aceleraciones viene dada por:
Ap =0+ 0 Xy, +OX(OXF,,) (8.24)
Desarrollando el doble producto vectorial de (8.24):

@X(@XFP/A): a_)(a)'rP/A)_?P/A (@'ﬁ’):_wzfp/A (8.25)

La ecuacion (8.24) puede escribirse como:

Gp=d,+(dp, ), +(dp4 ),, (8.26)
El significado de los sumandos de (8.26) es el siguiente:

(Gp, )t =a xF, . aceleracion tangencial de P respecto de A. Es perpendicular a

7,y su sentido depende del sentido de la aceleracion angular, segun la regla de la

mano derecha, como se muestra en la Figura 8.6.

(@p, .4 ),
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Figura 8.6

- 2 ., —
(aP/A )n =-w’r,,,: aceleracion normal de P respecto de A. Es paralela a 7, ,y su

sentido es siempre hacia A, como puede verse en la Figura 8.7.

(Gp .4 )n

Figura 8.7

8.3.2 Polo de aceleraciones

En el movimiento plano, en cada instante existe un punto de aceleracion nula. Este
punto se denomina polo de aceleraciones y se designa con la letra C. Relacionando las
aceleraciones de los puntos A y C del s6lido:

- — 2—
.=d,+aX7V.,, —OT,, (8.27)

Qu

Multiplicando vectorialmente por & la ecuacion (8.27):
Axd.=AXa,+AX(AXT), )~ O AXF), (8.28)

Siendo d. =0 y teniendo en cuenta la formula del doble producto vectorial se

obtiene:
(8.29)

Sustituyendo el resultado de (8.29) en la ecuacion (8.27) y despejando 7., ,, se

obtiene la posicion relativa del polo de aceleraciones C respecto de A:

— @d,+axa

> _ _ A A
7., =AC= .

w

8.30
+a? (8:30)
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Si w =0, para cualquier punto P del s6lido:

dp =(dpc ), =0 XTpc (8.31)
Segtn la ecuacion (8.31), d, y 7., son perpendiculares. Como en el caso del CIR,

conociendo las direcciones de las aceleraciones de dos puntos, se determina C.
8.3.3 Aceleracion del CIR

El centro instantaneo de rotacion varia en el tiempo, describiendo una curva sobre

la polar fija. Tomando el CIR como una particula, su velocidad v, es la velocidad de
sucesion obtenida en el apartado 8.2.4, y su vector de posicion es 7, . Relacionando las

velocidades de los puntos A e I:

V=V, +dxF,, (8.32)

Siendo el punto I el CIR, resulta que v, = 0 . Es pertinente destacar que al determinar
v, se calcula la derivada del vector de posicion de un punto dado del s6lido. En cambio,
al determinar v_, se toma la posicion del punto matematico que en cada instante es CIR,
que en el solido varia con el tiempo. Ademas, 7,, =7, —F, . Derivando la ecuacion
(8.32) resulta:

a,=axF, +ox(V,—V,) (8.33)
Siendo A un punto cualquiera del sélido, para determinar la aceleracion del punto I:

d, =lima, =£ig}[&xa,, +@x(V,—V,)|=axi, +ox(¥,-v,) (834

Siendo 7, =0, de la ecuacién (8.34) se obtiene:

1/1

G, =V x@d (8.35)
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8.3.4 Aceleraciones en rodadura

En la Figura 8.8 se supone que se da rodadura entre los solidos S; y S,. Los puntos
de contacto en cada s6lido son A; y Az en cada instante. Por la condicion de rodadura,

Vi, =V,

Figura 8.8

Por lo tanto, en el movimiento que tiene A, respecto a S, la velocidad relativa es

nula:
(%,) =¥, -7, =0 (8.36)
Considerando el movimiento relativo de S, respecto a Si, la aceleracion de A; es:
a,=(a,) +(a,) +(a,) (8.37)

Respecto a la componente de arrastre, si A, fuera de Si, coincidiria con A, por lo

que:
(aAz ) =d, (8.38)

La componente de Coriolis es nula, por ser nula la velocidad relativa:
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(@,) =28,%(7,) =0 (8.39)

Al analizar el movimiento relativo, se supone que S; es fijo y en consecuencia, el
punto de contacto es el CIR del movimiento relativo. Por lo tanto, la aceleracion se
puede obtener aplicando la ecuacion (8.35) al movimiento relativo:

(a,) =v,xa, (8.40)

b

Sustituyendo los resultados de las ecuaciones (8.38)-(8.40) en la ecuacion (8.37), se
obtiene la relacidén entre las aceleraciones de los puntos de contacto, cuando hay
rodadura:

dy =d, +V,xa, (8.41)
Multiplicando escalarmente la ecuacion (8.41) por el vector del plano tangente #_:

a, i, =a, i,+(V,xa)i, (8.42)

pa pa

Al ser paralelos los vectores vy u_, el producto mixto de la ecuacion (8.42) es

nulo y se obtiene el siguiente resultado:
(d,) =(d,). (8.43)

Segun la ecuacion (8.43), cuando hay rodadura, aunque las aceleraciones de los

puntos A; y A son distintas, la proyeccion sobre el plano tangente es la misma.
8.3.5 Ejemplos

Se analizan tres casos de rodadura, calculando la aceleracion del punto de contacto
de dos formas: utilizando el campo de aceleraciones y utilizando la aceleracion del CIR.

Para ello, se calcula también en cada caso la velocidad de sucesion v.

1. Disco rodando sobre una superficie plana fija
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En el caso de la rodadura del disco de la Figura 8.9 que rueda sobre una superficie
plana fija, la direccidn de la velociad de O no varia, dado que su trayectoria es rectilinea.
La aceleracion de O soélo tiene componente tangencial, siendo su direccion la de la
velocidad y el modulo, la derivada del modulo de la velocidad. Por lo tanto, a. =R

y el sentido depende del sentido de «. La aceleracion del CIR del disco, es decir, del

punto I es:

a, =d, +(Zz,/0)t +(a1/0 )n (8.44)

o, 00

Figura 8.9

Expresando la ecuacion vectorial (8.44) en una tabla que contiene los modulos y las

direcciones:
Modulo Direccion
a, ? ?
a, aR -
(51/0 ), aR <~
(d)0), @R T

Por lo tanto, la aceleracion del CIR es @, = @’R T, como se indica en la Figura 8.9.

Se puede utilizar la ecuacion (8.41) para llegar al mismo resultado. En este caso, la
polar fija es la recta horizontal, y la polar movil es el disco. La velocidad de sucesion

(SN
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Al ser positiva, es hacia la derecha. Por lo tanto:
i, =v,x@=w,Ri, x(—wo)lgz(a)o )A
Siendo igual que la obtenida mediante el campo de aceleraciones.

2. Disco rodando sobre una superficie circular fija

En la Figura 8.10 se muestra un disco de radio » que rueda sin deslizar sobre una
superficie circular fija de radio R. La velocidad del centro es @wr, como en el caso de
una superficie plana, ya que la velocidad del punto de contacto es nula. En este caso,
varian tanto el médulo como la direccion de la velocidad del centro del disco, dado que
su trayectoria es circunferencial. Por lo tanto, las aceleraciones normal, ao, y tangencial

ao, del centro son:

a _ VO 2}/' r
On — -
(Rj r) (R+7r) (8.45)
o,
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C O aor
IaOn

a

Figura 8.10

Como puede verse en la tabla, también en este caso la aceleracion del I tiene la
direccion del vector 10 .

Modulo Direccion
a, ? ?
A v
Gy, ar -
(0 )t ar «
(o). o T

En este caso, la polar fija es la superficie y la polar movil, el disco. La velocidad de
sucesion es:

Utilizando la ecuacion (8.41):
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.- R . A R ).
a, =V, xd=awr i, x(—a))k:(a)zr juL
‘ R+r R+r

Puede verse que es la misma que la obtenida a partir del campo de aceleraciones.
3. Disco rodando sobre un disco giratorio

En la Figura 8.11 se supone que el disco de radio R; rota respecto de su centro,

siendo @1 y a1 la velocidad y aceleracion angular, respectivamente. El disco de radio

R rueda sobre el primero con a» y a». Al haber rodadura, los puntos de contacto de

ambos discos tienen la misma velocidad, que no es nula. El punto de contacto del disco

de radio R> es A, y el del disco de radio R; es Ai. En este caso, la velocidad del punto

Oes v, =@ R, + w,R, . Las componentes intrinsecas de la aceleracion son:

a. = Vc2) _ (wlRl +o,R, )2
“ (R +R)) (R +R,) (8.46)
dls
do = |VO| =R +a,R,

dt
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Figura 8.11

La aceleracion tangencial del punto A; es o R, y la componente normal es a)l2 R,

dado que el centro O, del disco es fijo. Para determinar la aceleracion del punto A, la

tabla de aceleraciones es:

Modulo Direccion
d, ? ?
i (R +@,R,) L) .
' (R +R,)
dy, R +a,R, -
(5 410 )t a,R, «—

(4.0), Wi U
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Segun la tabla, la componente horizontal que esta contenida en el plano tangente es

a,R, , la misma que la aceleracion tangencial del punto A;.

Por lo tanto, cuando se cumple la condicion de rodadura, las velocidades de los
puntos de contacto son iguales, pero no sus aceleraciones. Si bien las aceleraciones de
los puntos contenidos en el plano tangente 7 son iguales, las componentes normales a
dicho plano son diferentes. Es decir:

(aAz )z - (aAl )r - alRl -

(0R +@,R,) " (8.47)

(aAz )n =a)22R2— (R1+R2) (aA1 )” :a)lle J

A continuacion, se utiliza la aceleracion de rodadura. En este caso, se analiza el
movimiento relativo del disco de radio R; respecto del disco de radio R,. En el
movimiento relativo, la polar fija es el disco de radio R; y la polar movil, el disco de
radio R,. Asi, la velocidad de sucesion relativa es:

R
R+r

o —-0+Q
— r —_ P _!!
Vo ST _ 1 _1_1 —(a) )r
R, R, R r

Utilizando la ecuacion (8.41) se obtiene:

L. R . A R .
L x0, =(0, - o)R, z +1R2 i, x(~a, + o)k =| (0, -0’ R, n +1R2 i,
En este caso, puede comprobarse que (aA2 ) - (aAI ) =(w, - o, )2 R, R






9. MAGNITUDES Y TEOREMAS
FUNDAMENTALES DE LA
DINAMICA

9.1. INTRODUCCION

En Dinamica se estudia el movimiento de los cuerpos teniendo en cuenta las fuerzas
que lo causan. La base de la Dinamica son las leyes de Newton.

En Dinamica el sistema de referencia no es arbitrario, como en Cinemadtica. El
sistema de referencia debe ser inercial o de aceleracion nula. En muchos problemas de
ingenieria los sistemas de referencia unidos a la Tierra pueden considerarse inerciales.
En este capitulo, tras definir las magnitudes basicas de la Dinamica, se analizan los
teoremas que se derivan de las mismas. Todos ellos estan basados en la segunda ley de
Newton.

Las leyes de Newton estan formuladas para una tfinica particula. En este tema se

analizan sistemas de particulas aislados. Asi, los enlaces que puedan tener con el
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entorno se sustituyen por sus correspondientes reacciones. En la primera parte del tema
se definen los siguientes sistemas de vectores:

o Sistema cinético: formado por los momentos lineales de las particulas, m.v..
o Sistema dinamico: formado por las fuerzas actuantes de las particulas (17“” ) .

Se definirdn también el trabajo de las fuerzas actuantes y la energia cinética del
sistema.

Al analizar los teoremas fundamentales, se obtendran las relaciones entre las
resultantes y los momentos resultantes de los sistemas de vectores mencionados, con
base en la segunda ley de Newton. Tomando como base la misma ley, llegaremos a la
relacion general entre Trabajo y Energia Cinética.

9.2. CONCEPTOS BASICOS Y LEYES DE NEWTON

La particula se define como un punto del espacio que tiene masa. Ello no significa
que la particula deba ser un cuerpo pequefio. Cuando se analiza el movimiento de
traslacion del cuerpo, siendo iguales las velocidades de todos los puntos, se puede
estudiar como particula. Se supone que la masa de la particula no varia y se acepta que
el espacio y el tiempo son absolutos. Las leyes de Newton son las siguientes:

Primera ley o Ley de Inercia: Si la resultante de fuerzas que act@ian sobre una
particula es nula, la particula permanece en reposo si estd en reposo y si esta en
movimiento, éste es rectilineo y uniforme.

Segunda ley: La resultante de las fuerzas que actian sobre la particula es
proporcional a su aceleracion, siendo la masa el factor de proporcionalidad:

f=ma 9.1)

Tercera ley o principio de accion y reaccion: la fuerza que ejerce la particula 1 a la
particula 2, es igual a la que ejerce la particula 2 a la particula 1 en modulo y direccion

y de sentido contrario, es decir: f,, =—f,,.
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El sistema de referencia fijo de Dinamica no es arbitrario. Debe ser inercial o no
acelerado. Cuando Newton enuncid sus leyes (Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica,1687), propuso como sistema fijo aquel con el origen en el centro de
masas del Sistema Solar y con orientacion constante respecto a las estrellas fijas. En
muchos problemas de Ingenieria, el error cometido al utilizar un sistema unido a la
Tierra puede considerarse despreciable. En este tema se analiza un sistema constituido
por N particulas. En la Figura 9.1 se representan:

e Particulas i yj situadas en los puntos A;y A;.
e En negro: sistema de referencia inercial y los vectores de posicion del mismo.
e En gris: vectores de posicion relativos respecto del punto P. P es arbitrario.

o En azul: fuerzas externas e internas sobre las particulas i y j.

Figura 9.1

9.3. MAGNITUDES FUNDAMENTALES

9.3.1 Momento Lineal o Cantidad de Movimiento

En un sistema formado por N particulas, siendo m; la masa de la particula i y v, su

velocidad, el Momento Lineal o Cantidad de Movimiento Zi de la particula i se define

como:
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~
Il
3
<!

(9.2)

El sistema formado por los vectores ligados Zi de la ecuacion (9.2) es el Sistema

Cinético. La resultante del sistema cinético, es el momento lineal L del sistema:

L=YL=-Yms (9.3)

Por otra parte, derivando respecto del tiempo el vector de posicion del centro de
gravedad:

== my, =My, (9.4)
N
Siendo M =Zm,.
i=1
Comparando las ecuaciones (9.3) y (9.4):
L=Mv, 9.5)

Segun la ecuacion (9.5), el momento lineal del sistema es el correspondiente a una
particula situada en G y cuya masa es la masa total del sistema.

9.3.2 Momento Cinético o Angular

Por definicion, el momento resultante respecto de cualquier punto P de los vectores

L, del sistema cinético es el Momento Cinético o Angular.

~ N _ . N . N
H, =Y PAXL =Y FxL =Y ixmy (9.6)
i=1 i=1 i=1
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En muchos casos, se utiliza el momento angular respecto del centro de gravedad G.
La relacion entre los momentos angulares de los puntos P y G viene dada por la
ecuacion del campo de momentos:

H,=H_ +PGxL 9.7)

El momento angular relativo respecto de P H,, , es el obtenido con las velocidades
relativas respecto de P:
_ N
Hy, zzalxmidir (9.8)
i=1

Siendo v, = ?,.' y por lo tanto el vector 7' esta representado en un sistema que no
tiene rotacion respecto del fijo. En otro caso, apareceria el término correspondiente a
la rotacion. La relacion entre velocidades se obtiene derivando la de los vectores de
posicién y viene dada por:

:P+

!

!

<3
N

= =T, +7, (9.9)

1 w

Despejando v, de la ecuacion (9.9) y sustituyendo en la ecuacion (9.8):

(9.10)

N P
Dado que Zmlf[’z Myl =M PG 'y teniendo en cuenta (9.6), la ecuacion (9.10) puede

i=1

escribirse de la siguiente manera:

H, =H, +v,x M7, (9.11)

En las siguientes tres situaciones, el momento angular absoluto y el relativo de la

ecuacion (9.11) son iguales, es decir, H, = H,:
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L. v, |l PG . Caso especial, sin interés.

2. v, =0 en este caso P es fijo y las velocidades relativas y absolutas son iguales

segun la ecuacion (9.9).

3. PG=rF.=0=P=G. En el caso del centro de gravedad, al determinar el

momento angular pueden utilizarse las velocidades relativas en lugar de las
absolutas. Este caso es de gran utilidad al analizar la Dinamica del Sélido

Rigido. H Gr = H ¢ constituye el segundo teorema de Koenig.
9.3.3 Fuerzas actuantes: Sistema Dinamico

Se asume que el sistema de particulas esta aislado y en consecuencia las ligaduras
que pueden existir con el entorno se sustituyen por las fuerzas de reaccion
correspondientes. Por lo tanto, las fuerzas externas incluyen las reacciones de las
ligaduras y las fuerzas aplicadas a las particulas. Cada particula esta sometida ademas
a las fuerzas internas ejercidas por todas las demas. Asi, la particula i estd sometida a

las siguientes fuerzas, como se muestra en la Figura 9.1:
]7“1. : resultante de las fuerzas externas a las que esta sometida la particula i.
fy : fuerza ejercida a la particula i por la particula ;.

La resultante de las fuerzas externas e internas que soporta la particula i se denomina

fuerza actuante (Fa )i y es:

|

figst!

(*a)i: +> f, (9.12)

1

=

N
j=

El sistema de vectores constituido por las fuerzas actuantes de la ecuacion (9.12) se

denomina Sistema Dindamico. Su resultante F es:
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I I LIS I » 0.1

i=1 =1 =1 j=1

El doble sumatorio de la ecuacion (9.13) es nulo, ya que siendo f V= fy , surgen

pares de sumandos que se anulan:

i=l j=1

N
N
+
o
Il
N
+
|
N
N —
Il

ol

(9.14)

-

La ecuacién (9.13) queda:

el

(9.15)

F=3(F)=XF

i=1

Segun la ecuacion (9.15), la resultante de las fuerzas actuantes, o la resultante del

sistema dinamico, es la resultante de las fuerzas externas.

El momento resultante M, del sistema dindmico respecto a P viene dado por:

=i x(F,), i?f'{ﬁﬁi}}ﬁ'x@iiﬁ’x7-,~ (9.16)

El doble sumatorio de la ecuacion (9.16) es cero, dado que incluye pares de términos
que se anulan:

|

N N N .
2 2 = = =1
]/;x i ”.’/;'X‘fij—i_rjxf‘ji.“

i=l j=

(9.17)

En la ecuacion (9.17) los vectores 4,4, y ]7[,/. son paralelos, como puede verse en

la Figura 9.1 Por lo tanto, el momento resultante del sistema dinamico es el momento
resultante de las fuerzas externas:
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M, :ZN:g’xE (9.18)
i1
9.3.4 Energia Cinética
La Energia Cinética de la particula i se define como:
T, =imy,-v,=imy’ (9.19)

La energia cinética del sistema es la suma de las correspondientes a todas las
particulas:

i%m V; (9.20)

i=1

.ﬂ
Mz

Relacionando la velocidad de la particula i con la del centro de gravedad G:

[}
|
|

=+, (9.21)

En la ecuacion (9.21), la velocidad v, corresponde a la velocidad relativa respecto

de G. Sustituyendo en la ecuacion (9.20):

N
T:%Zmz(‘_;G—i_vtr)(‘_;G +§ir)

= (9.22)

:%(ZN:mijvé +V; -(imiﬁi J Zml v,
i=1 i=1

El vector de posicion relativo del centro de gravedad es cero, es decir 7; = GG=0

en cualquier instante, y por lo tanto:

N
= mi'=0 (9.23)

i=1

Dado que la condicidn de la ecuacion (9.23) se cumple en el transcurso del tiempo,
la derivada temporal es nula:
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o= S mi=Y m, =0 (9.24)

i=1 i=1

M=
3
YY)

Teniendo en cuenta el resultado de (9.24) y sustituyendo en (9.22), la energia
cinética del sistema es:

T=imv. +1 Zml

i=l1

(9.25)

lr

La ecuacion (9.25) es el primer teorema de Koenig.
9.3.5 Trabajo de las fuerzas actuantes
Por definicion, el trabajo diferencial de la fuerza ]7 en el desplazamiento

diferencial dr viene dada por:

(9.26)

En la ecuacién (9.26), la barra encima del signo diferencial indica que la diferencial
no es exacta. El trabajo diferencial de la fuerza actuante sobre la particula i es:

i, = )dr-(j.+

M=

j=

]g] -dF 9.27)

Para el sistema de particulas, sumando todos los trabajos de la ecuacion (9.27):

oS-35

i=1 i=1

Mz

] (9.28)

Jj=1

El trabajo de la fuerza actuante sobre la particula i en una trayectoria finita es:

:L.EE +§:ﬁjj-dﬁ (9.29)

Jj=1

La integral de la ecuacion (9.29) se extiende en la trayectoria ¢; de la particula i.
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Para el sistema de particulas, el trabajo realizado por las fuerzas actuantes es:
N N R N _ N . N N o
W=YW=2[|E+Xf, [ai=2[ F-di+X [ |3 f,|-di (9.30)
- - [ =1 pa ¢ [ = E

i=1 =1 i=1

En la ecuacion (9.30), el trabajo de las fuerzas externas W, y el trabajo de las fuerzas
internas W; son:

J (9.31)

Al analizar el trabajo de las fuerzas internas, considerando las particulas i y j el

trabajo diferencial es:
d_VVij = /;iidff + fﬁdfj = _fz’/ (dF/ B dﬁ) - —ﬁjdﬁ-j (9.32)

siendo 7, = 4,4, en laFigura 9.1. Segtin la ecuacion (9.32), en general el trabajo de

las fuerzas internas no es nulo ya que dr; no es paralelo a 7, .

9.3.6 Fuerzas conservativas y energia potencial

En el caso mas general, el trabajo es dependiente de la trayectoria. Si la fuerza es
conservativa, el trabajo no depende de la trayectoria. Existe una funcion potencial que
depende de la posicion y el trabajo es diferencial exacta. Utilizando las componentes

de los vectores j} y d¥ en un sistema de referencia, la ecuacion (9.26) que constituye

la definicion de trabajo puede escribirse como:

f=fi+fij+fk  di=dxi+dy+dek

o (9.33)
dW, = f-dF = f.dx+ f,dy + f.dz
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Segun la ecuacion (9.33), para que el trabajo diferencial d) W, sea la diferencial de
las variables x, y, z o diferencial exacta, las componentes de la fuerza deben ser

derivadas parciales de dicha funcion. La funcion se suele denominar funcion potencial

Vry se utiliza el signo negativo. Es decir, cuando es diferencial exacta se cumple
d) W,=dW,=-dV, y(9.33) se puede escribir como:

- ov, ov, ov,
aw,=dW,=-dV, =———dx———dy———dz (9.34)
‘ ox oy 0z
Comparando las ecuaciones (9.33) y (9.34) se obtiene:
ov oV oV
1. =—_f =1 = f (9.35)

Segun la ecuacion (9.35), la fuerza f es el gradiente de la funcion escalar V7, que

se denomina funcion potencial:

L (ov,, v, ) -
e e i 9.36)
X y A

Segun las ecuaciones (9.34) y (9.36):

dv,=VV, di (9.37)
: = = 0 » \
Siendo V el operador nabla: V= —i +—j+—k

Las fuerzas que satisfacen la ecuacion (9.36) se denominan fuerzas conservativas.
Si la fuerza es conservativa, el trabajo realizado entre los puntos A y B seglin las
ecuaciones (9.33) (9.34) y (9.37) viene dado por:

B - B~ _ B
N R R s A R AT



158 MECANICA APLICADA

Segun la ecuacion (9.38) el trabajo no es funcion de la trayectoria, sino de las
configuraciones inicial y final. Si la particula i del sistema estd sometida a fuerzas
conservativas, utilizando el resultado de (9.38):

w.=v,6 -V
iA iB (9'39)

W:ﬁ:VVz ﬁ:V;A_ﬁ:Vm:VA_VB (9.40)

V representa el potencial o energia potencial del sistema. A indica la configuracion
inicial y B la configuracion final. Seglin la ecuacion (9.40), si las fuerzas que actuan
sobre el sistema son conservativas, el trabajo realizado por las mismas se convierte en

pérdida de energia potencial.
Ejemplo 1: Energia Potencial Gravitatoria

En las proximidades de la superficie de la Tierra, la aceleracion de la gravedad
puede considerarse constante, siendo su valor g = 9,81 m/s>. La fuerza de atraccion que

la Tierra ejerce sobre la particula de masa m; es:
fuo=-mg (9.41)

El trabajo realizado entre las posiciones A y B de la Figura 9.2 es:

VV;;i :J.ngi -dr :Ij(_mig)dy :mig(yAi _yBi) (9.42)
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VAi

A

Figura 9.2

El potencial gravitatorio de la particula se define como:

V. =mgy (9.43)

gi

Dado que el potencial gravitatorio solo depende de y, es decir V, =V, ( y) , segun la

ecuacion (9.36) resulta:

7 W i (9.44)
== =—m. .
“ = g

Segun la ecuacion (9.42) el trabajo del peso se puede expresar como:

w

gi = VgiA

-V

B (9.45)

El trabajo del peso no depende de la trayectoria, sino de las posiciones inicial y final.
En la Figura 9.2 se muestran dos trayectorias para pasar de A a B. Ambas corresponden
al mismo trabajo, ya que la variacion de energia potencial es la misma.

El potencial que corresponde al sistema de particulas se obtiene sumando el de todas
las particulas:

N N
V, =D mgy, =gy my, = Mgy, (9.46)

i=l1 i=1
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Es decir, para determinar el potencial del sistema, se puede suponer que toda la masa
del sistema estd concentrada en G. Sumando las ecuaciones (9.45) para todas las
particulas se tiene:

We=Vy =V = Mg(yGA - yGB) (9.47)

Ejemplo 2: Energia Potencial Eldstica

En el caso del resorte elastico lineal de la Figura 9.3, siendo Ji la fuerza ejercida

por el resorte, & la rigidez del resorte y x el desplazamiento medido desde la posicion
no deformada, la fuerza ejercida por el resorte sobre la particula A es:

£ =—hxi (9.43)

La particula puede ser también un punto perteneciente a un solido rigido. El signo
negativo de (9.48) seria el mismo si el resorte estuviera a compresion. En tal caso, tanto
la coordenada x como la fuerza ejercida sobre la particula tendrian sentidos opuestos a
los mostrados en la Figura 9.3.

Figura 9.3

El trabajo realizado por la particula unida al resorte en la deformacion del mismo

viene dado por:
w=[ 7 -df:jB—locdlek(xz—xz) (9.49)
e q4”7e 4 2 A B :
La Energia Potencial Eldstica o Potencial Elastico se define como:

4 =%ka (9.50)
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Por lo tanto, la ecuacion (9.49) puede escribirse como:

W, =V,

e ed _I/eB (951)

El trabajo desarrollado por la fuerza eléstica no es dependiente de la trayectoria
seguida desde A hasta B, sino de las posiciones inicial y final. Siendo el potencial

elastico dependiente de x, es decir ¥, =V, (x), se advierte que se satisface la ecuacion

general (9.36). Asi, teniendo en cuenta (9.50), se satisface (9.48):

S (9.52)

9.3.7 Potencia

La potencia P se define como la rapidez para desarrollar trabajo. La
correspondiente a la fuerza f'es:

aw,. - dr -
Pp=—t_7f 2 _F.5 9.53
A f 0 A (9-53)
La que corresponde a la partiucla i:
dw, -\ dr =\ .
A= =(R) =) 054

La potencia de la ecuacion (9.54) se puede descomponer en las correspondientes a
las fuerzas externas e internas:

REEELSWITELAT RO

P=P +P (9.56)
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Siendo P.; y P; las potencias correspondientes a las fuerzas externas e internas,
respectivamente:

\1

P,=F, 7, (Z J (9.57)

La potencia correspondiente al sistema, se obtiene sumando las potencias de las
distintas particulas.

9.4. TEOREMAS FUNDAMENTALES DE LA DINAMICA

94.1 Teorema del Momento Lineal

Se relacionara la derivada de la resultante del sistema cinético con la resultante
del sistema dinamico. Derivando la ecuacion (9.3) y teniendo en cuenta la 2 ley de
Newton:

~

Il
M=
S
=

1
S
Y

Il
M=

(F ) (9.58)

Teniendo en cuenta la ecuacion (9.15), se obtiene el Teorema del Momento Lineal:

Jm

[=YF=F 9:59)

De la ecuacion (9.59) se deduce el teorema de conservacion del momento lineal:

cuando la resultante de las fuerzas externas es nula, es decir F' =0, el momento lineal

se conserva.
Por otra parte, derivando la ecuacion (9.5):
L =My, = Ma, (9.60)

Comparando las ecuaciones (9.59) y (9.60), se obtiene otra expresion del Teorema
del Momento Lineal, similar a la 2* ley de Newton:
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iﬁ P (9.61)

1
i=

Integrando la ecuacion (9.59) en un intervalo de tiempo:

[PaL = [ Far (9.62)

Siendo At el intervalo de tiempo entre los instantes 1 y 2. La integral jom Fdt esel

impulso lineal. La ecuacion (9.62) se puede escribir como:
— At — —
L+| Fdi=L, (9.63)

Segun la ecuacion (9.63), cuando F =0 el momento lineal se conserva, como se ha
visto anteriormente.

9.4.2 Teorema del Momento Angular

Se relacionara la derivada del momento resultante del sistema cinético con el

momento resultante del sistema dinamico. Derivando la ecuacion (9.6):
N . N
=V, xL,+ Y F'xmpy, (9.64)
i=1 i=1

Sustituyendo la ecuacion (9.9) y aplicando la 2% ley de Newton:

”‘:’ml
1l
M=

L
=
|
N—
~
M=
31

(F ) (9.65)

Teniendo en cuenta que L,y v, son paralelos y teniendo en cuenta las ecuaciones

(9.16) y (9.18):

N
<L +M, (9.66)
i=1
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Considerando (9.3), la ecuacion (9.66) queda:

H,=M,+Lxv, (9.67)

La ecuacion (9.67) es el Teorema del Momento Angular. Para aplicar este teorema

se busca que L xv, =0, es decir:

H,=M, (9.68)
Siendo L = My, , las opciones para que se satisfaga (9.68) son:

1. v, ||V, . Caso particular, sin interés.

2. ¥, =0 En este caso P es fijo.
3. P=G=V,=v,.Pesel centro de gravedad.

Por lo tanto, si el teorema del momento angular se aplica en un punto fijo o en el
centro de gravedad, se puede aplicar la ecuacion (9.68): la derivada del momento

angular es igual al momento resultante de las fuerzas externas.

Cuando se cumple la ecuacion (9.68), y el momento resultante M p de las fuerzas

externas es nulo M, =0, de la ecuacion (9.68) se deduce el teorema de conservacion

del momento angular. Es decir, H » =0 y el momento angular se conserva.

Cuando el punto P es fijo o G, integrando la ecuacion (9.68):

[ f dH, = j:’ M dt (9.69)

Siendo 4t el intervalo de tiempo entre los instantes 1 y 2. La integral J-OAI M pdt esel

impulso angular. La ecuacion (9.69) puede escribirse como:
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Hyy o+ [ Mydt =11, (9.70)

Segun la ecuacion (9.70), cuando M, =0 el momento angular se conserva, como

se ha visto anteriormente.

Un ejemplo notable de este teorema lo constituye el movimiento de los planetas.
Considerando Unicamente la fuerza que ejerce el Sol a cada planeta y tomando como
punto fijo O el Sol, la fuerza de atraccioén siempre pasa por O y el momento es nulo. La
fuerza que siempre pasa por un punto se denomina fuerza central. Por ejemplo,
considerando la Tierra:

H,, =7 xmv, =cte (9.71)

En la ecuacion (9.71), 7 es el vector de posicion del Sol a la Tierra, mr es la masa
de la Tierra y v, la velocidad de la Tierra. Para que la direccién del momento angular
sea constante, los vectores 7, y v, deben estar en el mismo plano en cualquier instante.

En consecuencia, la orbita de la Tierra es una curva plana.
94.3 Teorema de la Energia

Aplicando la 2% ley de Newton en la ecuacion (9.27) correspondiente al trabajo de
la fuerza actuante de la particula i:

aw, =ma. - di (9.72)

Siendo g, = % y di =vdt, sustituyendo en la ecuacion (9.72):
dW, =mdv, -v, (9.73)
Dado que d (¥, -V,) =2V, -dv,, la ecuacion (9.73) puede escribirse como:

AW, =tmd (¥, -¥,)=1madv; =d(imy}) (9.74)

20 i (A8
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La ultima igualdad de la ecuacion (9.74) se ha realizado por ser m; constante. Teniendo
en cuenta la ecuacion (9.19) que da la definicién de energia cinética, la ecuacion (9.74)

queda:
dW, =dT,
(9.75)
Considerando el sistema total, sumando las ecuaciones (9.75):
N N
dw = Z aw, Z dT, =dT (9.76)
i=1 i=1
Integrando entre las configuraciones A y B
Wis=Ty-T, 9.77)

La ecuacion (9.77) constituye el Teorema de la Energia: £/ trabajo realizado sobre el

sistema de particulas es igual al incremento de energia cinética.
Si las fuerzas actuantes son conservativas, segin la ecuacion (9.40):
W, ,=V,=V, (9.78)
Igualando las ecuaciones (9.77) y (9.78):
T,+V,=T,+V, (9.79)

Se define E como la Energia Mecanica del sistema, siendo £ =T +V . La ecuacion
(9.79) constituye el teorema de conservacion de la energia mecdnica: la energia

mecanica del sistema se conserva bajo la accion de fuerzas conservativas.

9.5. PRINCIPIO DE D’ALAMBERT

El Teorema del Momento Lineal de la ecuacion (9.61) puede escribirse como:

F—-Mdi, =0 (9.80)
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Aplicando la ecuacion (9.68) correspondiente al Teorema del Momento Angular al
centro de gravedad, se puede escribir como:

M, -H,=0 (9.81)

Siendo (—m,d,) la fuerza de inercia que corresponde a la particula i, se determinaran

la resultante y el momento resultante respecto a G del sistema formado por estos

vectores. La resultante del Sistema de fuerzas de inercia es:

ZNZ(—m i( —m,it) = —MF, =-Mdj (9.82)

i=l1 i=1

El momento resultante del Sistema de fuerzas de inercia respecto a G es:

N N .
Zg'x )= D Fx(-m¥,)=—H, (9.83)
i= i=1

Para ver que la ecuacion (9.83) se cumple, se calcula ﬁG y se deriva, teniendo en

cuenta que 7' son posiciones relativas respecto a G. De las ecuaciones (9.80) y (9.81)

se obtiene el principio de D’Alambert: si un sistema de particulas, ademas de a las
fuerzas externas, esta sometido a la resultante y al momento resultante respecto de G

de las fuerzas de inercia, el sistema esta en equilibrio.






10. DINAMICA DEL SOLIDO
RIGIDO

10.1. INTRODUCCION

Siendo el solido un medio continuo, los sumatorios que se han utilizado en el tema
9 para los sistemas de particulas se sustituyen por integrales. Es decir, en lugar de una
particula de masa m; situada en el punto A;, tendremos un elemento diferencial de masa
dm situado en el punto A. Siendo p la densidad, se expresara en funcion del elemento

de volumen dV como dm = pdV .

En este tema se supone que las fuerzas sobre el sélido rigido estan aplicadas en N
puntos. Por lo tanto, la fuerza externa sobre el punto Ay del sélido sera F, . En la Figura

9.1 se muestran:

e Elemento de masa dm en el punto A.

e Punto Ay sometido a la fuerza F, .

e En negro: sistema de referencia inercial y vectores de posicion del mismo.
e En gris: vector de posicion relativo respecto de G.

e En azul: fuerza F, aplicada en el punto Ax.
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ZA

X il

F=XT+YJ+ZK

Figura 10.1
10.2. MOMENTO ANGULAR

10.2.1 Respecto del centro de gravedad

Para el punto genérico A, la relacion general entre su velocidad y la de G es:

V=V, =7, +7, (10.1)
\Z’

V4 |

X’ -

F=XT+YT+ZK

Figura 10.2
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Siendo v, la velocidad relativa de un sistema sin rotacion con origen en G, como se

muestra en la Figura 10.2. Utilizando la ecuacion del campo de velocidades:
V=V,=V,+ox7 (10.2)
Igualando las ecuaciones (10.1) y (10.2) se tiene:
V. =axr (10.3)

s

Por lo tanto, las velocidades relativas representan la rotacion respecto de G. En el
tema 9 se ha visto que para determinar el momento angular absoluto se utilizan las
velocidades absolutas y para determinar el momento angular relativo se utilizan las

velocidades relativas. Se ha visto que en el caso de G ambos son iguales, es decir:

ri

N
Hg=Hg =) F'xmy (10.4)
i=1

Para el caso del so6lido rigido, sustituyendo el sumatorio de la ecuacion (10.4) por la
integral correspondiente:

Hg=Hg, = (F'x¥,) pdV (10.5)

Sustituyendo la ecuacion (10.3) en la ecuacion (10.5):
H, =Iy[7’x(a3xf’)]pdV (10.6)
Utilizando la féormula del doble producto vectorial y la representacién de los
vectores en el sistema de referencia GX’Y’Z’, el término subintegral de la ecuacion

(10.6) es:

Fx(@xi)=a(F-7)-F (7 @)

wxf+wyj+w21€)(X'2+Y’2+Z’2) (10.7)

~(XT+YT+ZR)(X' 0y + V', + Z'0,)
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En la ecuacion (10.7) se han utilizado letras mayusculas para las componentes y
para los vectores unitarios, con el fin de subrayar el hecho de que los vectores estan
expresados en un sistema de orientacion fija. Introduciendo el resultado de la ecuacion

(10.7) en la integral de la ecuacion (10.6), las componentes del momento angular son:
Ho =o[ (Y +27)pdV —o,[ XY'pdV -o,] X7 pdV
Hg ==, | YX'pdV + @, [ (X +2%)pdV —o,[ YZ'pdV  (108)
Hg, =0, | ZX'pdV —o,[ 2'V'pdV + o, (X7 +Y")pdV

Teniendo en cuenta las definiciones de los momentos y productos de inercia y
suprimiendo las primas, la ecuacion (10.8) puede escribirse matricialmente como:

HGX ]GX B IGX Y _[sz a))(
Hy t=|-1, 1, -1, [{o (10.9)
HGZ _IGZX _]GYZ IGZ a)Z

En la ecuacién (10.9), la matriz que contiene los momentos y productos de inercia
es la matriz de inercia de G en el sistema de referencia GX’Y’Z’. Esta matriz transforma
la velocidad angular en el momento angular respecto a G. En forma abreviada puede

escribirse como:

{HG}GXY’Z’ = [IG]cx'y'z' {w}GX’Y’Z’ (10.10)

En la ecuacion (10.9), las componentes de los vectores y de la matriz se expresan
en un sistema de referencia de orientacion fija, pero se pueden representar en cualquier
otro sistema de referencia. La ecuacion (10.10) se puede expresar con una notacion que

no depende del sistema de referencia como:

H, =1, (10.11)

I, es el tensor de inercia de G y transforma el vector @ en el vector H,. Su

representacion en un sistema de referencia es una matriz 3x3. La representacion de los
vectores es una matriz 3x1. Resolviendo el problema de autovalores y autovectores
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asociado a la transformacion dada en la ecuacion (10.11), pueden determinarse las
direcciones principales. Estas direcciones son 3 direcciones perpendiculares que pasan
por G, donde los productos de inercia son nulos. Siendo Gxyz el sistema de referencia
que corresponde a las direcciones principales, la ecuacion (10.9) deviene en:

H G, 1 G, 0 0 (0N
Hy, t=| 0 I, 0 [o, (10.12)
H, 0o 0 I, |le

La ecuacion (10.12) puede escribirse como:

~

Hy =(Ig,0,)i+(150,)]+(Is.0.)k (10.13)

Dado que en la ecuacion (10.9) se ha utilizado un sistema de orientacion fija
GX’Y’Z’, los momentos de inercia varian en el movimiento del s6lido, dado que tiene
una rotacion @ respecto a ese sistema. Al determinar la derivada del momento angular,
para que los momentos de inercia no varien, suele ser mas conveniente utilizar un
sistema de referencia de ejes principales unido total o parcialmente al s6lido. Dado que

la velocidad angular Q de ese sistema de referencia no es nula, se utiliza la ecuacion

de Boure para obtener la derivada de H.,.

Cuando los 3 momentos de inercia principales son distintos, se debe utilizar un
sistema totalmente unido al s6lido para que los momentos de inercia principales no
varien y asi Q=@ . Si los momentos de inercia de dos ejes principales son iguales,
dado que todos los momentos de inercia de ese plano son iguales, no es necesario tener
en cuenta la rotacion propia respecto al eje perpendicular. Por ejemplo, en el caso del
cilindro que se muestra en la Figura 10.3 no es necesario que la velocidad angular Q

del sistema incluya la rotacion respecto de z, dado que 7, =1 .
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Figura 10.3
10.2.2 Respecto a un punto fijo

Para un sistema de particulas, el momento angular respecto a un punto fijo O se ha
definido en el tema 9 como:

XN

. N
H, =Y Fxmy, (10.14)

i=1

En el caso del solido rigido, sustituyendo el sumatorio de la ecuacion (10.14) por la

correspondiente integral:

Hy = (FxV)pdV (10.15)

Siendo O fijo, dado que en el caso del so6lido rigido la velocidad de cualquier punto

es v=@xr resulta:
H, = [Fx(&xF)]pdv (10.16)

La unica modificacion de la ecuacion (10.16) respecto de la ecuacion (10.6) es el

vector de posicion. En este caso 7 = XI +YJ + ZK . Con operaciones analogas a las

realizadas en el apartado anterior se obtiene:
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H, I, -1, -1, |(o
Hy o=|-1o, 1o 1y, | (10.17)
HOz -1 O -1 Oy I 0, @,
La ecuacion (10.17) en forma abreviada es:
{HO}OXYZ :[IO]OXYZ {a)}()m (10.18)

Utilizando una notacion que no depende del sistema de referencia:

H,=1,0 (10.19)

En la ecuacion (10.19) 1, o ©s el tensor de inercia del punto O. Su representacion en

un sistema de referencia es una matriz 3x3. Si el sistema de referencia que corresponde

a las direcciones principales de O es Oxyz, el momento angular viene dado por:

Hy = (10,0, )7 +(1o,@,) ] +(1o0.)k (10.20)

En el caso del punto fijo, también suele ser conveniente utilizar un sistema de ejes
principales unido total o parcialmente al sélido para que los momentos de inercia no
varien.

10.2.3 Cambio de sistema de referencia

La Figura 10.4 muestra un sistema de referencia inicial Oxyz y otro con diferente
orientacion Ox’y’z’, que denominaremos sistema final. Se analizan las
transformaciones que sufren las componentes de los vectores y de los tensores.
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Figura 10.4

Expresando los vectores unitarios del sistema de referencia final en el inicial:

2 r

U=r. 0+, j+r.k

J=r it jrrk (10.21)

A

r N A
k'=r.i+r. j+r. k

siendo 7;; el coseno del angulo que forma la direccion i’ con la j. Por ejemplo, 7.,

vy eta ry; son los cosenos directores del eje Ox” en el sistema Oxyz. En modo inverso,
expresando los vectores unitarios del sistema inicial en el sistema final:

(10.22)

En las ecuaciones (10.21) y (10.22), r, =r;,, ya que i "y j forman un Gnico angulo.

Expresando cualquier vector C en ambos sistemas de referencia:
C=Ci+Cj+Chk (10.23)

C=C.i'+C,J'+C.K (10.24)
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Sustituyendo en la ecuacion (10.23) los vectores unitarios de la ecuacion (10.22):

C= C, (rxxf' + rxy,]' + rxz,l:r'
+C, (1l 41, 1 K (10.25)

> o It
+C, (rzx,z +r,) 1k )

Comparando la ecuacion (10.25) con la ecuacion (10.24) y expresando
matricialmente la relacion entre componentes:

C. T T Mo C.
Cor=|ry 1y 7y 3G, (10.26)
Cz ! r;cz ! I/ivz' rzz' Cz

Dado que 7, =7,

Ji'?

si primero se indica el subindice que corresponde al sistema final,

la ecuacion (10.26) queda:

ny Ty 1y y Ve Cx
Cor=|ru ny n:1C (10.27)
C. Voo Toy T C.
La ecuacion (10.27) en forma abreviada es:
{Clou =[RIC,,. (10.28)

En la ecuacion (10.28) [R] es la matriz de cambio de base o de rotacion.

Sustituyendo los vectores unitarios de la ecuacion (10.21) en (10.24) y comparando con
la ecuacién (10.23) se tiene:

{Chon. =[R] {C} s (10.29)

De las ecuaciones (10.28) y (10.29) se puede concluir que la matriz de rotacién es

ortogonal, es decir, [R]T = [R]f1 . Como puede verse en la ecuacion (10.30) las filas de
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la matriz [R] son las componentes de los vectores unitarios del sistema final en el

sistema inicial:

x'x x'y X'z
[R] =Ty Ty T (10.30)
rz'x z'y z'z

En cambio, segin la ecuacion (10.31) las filas de la matriz [R]T son las

componentes de los vectores unitarios del sistema inicial en el sistema final:

T x'x r:v'x rz'x rxx' rxy' }/jvz'
T
[R] =|r, 1y 7= P Ty Ty (10.31)
rx z V'z rz z rzx' rzy rzz

Tras obtener la transformacidn de un vector en las ecuaciones (10.28) y (10.29), se
analiza la transformacion del tensor de inercia. Expresando la ecuacién (10.11)
correspondiente al momento angular de G en los sistemas Gxyzy Gx’y’z”:

{HG }nyz = [IG ]nyz {a)}nyz (1032)
UHe b g =16 Loy A @) g1y (10.33)
Multiplicando [R] por la izquierda a la ecuacion (10.32):

[R]{HG}nyz :[R][[G]nyz {a)}nyz (10.34)

Utilizando en la parte izquierda de la ecuacién (10.34) la ecuacion (10.28) y en la
parte derecha la ecuacion (10.29) se obtiene:

{Hob g =[R1 16 1o [R] {0} 6 (10.35)

Comparando las ecuaciones (10.33) y (10.35), se obtiene la ecuacién de
transformacion del tensor de inercia:
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(6] = [RI6 o, [RT (10.36)

Multiplicando [R]T por la izquierda y [R] por la derecha a la ecuacion (10.36):

T
[6 6. =[R] [16]5, [R] (10.37)
Cuando tenemos dos sistemas de referencia, debe aclararse primeramente cual es el

inicial y cudl el final para definir la matriz de rotacion. En el punto fijo O se obtienen
las mismas transformaciones para el tensor de inercia.

10.3. ENERGIA CINETICA

10.3.1 Caso general

Para el sistema de particulas, la expresion de la energia cinética es:
N
—1 2 1 2
T=iMV+1> my; (10.38)
i=1

En la ecuacion (10.38), el primer sumando corresponde a concentrar toda la masa
en el punto Gy es el mismo en el caso del solido rigido. El segundo sumando representa
la energia que tiene el sistema en su movimiento relativo respecto al centro de gravedad.
Este segundo término se denomina energia cinética relativa 7,

N
T.=1> my, (10.39)

En el caso del solido rigido, sustituyendo en la ecuacion (10.39) el sumatorio por la
correspondiente integral:

Tr:%J‘vapdeéfV(fzr'ﬁr)pdV (10.40)

Como se ha visto anteriormente v .= @ x 7' . Desarrollando el producto vectorial:
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I J K
vV, =oxrF=lo, o, o,
[ (10.41)

= (a)YZ'—a)ZY')er(a)ZX’—a)XZ')jJr(a)XY'—a)YX')I%
Utilizando el resultado de (10.41):

V=(0,2' - 0,Y') +(0,X ~0,Z') +(0,7 -0, X')
=y (Y2 +27)+ 0} (X +27)+ @) (X7 +Y"7) (10.42)
20,0,YZ' -20,0,ZX'-20,0,X"Y’

Sustituyendo el resultado de (10.42) en la ecuacion (10.40):

1 o [ (Y2 +27)pdV + o[ (X7 +27)paV + e[ (X7 +Y")pdV (10.43)
T -1 .
T —ZwaZIVY'Z'pdV—ZwaXIVZ’X’pdV—2waYJ-VX'Y'pdV

Teniendo en cuenta las definiciones de momentos y productos de inercia:
T.= %(w)z(]GX + Oy + 0yl = 20,01y ~ 20,0, 15 — 2(0)([‘)}'[6)(}') (10.44)

Siendo Gxyz el sistema de referencia que corresponde a las direcciones principales,
la ecuacién (10.44) queda:

_ 1 2 2 2
I:’ _7(0).\']@( +a)y]Gy +a)zIGz)

(10.45)

En el caso del solido rigido, la energia cinética y el momento angular estan
relacionados. Volviendo a la ecuacion (10.40), teniendo en cuenta que

a- (E xc ) = (E xd ) .b yque @ se puede extraer de la integral, puede expresarse como:

T,=4],5,(@x7)pav =4 [ (Fx¥,) paV |- (10.46)

Segun la ecuacion (10.5), la ecuacion (10.46) puede escribirse de la siguiente forma:
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Hy-6=1{Hg} {o}=4{o} [1;]{o} (10.47)
10.3.2 Punto fijo

Utilizando un punto fijo, la energia cinética para el sistema de particulas viene dada
por:

N
> my; (10.48)

i=l1

T:

o [—

Sustituyendo el sumatorio de la ecuacion (10.48) por la correspondiente integral en
el caso del sdlido rigido:

2

TziJ‘szpdeéjty(\?'ﬁ)pdV (10.49)

Al ser fijo el punto O, v =@x7 . Con operaciones analogas a las del apartado
anterior se obtiene:

T = (@2 Ly + 0}y + 021y~ 20,0, 10y, 20,0, 1 ~ 20,0, 10,y ) (10.50)

Si Oxyz es el sistema que corresponde a los ejes principales, la ecuacion (10.50)
queda:

T =4 @3 ox + @ Loy + @31, ) (10.51)

En el caso del punto fijo, la energia cinética esta relacionada con el momento
angular H, de O. Con operaciones analogas a las realizadas en el apartado anterior, se

obtine:

H,-o={H,)" {0} =1{a} [I,]{o} (10.52)

=
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10.4. TRABAJO DE LAS FUERZAS ACTUANTES

10.4.1 Trabajo de las fuerzas internas

Se supone que A; y Aj son dos puntos cualesquiera del solido. En el tema 9 se ha
visto que el trabajo de las fuerzas internas entre ambos puntos es:

dw, =—f, -dr, (10.53)

y

Siendo 7, =44, y /7” la fuerza interna, como se muestra en la Figura 10.5. Segun

la condicion de rigidez, las distancias relativas entre puntos no varian por lo que:

=F, -7, =cte (10.54)

Figura 10.5

Diferenciando la ecuacion (10.54):

27, -di, =0=> 7, -dF;, =0 (10.55)

Seguan la ecuacion (10.55), 7, L dr, . Siendo paralelosfij y 7, se cumple fy Ldr,

y por lo tanto, de la ecuacion (10.53) resulta c7WU. =0. La condicion se cumple para
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cualquier par de puntos, por lo que en el sélido rigido, el trabajo de las fuerzas internas
es nulo.

10.4.2 Trabajo de las fuerzas externas

Se supone que el solido estd sometido a fuerzas en N puntos, siendo F ,, la fuerza

del punto Ax. Como se ha sefialado en el tema 9, en esas fuerzas externas se incluyen

las reacciones debidas a los enlaces con el entorno. El trabajo diferencial es:
_ N ~ N .
dW =Y F, -di, =Y F, -v,dt (10.56)
k=1 k=1

Siendo P un punto cualquiera, la velocidad del punto Ak se puede escribir como:

B, =V, +OXF, (10.57)

Sustituyendo la ecuacion (10.57) en la ecuacion (10.56) resulta:
— N —
AW =Y F, (¥, + &xF, , Jt (10.58)
k=1
Utilizando la propiedad distributiva del producto escalar en la ecuacion (10.58):

dw = ﬁFAk -deHiFAk (@xF, ,)dt (10.59)
k=1

k=1
Extrayendo como factor comtn v, y @ en la ecuacion (10.59) y teniendo en cuenta
que se cumple a - (5 X E) =b- (E X Ei) en el segundo sumando, se tiene

_ N N -
dW:(ZFAkJ-ﬁpdtJra")-(Zak/PxFAdet (10.60)
k=1

k=1

Los sumatorios de la ecuacion (10.60) son la resultante F y el momento resultante
M » respecto al punto P de las fuerzas externas, respectivamente. Por lo tanto, el trabajo

diferencial viene dado por:
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dW =F -V,dt + M , - &dt (10.61)

El primer sumando de la ecuacion (10.61) corresponde a la traslacion y el segundo
sumando a la rotacion respecto a P. Siendo d7, =v,dt y d 0 = édt , 1a ecuacién (10.61)

puede escribirse como:
dW =F-di,+ M, -d6 (10.62)

Integrando la ecuacion (10.62), se obtiene el trabajo realizado entre las
configuraciones A y B:

Wop=[ F-di,+[ M, dé (10.63)

Cuando el movimiento es de traslacion @=0=d6 =0 y el trabajo es:
B -
W= F-dr, (10.64)

Si P es un punto fijo, v, = 0= dr, =0 y el trabajo es:

B -

W= M,-do (10.65)

Si la resultante de las fuerzas externas es nula, el sistema se reduce a un momento

que es un vector libre, es decir M p= M vy el trabajo es:
B - -
W, p=| M-do (10.66)

De la ecuacion (10.61), la potencia P viene dada por:

aw = =
P=—2=F-V,+M, & (10.67)
dt
Segun la ecuacion (10.67), en el caso de un motor rotatorio térmico o eléctrico
sometido a un par M y a una velocidad angular @ en la misma direccion, la potencia

desarrollada es:

P=Maw (10.68)
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10.5. APLICACION DE LOS TEOREMAS DE LA DINAMICA

10.5.1 Teoremas del momento lineal y del momento angular

Siendo el solido rigido un sistema de particulas, se pueden utilizar los resultados
obtenidos para dichos sistemas en el tema 9. El teorema del momento lineal resulta:

F =Ma, (10.69)

Segun el principio de D’Alambert, el vector (—MZIG) es la fuerza de inercia del

solido.
El teorema del momento angular en el punto G establece:

M,=H, (10.70)

En los momentos, el analogo a la fuerza de inercia es el momento giroscopico
(—ﬁG). Las ecuaciones (10.69) y (10.70) constituyen un sistema de ecuaciones

diferenciales que definen el movimiento del sélido rigido. Es decir, conociendo las
condiciones iniciales e integrando d; y i ¢ » €l movimiento del solido rigido queda
definido. En consecuencia, dos sistemas de fuerzas que tengan la misma resultante F
y el mismo momento resultante M, tienen el mismo efecto mecénico sobre el solido

rigido, ya que generan el mismo movimiento.

Dado que el movimiento del solido estd completamente determinado por la
resultante F y el momento resultante de las fuerzas externas M, queda demostrado
que las fuerzas que actuan en los solidos rigidos pueden considerarse vectores

deslizantes. Ademas, segun las ecuaciones (10.69) y (10.70) si se cumple a, =0 y

H c= 0, las fuerzas externas constituyen un sistema nulo y el solido esta en equilibrio.

Por lo tanto, la Estatica es un caso particular de la Dinamica. El que esté en equilibrio,
no significa que el cuerpo esta en reposo respecto a un sistema inercial.
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Por otra parte, para un punto fijo O:

M,=H, (10.71)

Al calcular la derivada del momento angular, suele ser conveniente utilizar un
sistema de referencia total o parcialmente unido al sélido, para que los momentos de
inercia permanezcan constantes. En tal caso, es necesario utilizar la ecuacion de Boure
para la derivacion. Por ejemplo, si la velocidad angular del sistema de referencia que

se ha utilizado para determinar H, es Q:

i, :(HG) +OxH, (10.72)

El subindice m de la ecuacion (10.72) indica el sistema movil. Si los ejes son ejes
principales de inercia, los productos de inercia son nulos y segun la ecuacion (10.13):

Hy =(I40,)i +(I5,0,)] +(I.0.)k (10.73)

Dado que en el sistema elegido los momentos de inercia son constantes,
desarrollando la ecuacion (10.72) resulta:

i j k
Hy=1,0i+I1,0,]+1,0k+| Q, 9) Q. (10.74)

X 0X Gy "y y

(IGxa)x) ([Gya)y) (IGza)z)
10.5.2 Teorema de la energia

Se ha demostrado que el trabajo de las fuerzas internas en el s6lido rigido es nulo.
Separando el trabajo de las fuerzas conservativas y de las no conservativas que actian
sobre el sdlido, la ecuacion general de la energia es:

(W )nc +T+V, =T, +Vy (10.75)

Segun la ecuacion (10.75), cuando el trabajo de las fuerzas no conservativas

(W,,5) es nulo, la energia mecéanica se conserva. En el contacto entre cuerpos,
nc

aparecen fuerzas de rozamiento que son opuestas al movimiento relativo y que disipan
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energia en forma de calor. Las fuerzas normales de contacto no realizan trabajo, dado
que son perpendiculares al desplazamiento relativo.

Un caso de gran interés en Ingenieria Mecanica es el de la rodadura que se muestra
en la Figura 10.6. Para que se produzca rodadura es necesaria la fuerza de rozamiento
F, pero al ser su punto de aplicacion el Centro Instantdneo de Rotacion I, la potencia

desarrollada por el rozamiento es nula. La potencia que corresponde a la fuerza de

rozamiento de rodadura es:

R =

rod

gl
<
Il
o

(10.76)

Dado que la condicion de la ecuacion (10.76) se cumple a lo largo del tiempo, la
fuerza de rozamiento no disipa energia en la rodadura. Tal y como se muestra en la
Figura 10.6, aun siendo la velocidad del centro O hacia la derecha, la fuerza de
rozamiento puede ser hacia la izquierda o hacia la derecha y su valor debe ser menor
que N para que no se produzca deslizamiento.

Figura 10.6
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Ejemplo 1

Parte 1. Los lados del ortoedro de la Figura 10.7 tienen longitudes a, by c. Los ejes
del sistema de referencia Gx’y’z’ son paralelos a los lados en cualquier instante. La

orientacion del sistema de referencia Gxyz es fija. Determinar la matriz de inercia en el

sistema Gxyz, siendo f’=ﬁ(f—2}'+k) y J =%(f+}+k).

zA
s s
z ,ly
’
N |
\ ’
N\N S /I
X \‘~\~\\\ / C
~a

b
X a

Figura 10.7
Primero se determina el tercer vector unitario.
ij ok

W B N | _ _ 1 _r I

F=ixj=2ll -2 1_ﬁ(l+k)
1 1 1

Tomando como sistema inicial Gxyz y como sistema final Gx’y’z’, la matriz de

rotacion es:

S

B

|
Sl S &l
sk ok s
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Los momentos de inercia del sistema final son principales por lo que los productos
de inercia son nulos. No se utilizara el subindice G. Los momentos de inercia

principales son:

Io=LM (b +c?)
I, =%M(a2 +c2)
L.=LM(a’+b)

Para obtener la matriz de inercia en el sistema inicial:

[IG ]nyz = [R]T [[G ]Gx'y’z’ [R]

El primer producto es:

¥ & 2 oo o] [#h # 2L
[R] [I6) =| % & Ol O 1, O|=|ZL. %I, 0
Fowoalo o n) g g
Finalmente, la matriz de inercia en el sistema inicial:
A EEE
[IG]nyzZ[R]T[IG]Gx'y'z'[R]: %Ix' %Iy' 0 % % %
ﬁlx %]} %12' ;; 0 f
($1, 440, +3L) (F1.+30) (L.+31,-11) I, -1, -I,
(1.+41,)  (31.+41,)  (3L.+i1) |=|-L, 1, I,
(b1.+40,-41) (R1.+41)) ($0,+41,+40)| Ul e L

Parte 2. La velocidad angular del cuerpo es @ = a)olg , es decir, en la direccion z del

sistema inicial. Determinar el momento angular respecto a G en ambos sistemas de

referencia.
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a/ En el sistema final

Primero es necesario expresar el vector @ en el sistema final:

{a)}Gx'y'z' = [R]{a)}nyz

1 =2 _1 1
o, % % % |0 7
—| L 1L _L —J_L

0 Sl Il I A e
. = 1 || 1
: 7 0 | 2

El momento angular en el sistema final es:

{HG}Gx'y'z' :[ ]vaz {a)}Gr}z

He | [1, 0 0]|% Tl
Hg 1=| 0 I, 0K 5ro=151 1o
0 0 I, ||v L
H, - L1,
b/ En el sistema inicial
Procedimiento 1
{HG }nyz = []G ]nyz {CU} Gxyz
Multiplicando las matrices:
1 1 1
H; I -1, -I_|[0 -1 (le'+§1y-_ilz-)
Hg t=|-1, I, =1, |10 t=3-1_t0,=4 (F,+11,) ‘o,
H _sz _[yz [z a)O Iz (%]x'_‘_%[y'_{—%lz')

Procedimiento 2

Dado que ya se ha calculado el momento angular en el sistema final, expresandolo
en el sistema inicial:
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{HG }nyz = [R]T {HG }Gx'y'z'

Hy | [+ & (=L (41, +41,-41.)
Hy t=|2 & 01FKLto=1 (FL+iL,) o,
HG: % % % %IZ, (%I,x'—'_%ly'-i—%[z’)

Parte 3. Las fuerzas F4, Fp y Fcactian en los puntos A, B y C, tal y como se indica
en la Figura 10.8. Determinar el momento resultante de dichas fuerzas en G.

)=

Fa

Figura 10.8

Los momentos respecto a los ejes del sistema final son:

Parte 4. Determinar la derivada del momento angular respecto a G.

Conviene utilizar el sistema final, dado que los momentos de inercia son principales

y no varian en el tiempo. En este caso es Q=®, ya que los momentos de inercia
principales son diferentes. Utilizando la ecuacion de Boure y los resultados anteriores:
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HGJ" - %I}
Hy | |L1
i, =(f1x,f'+%

~
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Ejemplo 2

La barra AB gira con velocidad angular constante @y en torno al eje z y el disco
gira con velocidad angular constante @, en torno a su eje. La masa del disco es m y las
masas de las barras AB y BG pueden considerarse despreciables. Determinar:

a/ La aceleracion angular y la derivada del momento angular del disco.

b/ La aceleracion de G.

c/ Las reacciones en A y B.

Para determinar la aceleracion angular y la derivada del momento angular se
utilizaran tres sistemas de referencia: parcialmente unido, de orientacion fija y
totalmente unido. De esta forma, se quiere mostrar el significado de estos sistemas
mencionados en la teoria y la idoneidad del parcialmente unido.

Sistema parcialmente unido: Gxyz

LIk
Figura 10.9

El sistema Gxyz de la Figura 10.9 gira alrededor de z, para describir la rotacion
propia del disco en cada instante de forma simple.

La velocidad angular del sistema es: Q = .k
La velocidad angular del disco: &= w,,] + @k

Utilizando la regla de Boure para determinar la aceleracion angular:
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194
= (cB) +Qxd
( ) y0]+(0 k=0
Q ":(a)zok) ( @]+, k) 0@z
Por lo tanto:
&z_a)y()a)z()l’:

Los ejes son ejes principales de inercia y los momentos de inercia en el plano Gzx
son todos iguales, es decir, /_ =1, =1 . Por lo tanto, el momento angular es:

H, Ia)w]+1a) k

Su derivada:

Por lo tanto:
[:IG = _[ywya sz;
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Sistema en traslacion: GXYZ

En la Figura 10.10 se muestra un sistema en traslacién, o que no cambia de
orientacion y se indica el angulo 6 que forma con Gxyz. En este caso es necesario
descomponer la rotacidon propia del disco segin 6.

i =cosOI +sin0J
j= —sin &1 +cosOJ

- y
k=K 7 z

Figura 10.10

Velocidad angular del sistema: Q=0
Descomponiendo la velocidad angular en componentes segun la Figura 10.10:
@ =-0,,sin o + @, COS 0J + . K

Para obtener la aceleracion angular se deriva directamente, ya que Q =0 . Teniendo

en cuenta que segtn la Figura 10.10 6 = w_, se tiene:

a=0=-0,0,cs0l-w,0.,sin0J

= -0, (cos 01 +sin HJ)
Relacionando los vectores unitarios, se obtiene el resultado anterior:

a= _a)yoa)zol
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Dado que es necesario expresar el tensor de inercia en el sistema GXYZ, se
determinara la matriz de giro. Se selecciona GXYZ como sistema inicial y Gxyz como
sistema final. Los vectores unitarios del sistema final expresados en el sistema inicial

se muestran en la Figura 10.10. Por lo tanto, haciendo ¢ =cos@ y s =sin@, la matriz de

giro es:
c s 0
[R] =l-s ¢ 0
0 0 1

Si bien antes se ha obtenido la velocidad angular mediante descomposicion directa

en la figura, se puede obtener con la siguiente transformacion:
{0} o = [R] {0},
La ecuacion de transformacion del tensor de inercia es:
6o =[R] 115, [R]

Calculando el primer producto:

c —-s 0||1 0 O o —sl, 0
T
[R] [IG]G.WZZ s ¢ 0]0 Iy 0=|sl c[y
0O 0 1|10 0 I 0 0o I

Calculando el segundo producto, se obtiene la representacion del tensor de inercia
en el sistema GXYZ:
2 2
o —sl, O0|lc s 0 (c I+s Iy) (CSI_SCI}’) 0
[IG]GXYZ =|sl c, O|l=s ¢ 0|= (cs]—scly) (szl-i-czly) 0
0 0 7|0 01 0 0 I

Por una parte, el producto de inercia /xyno es nulo y ademas los productos de inercia

y los momentos de inercia varian con el angulo 6. El momento angular es:
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{HG }GXYZ = [IG ]GXYZ {w}GXYZ
Utilizando la notacion vectorial, el resultado de la ecuacion anterior es:

H, = [—(czl + szly )wyos + (cs] —scl, ) a)},OchA

+ [— (cs[ —scl, ) @S + (szl + czly ) a)yoc] J

+lw, K
Realizando operaciones, queda:

HG =—1,0,s (52 +c’ )i + Iy(oyoc(s2 +c’ ) J+ Ia)zole
= Iya)_},o (—si + cj) + 1@012
La derivada se determina directamente, dado que Q=0. Siendo 0 =w_,:

H;=-1,0,0, (cos 01 +sin HJ) =-1,0,0.

En la Gltima igualdad, se ve que el resultado es el mismo que el anterior.

197
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Sistema totalmente unido: Gx'y’z’

En la Figura 10.11 se muestra el sistema Gx’y’z’ totalmente unido al disco y el

angulo ¢ que forma con Gxyz. En este caso, la velocidad angular del sistema es la del

disco, es decir: Q=@ . Realizando la descomposicion segtin la Figura 10.11:

& =-,,Singi' + o, j' + o, cos pk’

i = cos @i’ +sin gk’

k= 7sin(pf'+cos¢)l€'

Figura 10.11

El segundo sumando de la regla de Boure es nulo:

QOxd=dxd=0
Por lo tanto, teniendo en cuenta que segun la Figura 10.11 ¢ = o, resulta:
a= ((b) =—0,,®,, COS ol — @,,0,,sin ok’

il . rr
=-0,0,, (cos @i’ +sin pk )

Teniendo en cuenta la relacion entre vectores unitarios, se obtiene el resultado de
los casos anteriores:

a=-0,,0,
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En este caso, a diferencia del anterior, las direcciones son principales dado que estan
incluidas en el plano Gxz, es decir: /. =1,.=1. Utilizando la notacién vectorial, el

momento angular queda:
Hy =-lo,singi' +1,0,]' + 1o, cos pk'
Al derivar, el primer sumando de la formula de Boure es:
(IfIG )m =-lo,0,,cos Pl — lw.,o,,sin ok’
Para el segundo sumando, haciendo s=sing y c=cos¢:

l’-‘/ j/ kA'

OxXH;=|-s0, o

0 Ca)z()

—slw,, o, cao,
= (cla)yoa)zo —cl o0, )f’ + (—csla)zzo +esla?, ) 7+ (—SI},a)yOa)Z0 +slw,,0,, ) k'
Calculando la suma se obtiene:
i, = (HG) +oxH,
m

=-1,0,0, (cos @i’ +sin (pk')

Teniendo en cuenta la relacion entre vectores unitarios, se obtiene el resultado de
los dos casos anteriores:

H; =-1 0,0,

b/ Aceleracion de G

Siendo el punto G de la barra BG: &, = o BG
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¢/ Reacciones en A y B

En la parte izquierda de la Figura 10.12 se muestra el diagrama de sélido libre del

disco y de la barra BG y en la parte derecha se muestran ma, y ﬁG .

y
al J TB: @ mag

mg L,z

Figura 10.12

De acuerdo a los TML y TMA, los dos sistemas de vectores tienen la misma

resultante y el mismo momento resultante en G. Por lo tanto, son equivalentes.
Equivalencia en el eje y: B, =-ma, = —ma?’, BG
Eqivalenciaen el eje z: B, —mg=0

Momentos respecto de x en B: —mgBG = —I L@,0@

De la ultima ecuacion, se obtiene la condicion para que la barra se mantenga
horizontal. El efecto por el cual el momento producido por el peso se contrarresta con
la derivada del momento angular se denomina efecto giroscopico
(https://www.youtube.com/watch?v=8H98BgRzpOM). Por ejemplo, suponiendo que

,, es conocida, se obtiene w,,. Siendo el radio del disco R, 1, =1mR*:

Zg%
L
a)yOR


https://www.youtube.com/watch?v=8H98BgRzpOM

DINAMICA DEL SOLIDO RiGIDO 201

Figura 10.13

En la Figura 10.13 se muestra el diagrama del solido libre de la barra AB. Se trata

de un caso de Estatica, al ser nulos ma, y fIG . Por lo tanto:
Equivalenciaenelejey: R, -B =0=>R, = —ma)foﬁ
Eqivalenciaenelejez: R,_-B. =0=>R, =mg
Momentos respecto de x en A: M, + B),E —0= M, =maw’,BGAB

Las reacciones de los ejes x € y en los puntos A y B cambian de direccion junto al
sistema Gxyz.






11. DINAMICA DEL SOLIDO
CON EJE F1JO

11.1. INTRODUCCION

Se aplicaran el Teorema del Momento Lineal (TML) y el Teorema del Momento
Angular (TMA) al caso de un s6lido que gira alrededor de un eje fijo. Tras explicar qué
son las reacciones dindmicas, se analizardn las condiciones de equilibrado estatico y
dinémico.

11.2. DESCRIPCION Y RESOLUCION DEL PROBLEMA

En la Figura 1.1 se muestra un sélido de masa M que gira alrededor del eje fijo AB.
Dado que todos los puntos del eje son fijos, se adopta el sistema de referencia Oxyz,
siendo O cualquier punto del eje. Ademas, el sistema estd completamente unido al

solido por lo que Q=@ . En el enlace A se coloca un motor que aplica un par m y los
tres desplazamientos estan impedidos. El enlace B impide los desplazamientos de los
ejes x e y. Dado que el peso Mg no tiene la direccion del eje z, la direccion de dicho eje
no es vertical, aunque se haya dibujado asi para la mejor comprension de la figura. Se
ha incluido también la fuerza F aplicada en el punto Ax.
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Y=

Figura 11.1

En la Figura 1.2 se muestra el diagrama de sélido libre, mostrando las reacciones de
los enlaces, el par my aplicado por el motor y la fuerza aplicada F}. Las fuerzas de enlace
y las fuerzas aplicadas son fuerzas externas. Sin embargo, dado que las incognitas son

las fuerzas de enlace, se diferenciaran unas de otras. La resultante de las fuerzas
aplicadas, incluyendo el peso, sera £F y el momento resultante respecto de O de las

fuerzas aplicadas serd M, .
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Figura 11.2

Para aplicar el TML se debe determinar la aceleracion de G. Aun siendo un caso de
movimiento plano, se utilizara la ecuacion general del campo de aceleraciones, para
posteriormente sustituir las componentes de los vectores:

Gy = &x(OXF,)+axF, (11.1)

Los vectores expresados en el sistema Oxyz son:

@ = wk
~ . (11.2)

Fo=xgi 4y, +zgk
El primer sumando de la ecuacion (1.1) es:

ox(oxi;)=d(d-7;)—-a’F;
= 026k — @ (i + 6] + 2k) (11.3)

=0 (fo+ij)
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La aceleracion angular es:

&:5:(&3)m+a§x@=(&>) = ok (11.4)

m

El resultado de la ecuacion podia haberse obtenido por derivacion directa, dado que

la orientacion del eje z no varia. Asi, el segundo sumando de la ecuacion (1.1) es:

x 7y = ok x (x4 + 967 ) = 0(x6] = ¥4l ) (11.5)

- a
7
(@)
KA
Sustituyendo los resultados de las ecuaciones (1.3) y (1.5) en la ecuacion (1.1):

A

dg =(—a')yG—a)sz)er(a')xG—a)zyG)j (11.6)

Siendo F a la resultante de las fuerzas externas, la ecuacion vectorial del TML
queda:

F = Ma, (11.7)

Descomponiendo la ecuacion (1.7) en componentes:

F,=Ma, =3F,+ A +B, =M -0y, - 0’x;)
F,=May, =3F,+ A, + B, =M (dx, -0y, ) (11.8)
F,=Mag, =3F,+ 4. =0

El momento angular respecto del punto O es:

H Ox 1 x -1 Xy -1 zx 0
Hyb=|-1, I, -I_[{0 (11.9)
H, Oz -1 X -1 yz 1 z w

No se ha utilizado el subindice O en la matriz de (1.9). En notacion vectorial, el
momento angular es:

H,=(-Lo)i+(-1.0)]+(Lo)k (11.10)
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La derivada del momento angular es:

Hoz(ﬁo) L axH, (11.11)
El primer sumando de la ecuacion (1.11), segtn la ecuacion (1.10) es:

(ﬁo) = (~L.0)i +(~1,0)} +(1.o)k (11.12)

m

El segundo sumando de (1.11) viene dado por:

fé\ &x H, = ok x| (~10)1 +(~1,.0) ] +(Lo)k|

_ (11.13)
A =(-L&")j+(1.0°)i

Sustituyendo los resultados de las ecuaciones (1.12) y (1.13) en la ecuacién (1.11)
resulta:

Hy=(-1o+1,0)i (I o+ 1.0°)j+(Lo)k (11.14)

Siendo M, el momento resultante de las fuerzas externas, la ecuacion vectorial del
TMA es:

M,=H, (11.15)
Descomponiendo la ecuacion (1.15) en componentes:

My =H, =3M, +Aa-Bb=-I ao+I o
My, =H, =3M, - Aa+Bb=—(Io+1.0") (11.16)
M, =H, =3IM, +m,=10

De la ultima de las ecuaciones (1.16) se obtiene la aceleracion angular @ e

integrando, la velocidad angular . Utilizando las dos primeras ecuaciones de (1.8) y
de (1.16), se obtienen las componentes de las reacciones en A y B. Si en vez de tomar
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el origen del sistema de referencia en O se toma en A o en B, se determinan dos
incognitas directamente de las dos primeras ecuaciones (1.16).

11.3. EQUILIBRADO DE ROTORES

Segun las ecuaciones (1.8) y (1.16), aun siendo nulas las componentes XF,, ZF,y
>F. de la resultante y XMo., Mo, y EMo. del momento resultante de las fuerzas
aplicadas, las reacciones de A y B tienen componentes no nulas en los ejes x € y, como
consecuencia de la rotacion del cuerpo. Estas componentes son las reacciones
dindmicas, que generan vibraciones, y dado que la direccion de los ejes varia con la
rotacion, las reacciones también varian. Las reacciones obtenidas cuando el cuerpo no
gira, son las reacciones estaticas. Para evitar las reacciones dinamicas, los segundos
miembros de las dos primeras ecuaciones de cada uno de los sistemas dados en (1.8) y
(1.16) deben ser nulos, es decir:

M(—a')yG —a)sz) =0
(11.17)
M(a')xG —w2y6)=0

—,0+1.0 =0

~(I.0+1,0")=0 (119

Las ecuaciones (1.17) pueden escribirse como:

P e
o -0 ||V 0

Dado que el sistema de ecuaciones (1.19) es determinado, el centro de gravedad G
debe estar en el eje de rotacion:

X =y;=0 (11.20)
La condicién (1.20) se denomina equilibrado estdtico.

Las ecuaciones (1.18) pueden escribirse como:
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> —a |1, 0
L e
Dado que el sistema de ecuaciones (1.21) es determinado, los productos de inercia
deben ser nulos:
I1.=1,=0 (11.22)
La condicion dada en (1.22) se denomina equilibrado dindmico. Si el cuerpo es

homogéneo y simétrico respecto del plano Oxy, la condicion se cumple. Para el
equilibrado estatico y dindmico, se afaden masas concentradas en al rotor.

Supongamos que los datos del sistema inicial no equilibrado son M, xg, yG, L, -
Afiadiendo N masas puntuales de valor m;, para que se cumpla el equilibrado estdtico,
dado que el centro de gravedad del sistema completo debe estar en el ¢je z, se deben
satisfaces las siguientes ecuaciones:

N
Mx,, +Zml_xi =0

" (11.23)
My; + zmiyi =0

i=l1

Para que se cumpla el equilibrado dindmico, los productos de inercia del sistema
global deben ser nulos, por lo que las condiciones son:

N
I, + Zmizl.x[ =0

" (11.24)
Iyz +Zmiyi i :O

i=1
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Ejemplo 1

La masa de la rueda de la Figura 1.3 es m y se coloca en una maquina de equilibrado

a velocidad angular ay constante . La resultante y el momento resultante en C que la

rueda ejerce a la méquina son F=F,j y M. =M, , respectivamente. Determinar:

a/ La distancia entre el eje de giro y G y los productos de inercia 7, € L.

b/ Se utilizan dos masas para equilibrar la rueda estatica y dinamicamente. ;Cuales
son los valores de estas masas y donde hay que colocarlas: en A, B, D o0 E?

Datos: m = 18 kg; ap = 12,5 rev/s; Fo =160 N; My = 14,7 N-m; R = 182 mm;

b=75mm
A
T AJ \ & B
R
@
* ............................ C@Z__H(L
X
R
LD l JE
A
RLAORIR
Figura 11.3
a/ Velocidad angular & = a,i
[x - Xy _Izr a)O wa()
Momento angular respectode C: {H }=|—-1, I, -I_|10 =1-1 o,
L, -1, I, Lo,

En notacion vectorial: H, =(1,m,)i +(~1,@,)]+(-I,o,)k
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Siendo (ﬁ ) =0, la derivada del momento angular viene dada por
‘é‘\l I-;IC =dx ( [ I.w,) 1+ a)o)]'+(—lzxa)0)l€}
— (- 1w)1€+(1a))]

La aceleracion de G sélo tiene componente normal, dado que & =0. A continuacion

se realiza su calculo detallado:

dg = dx (%)

@ (aX?G):wofx(xci+ycj+ZG]€):wo(ycle_ch)

Q

= i X @, (yGlg —ZG}) =-w, (yG}+ch)

Dado que la fuerza y el momento que la rueda ejerce a la maquina son opuestas a
~F,j y —M,i . Aplicando

las que la maquina ejerce a la rueda, la rueda esta sometida a

el teorema del momento lineal:
F,=ma; = -F, = —-ma; y,

F. =ma, = 0=-ma,z,
Despejando las coordenadas del centro de gravedad y siendo ay = 78,54 rad/s

F
=144mm  z;=0
ma,

Yo =

Aplicando el teorema del momento angular

M, =H,=0=10

M, =H.=-M,= -1,0;
Despejando los momentos de inercia:
M
I,=0 I, ,=—r=238gm
600
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b/ Las condiciones que se deben cumplir para colocar las masas m; y m son que
para el sistema total formado por la rueda y las dos masas, el centro de gravedad esté
en Cy que Iy, sea nulo. zg y I-. siguen siendo nulos, dado que para ambas masas z = 0.

Las condiciones se pueden expresar como:

myg +my, +m,y, =0 (11.25)

1.{)7 +mx,y, +myx,y, =0

Para las dos masas, x, =+b e y, =+R. Escogiendo x, =b, y,=—R (punto E), el
término que corresponde a m; en la primera ecuacion de (1.25) es negativo. En la
primera ecuacion de (1.25), por lo menos uno de los términos que corresponde a m; o

a my debe tener signo negativo, dado que my,, es positivo. Ademas, de acuerdo a la

eleccion realizada, en la segunda ecuacion de (1.25) el término que corresponde a m;
tiene signo negativo. También en la segunda ecuacion de (1.25), por lo menos uno de
los términos que corresponde a m; o m» debe tener signo negativo, dado que I, es
positivo. El sistema dado en (1.25) puede escribirse como:

m +m, = 22¢
1 2 R
; (11.26)
_ Xy
M TR

Si en la primera ecuacion de (1.26) se suman las masas, en la segunda se deben
restar y viceversa, para que el sistema sea compatible. Reemplazando los datos:

m tm,=1424¢g
mFm,=174,6 g

Sumando las dos ecuaciones, se obtiene m; = 158,5 g. Para que m sea positiva, en
la primera ecuacidn las masas se deben restar y en la segunda se deben sumar:

m —m,=1424¢g
m +m,=1745g

Por lo tanto: m, = 16 g; para que los signos del sistema de ecuaciones sean correctos:
v, =R y x, =-b(punto A).



12. DINAMICA DEL SOLIDO
CON MOVIMIENTO PLANO

12.1. INTRODUCCION

Se analiza la aplicacion del Teorema del Momento Lineal (TML), del Teorema del
Momento Angular (TMA) y el Teorema de la Energia en un s6lido con movimiento
plano. Si el plano de movimiento es plano de simetria, la ecuacidn relacionada con el
TMA se simplifica.

12.2. MOMENTO ANGULAR

12.2.1 Respecto al centro de gravedad

Si el movimiento de los puntos del s6lido rigido ocurre en el plano OXY, la velocidad
y aceleracidn angular tienen direccidn z, como se ha visto en el tema 8, es decir @ = wk

y @=ak. Ademas, el eje z unido al sélido tiene en cualquier instante la misma
direccion que el eje fijo Z. El momento angular respecto de G en el sistema Gxyz unido
al sélido es:
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[Gx _Iny _Isz
{HG} = _[ny IGy —Icyz 0 (12.1)
_Isz _IGyz IGz 2

En notacion vectorial:
Hy =(~1,0)i +(~1,.0) ] +(1.0)k (12.2)
Si el cuerpo es homogéneo y Gxy es plano de simetria, 7, =17, =0 y en

consecuencia:

A, =(1,0)k=(I,0)K (12.3)

La ultima igualdad de la ecuacion (12.3) se puede realizar porque la direccion del
eje z no varia. Por lo tanto, la derivada del momento angular es:

= A

Hg =(I,a)K (12.4)

Cuando se cumple /., =1,. =0 al momento de inercia se le quita el subindice z.

Ademas, en movimiento plano no tiene relevancia la eleccion de un sistema Gxyz unido
al solido o de uno de orientacion fija GXYZ, dado que z=~Z7 .

12.2.2 Respecto al punto fijo

Si el solido tiene un punto fijo O, el momento angular en notacion vectorial viene
dado por:

[:IO = (_IOzxw)lAJr(_IOy:a))j+(102a))k’\ (125)
La ecuacion (12.5) es la que corresponde a la rotacion respecto de un eje fijo

analizada en el tema 11. Si el cuerpo es homogéneo y Oxy es plano de simetria,

[Ozx = IOyz = 0 y I'CSulta:

A, =(I,.0)k=(l,0)K (12.6)
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Por lo tanto, la derivada del momento angular es:

A

H, =(I,a)k (12.7)
12.3. ENERGIA CINETICA

12.3.1 Caso general

La expresion general de la energia cinética, segiin se ha tratado en el tema 10, viene
dada por:

T=1MV}+T, (12.8)
Siendo 7 la energia cinética relativa:

T, :%(a))z(]GX + w)%]c;y + wélc;z _2wya)z]c;yz _2a)Za)X1GZX _2a)xa)y1c;xy) (12-9)

N
En movimiento plano, sea o no sea OXY plano de simetria @, =@, =0, por lo que:

T.=t&l, =110’ (12.10)

r 2 2

Sustituyendo el resultado de (12.10) en la ecuacion (12.8), la energia cinética en
movimiento plano es:

T=iMv, +11,0° (12.11)
12.3.2 Punto fijo
En el caso del s6lido con punto fijo O, seglin se ha visto en el tema 10:

— 1 2 2 2
r _E(a)xlox +a)y10y + a’zloz _2a)ya)210yz _260260)(102)( _260)(60)/10){)’)

(12.12)

Al ser la velocidad angular de direccion Z, sea o no sea OXY plano de simetria, la

energia cinética viene dada por:
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T=1wl1,, =11, (12.13)

2 2

12.4. TEOREMAS FUNDAMENTALES DE LA DINAMICA

Se analizan los teoremas fundamentales de la Dinamica en el caso del so6lido con

movimiento planoy 7, =7, =0.

Teorema del momento lineal

F=Ma, (12.14)

En la ecuacion (12.14) F es la resultante de las fuerzas externas que actiian sobre
el solido, la cual incluye las fuerzas aplicadas y las fuerzas de enlace.

Teorema del momento angular en el centro de gravedad
M,=1,a (12.15)

En la ecuacion (12.15) no se incluyen simbolos vectoriales, dado que es la ecuacion

del eje z. M es el momento resultante respecto de G de las fuerzas externas.

Teorema del momento angular en un solido con un punto fijo O
Y M,=1,a (12.16)

Teorema de la energia

Se aplican las expresiones analizadas en los temas 9 y 10 al caso del movimiento
plano, teniendo en cuenta las formulas de la energia cinética de las ecuaciones (12.11)
y (12.13). En problemas de mecanismos, suele ser de ayuda utilizar el Centro
Instantaneo de Rotacion. El método de la energia, es util cuando se relacionan

velocidades y posiciones de dos configuraciones.
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12.5. UTILIZACION CONJUNTA DE LOS TEOREMAS DEL MOMENTO
LINEAL Y DEL MOMENTO ANGULAR

Los teoremas del momento lineal y del momento angular dados en las ecuaciones
(12.14) y (12.15) son respectivamente:

(12.17)

Ls

F=
M,

Las ecuaciones (12.17), establecen de modo conjunto la equivalencia entre dos
sistemas de vectores. Es un caso particular de la equivalencia establecida en el tema 10.

Segun la Figura 12.1, la resultante de las fuerzas externas es igual al vector Ma,, y el

momento resultante respecto a G es igual a / o .

lca
o '@A\M

Figura 12.1

Si la resultante y el momento resultante respecto de un punto de dos sistemas de
vectores son iguales, el momento resultante respecto cualquier otro punto del espacio
es también igual. Al resolver problemas, se pueden tomar momentos en otro punto O
en lugar de G. Es decir, se calcula el momento resultante de las fuerzas externas
respecto de O y en la parte derecha se tiene también en cuenta el momento generado

por Ma, ademas del par / « . Los puntos mas adecuados para tomar momentos, suelen

ser aquellos con reacciones desconocidas. El método relacionado con la Figura 12.1 se

utiliza cuando se quieren determinar fuerzas y/o aceleraciones en un instante dado.
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12.6. INTEGRACION CONJUNTA DE LOS TEOREMAS DEL
MOMENTO LINEAL Y DEL MOMENTO ANGULAR

Integrando los teoremas del momento lineal y del momento angular dados en las
ecuaciones (12.14) y (12.15) entre los instantes 1 y 2 se obtiene:

2 -
mvg, + ZL Fdt =mvg,

) (12.18)
I+ Y [ Mgdt = I,0,

Segun las ecuaciones (12.18), los sistemas de vectores de la Figura 12.2 son
equivalentes, dado que tienen la misma resultante y el mismo momento resultante. Los
momentos se pueden tomar en otro punto O en lugar de G, si se tiene también en cuenta
el efecto del momento lineal Mv, . Si las fuerzas no varian en el tiempo, la aplicacion

del método se simplifica. El método es util cuando se quieren relacionar las
velocidades y los impulsos en un intervalo de tiempo determinado. También es 1til
cuando las fuerzas actuan en intervalos de tiempo pequeiios, dado que en tales casos

dichas fuerzas se consideran constantes.

Figura 12.2
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