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Prologo

El contenido de este libro corresponde a la asignatura Elasticidad y Resistencia de
Materiales del Grado de Ingenieria Mecédnica de la Universidad del Pais Vasco
(UPV/EHU). En esta asignatura se analizan algunas bases de Calculo de Estructuras y
de Diseflo Mecanico. Tiene dos partes fundamentales: por un lado, la Teoria de la
Elasticidad y por otro, la Resistencia de Materiales. En la primera parte, se realiza la
descripcion matemadtica de los cuerpos deformables y se analizan las ecuaciones
generales que deben satisfacer. Dada la dificultad del problema matematico resultante,
en la seguna parte que constituye la Resistencia de Materiales, se utilizan hipdtesis
simplificativas en cuerpos con geometria de pieza prismatica.

El primer tema es la descripcion de la asignatura y a continuacion vienen los cuatro
temas de la Teoria de la Elasticidad. En el segundo tema se analizan las tensiones o
fuerzas internas por unidad de superficie. Se tratan el vector tension, el tensor de
tensiones y sus componentes, introduciendo el problema de autovalores y autovectores
asociado a los mismos. El estado de tension plana se analiza por separado, dada su
importancia, y se explica la utilizacion del circulo de Mohr.

En el tercer tema se analizan las deformaciones unitarias, que indican variaciones
relativas de longitud o disminuciones de angulos rectos. Se aprecia que el analisis
matematico es analogo al desarrollado en el caso de las tensiones, por lo que en el caso
de las deformaciones se utilizaran los mismos procedimientos matematicos que se han
desarrollado en el tema 2. En el tema 4 se relacionan las tensiones y las deformaciones
mediante ecuaciones lineales que dependen de las propiedades del material, en el caso
de cuerpos isotropos. Utilizando el modulo elastico o de Young y el coeficinte de
Poisson, ser pueden relacionar las tensiones y las deformaciones. La energia elastica de
deformacion se analiza también en este tema. En el quinto tema, se agrupan las
ecuaciones obtenidas en los temas anteriores, con el fin de describir el problema
elastico y la dificultad matematica que conlleva.

En el tema 6, se analizan los criterios para determinar los estados de tensiones o
deformaciones que generan el fallo. El fallo consiste en la rotura en el caso de
materiales fragiles y en la fluencia plastica en el caso de materiales duictiles. En el tema

7 se analizan las fuerzas y momentos de seccién, que se corresponden a las
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componentes de la resultante y del momento resultante de las tensiones en las secciones
de las piezas prismaticas. Las fuerzas de seccidn son la fuerza normal y cortante. A su
vez, los momentos de seccion son el momento flector y el momento torsor. En este

tema se utilizan unicamente ecuaciones de la Estatica del Sélido Rigido.

En el tema 8 comienza propiamente la Resistencia de Materiales, dado que las piezas
y sistemas sometidos a traccion y compresion se analizan utilizando hipotesis
simplificativas. En este tema, se tratan también las estructuras de pequefio espesor
sometidas a traccion y compresion. En el noveno tema, se analiza el estado de tensiones
de piezas prismaticas sometidas a momentos flectores, clasificando la flexién en tres
casos: flexion pura, flexion simple y flexion compuesta. En flexion pura, solo acttia
momento el flector en la seccion. En flexion simple, ademas del momento flector, actia
también la fuerza cortante y en flexion compuesta, ademas de las anteriores, en la

seccion actia la fuerza normal.

En el tema 10, se analizan los desplazamientos verticales y los angulos girados por
las secciones en la flexion de piezas prismaticas. En el tema 11, se emplean los métodos
utilizados en el tema anterior para imponer las condiciones de los sistemas
hiperestaticos y asi poder determinar todas las incognitas del problema. En el tema 12
se estudia la torsion, incluyendo cuatro tipos de secciones: circular, rectangular,
secciones abiertas de pequeflo espesor y secciones cerradas de pequeio espesor. Se
analiza también el caso en el que la flexion y la torsidon actiian conjuntamente.

En el tema trece se realizaran calculos relacionados con la energia de deformacion
y la coenergia de deformacion, utilizando fundamentalmente el teorema de Engesser-
Castigliano. De esta forma, los desplazamientos y angulos calculados en los temas
anteriores se pueden determinar mediante un Unico teorema y en sistemas
hiperestaticos, se podra utilizar como condiciéon. Es también util para analizar la
influencia del cortante en la rigidez de flexion simple, asi como para el analisis de la

influencia de la temperatura en los casos de flexion.

En el tema 14 se analiza el equilibrio estable de piezas prismaticas sometidas a
compresion, para evitar el equilibrio inestable o pandeo. En este caso, para obtener la
carga critica, el analisis del problema debe realizarse en la configuracion deformada.
Para finalizar, se analiza la compresion excéntrica de columnas esbeltas, utilizando

también la configuracion deformada de equilibrio para el andlisis.
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1. INTRODUCCION A I A
ASIGNATURA

1.1. INTRODUCCION

La Mecanica es la rama de la Ciencia que estudia el movimiento de los cuerpos. A
su vez, la parte que estudia el movimiento sin atender a sus causas es la Cinemadtica y
la que estudia el movimiento y sus causas, las fuerzas, es la Dinamica. Es de particular
interés en Ingenieria el caso en el que la resultante y el momento resultante del sistema
de fuerzas que act@ia sobre un cuerpo aislado sea nulo. En este caso, se dice que el
cuerpo esta en equilibrio y la parte de la Mecanica que estudia los cuerpos en equilibrio
es la Estatica.

Desde el punto de vista del tipo de cuerpos, la primera aproximacion a la realidad
se realiza estudiando la particula, cuyas caracteristicas matemadticas son las
coordenadas de un punto y su masa. El paso siguiente consiste en considerar los
sistemas de particulas, que pueden ser discretos o continuos. Los medios continuos
pueden ser a su vez fluidos o solidos. En el caso de un medio continuo soélido, el
siguiente paso de aproximacion a la realidad consiste en suponer que las distancias
relativas entre puntos no varian, llegando asi al Solido Rigido. Si se considera que las
distancias entre los puntos varian, se llega al modelo de Sélido Deformable. Pero si la
variacion relativa de distancias no afecta sensiblemente al sélido en su conjunto, el
movimiento general o el equilibrio del mismo se pueden analizar utilizando las leyes
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de la Mecanica del Solido Rigido. Es decir, aunque el cuerpo esté deformado, podemos
realizar el anélisis de su conjunto considerando la configuracion no deformada.

En la mayoria de los casos de esta asignatura, se asumira que la diferencia entre la
posicion deformada y la no deformada permite aplicar las leyes del Solido Rigido a la
configuracion no deformada. Por otra parte, en los casos en los que el cuerpo no esté
en equilibrio, se aplicara el principio de D'Alembert convirtiendo el problema de
Dinamica en uno de Estética. Para analizar las variaciones relativas de distancia entre
los puntos del solido deformable y las causas que las originan, se definen dos

magnitudes: las fensiones y las deformaciones unitarias.

Las tensiones, son las fuerzas internas por unidad de superficie y pueden ser
normales o tangenciales, si son perpendiculares o contenidas en la superficie,
respectivamente. Por otra parte, las deformaciones unitarias normales indican las
variaciones relativas de longitud y las fangenciales, la disminucion de angulos
inicialmente rectos. Considerando las tensiones como las causas que generan las
deformaciones, unas y otras estan relacionadas matematicamente mediante ecuaciones
que contienen parametros, los cuales guardan relacion con las propiedades fisico-
quimicas del material que constituye el cuerpo.

En esta asignatura se supone que las tensiones y las deformaciones unitarias estan
relacionadas biunivocamente, es decir, que a cada estado de tension le corresponde uno
de deformacion y viceversa. Ello implica que, si un cuerpo se carga y posteriormente
se descarga, las curvas que relacionan tensiones y deformaciones siguen la misma
trayectoria en la carga y en la descarga. Este comportamiento se denomina eldstico. Por
otra parte, se supone que las ecuaciones que relacionan tensiones y deformaciones son
lineales. Ello permite aplicar el principio de superposicion, segin el cual el efecto de
una suma de causas es la suma de efectos de cada una de las causas. La asignatura se
divide en dos partes fundamentales: Elasticidad y Resistencia de Materiales, que se

explican brevemente en los siguientes apartados.
1.2. ELASTICIDAD

Se estudian las tensiones, las deformaciones y las leyes que las relacionan. Del
analisis de las tensiones se obtienen las ecuaciones de equilibrio, aplicando las leyes

de la Estatica. En el analisis de deformaciones, se estudia la geometria del proceso de
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deformacion y se relacionan las deformaciones unitarias en un punto con las derivadas
de los desplazamientos del mismo. Al estudiar las relaciones entre tensiones y
deformaciones, que se denominan leyes constitutivas por depender de las propiedades
del material, se supone que el material es isotropo ademas de eléstico y lineal, con lo
que son necesarias dos constantes eldsticas independientes para establecer las leyes de
relacion entre tensiones y deformaciones unitarias.

El conjunto de ecuaciones obtenidas del analisis de tensiones, deformaciones y
ecuaciones constitutivas, constituye un sistema de ecuaciones de dificil resolucion en
la mayoria de los casos de la realidad. Debido a ello, en sélidos de tipologias
geométricas determinadas como piezas prismaticas, placas y cascaras, se recurre a
hipotesis simplificativas relativas a las deformaciones y a las tensiones.

1.3. RESISTENCIA DE MATERIALES

En esta parte de la asignatura se analiza una tipologia de s6lidos deformables muy
habitual en ingenieria: los sistemas formados por piezas prismaticas. La pieza
prismadtica se define como el volumen engendrado por una superficie plana cuyo centro
de gravedad recorre una curva, manteniéndose la perpendicularidad entre la superficie
y la curva. La superficie plana se denomina seccidn recta o seccion y la curva se
denomina directriz o eje. Ademads, la longitud de la pieza es sensiblemente superior a
las dimensiones de la seccion. En la mayoria de casos estudiados la directriz es recta,

como en el caso de vigas, columnas y ejes.

Se determinan las componentes de la resultante y del momento resultante de las
tensiones de una seccion en el centro de gravedad de la misma. Estas fuerzas y
momentos son las fuerzas y momentos de seccion. En el transcurso de la asignatura,
tras realizar hipotesis simplificativas sobre la deformacion de las secciones, se
considera cada fuerza y momento de seccion y se analiza su relacion con la distribucion
de tensiones que la origina. Este andlisis permite determinar las maximas tensiones y
compararlas con las tensiones admisibles del material, por lo que se denomina analisis
de resistencia. Por otra parte, se estudian los desplazamientos y giros del eje de la pieza
prismatica, que constituye el andlisis de rigidez. En el ultimo tema, se estudia la
estabilidad de piezas sometidas a compresion, o pandeo. En este caso, el equilibrio se
establece en la posicion deformada y se analiza la situacion en la que las cargas de
compresion provocan la flexion inestable de la pieza.






2. TENSIONES

2.1. INTRODUCCION

Las fuerzas internas por unidad de superficie que actiian en un cuerpo son las
tensiones. La tension se puede descomponer en una componente normal, que es
perpendicular al plano y en una componente tangencial, contenida en el plano de corte.

2.2. VECTOR TENSION Y COMPONENTES

Sea un cuerpo en equilibrio estatico sometido a un sistema de fuerzas. Si se suponen
dividido por un plano, aparecen fuerzas internas en el plano de corte para que se
conserve el equilibrio de cada parte, como se muestra en la Figura 2.1.
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Figura 2.1

El vector tension del plano de vector unitario normal 7 se define como:

S, = lim A 2.1)
AA—0 AA

Siendo Af la fuerza interna y AA la superficie en la que actua dicha fuerza. Se
puede descomponer en una componente normal al plano de corte y en otra contenida
en dicho plano, como se muestran en la Figura 2.2. La componente normal o, se
denomina fension normal y la componente contenida en el plano 7, se denomina tension

cortante o tangencial. Dado que dichas componentes no dependen de un sistema de
referencia, se denominan componentes intrinsecas del vector tension.

Figura 2.2

Segun la Figura 2.2, las componentes intrinsecas son:

(2.2)

siendo 7 el vector unitario de la direccion de z,.
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Utilizando un sistema de referencia, la componente tangencial se descompone en
otras dos paralelas a los ejes, como se muestra en la Figura 2.3.

Figura 2.3

En el caso de la tension normal o, el subindice i indica la direccion normal al plano.
En el caso de las tensiones tangenciales 7; el subindice i indica la direccion normal y
el subindice j la direccion de la componente. Se establece el siguiente convenio para el
signo de las componentes de tension: cuando tiene sentido positivo en cara positiva o
sentido negativo en cara negativa, la componente es positiva. Un plano es positivo
cuando su normal es positiva, como los planos de corte de la Figura 2.3.

2.3. ECUACIONES DE EQUILIBRIO

Se aisla un paralelepipedo recto diferencial en el entorno de un punto O(x,y,z) del
solido. En los centros de las caras actlian las tensiones y en el centro de gravedad actiian
fuerzas por unidad de volumen que no aparecen en la Figura 2.4. Las tensiones se toman
como funciones de las coordenadas del punto O y se supone que son funciones
continuas. En consecuencia, en dos planos perpendiculares a la direccion i (i = x, y, z),
se debe afiadir a la funcion el incremento que corresponde a la coordenada i. Es decir,

si el valor en el plano que pasa por O es f (x, y,z) , el valor en el plano paralelo es

f(x,y,z) + fi (x,y,z)di. La diferencia entre ambas caras se denotard A, f = f.di .
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|
B
o+ 40
n. AT,
Y K CAd
S et
- 1 A
” ¥
< ” ? AT S
T 4
VZ\-\ O xz x fxz A ‘x
nota T,
Xz,
o tAhoc. - T
&
C
z
Figura 2.4

Aplicando las ecuaciones de equilibrio de fuerzas se obtiene:

et

=0

—_

o+ O'de)dydz — o, dydz + (rm + rmvdy) dxdz -, dxdz + (‘[ZX + Tm__dz)dxdy — 7, dxdy + F dxdydz =0 (2 3)
F,=0

y

T, + rxyvxdx)dydz -7, dydz + (0'), + O'H,dy) dxdz — o dxdz + (T:V + rm:dz) dxdy —t_,dxdy + F,dxdydz =0
F.=0

—_

T+ rxz,xdx)dydz -7 dydz + (rﬂ + rvz'ydy)dxdz —7,.dxdz + (0': + O':Y:dz)dxdy —o.dxdy + F,dxdydz =0

Tras realizar operaciones en las ecuaciones (2.3) y dividiendo miembro a miembro
por dxdydz, resulta:

o, t7,,+7, .+ F =0
Ty, to,, +7,. + F} =0 2.4)

T.,+t7,.,+t0..+ F =0
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Para aplicar las ecuaciones de equilibrio de momentos, se adopta un sistema de
referencia Gx’y’z’ con origen en el centro de gravedad y con ejes paralelos al sistema
Oxyz. Tomando momentos respecto a ejes, las componentes paralelas a los ejes o que
cortan los mismos dan momento nulo. En la Figura 2.5 se muestran el plano

perpendicular a x "y las componentes que dan momento respecto a dicho eje.

6t 4, t <—1G 1 7,

A
°

1

Figura 2.5

Planteando el equilibrio de momentos respecto del eje x

M.=0

X

(2.5)
7 .dxdzdy + (‘l‘yz + Tyz)ydy)dxdz%dy — 7, dxdyydz - (rzy + szﬁzdz) dxdy+dz =0

Admitiendo que las derivadas de las tensiones tangenciales son nimeros finitos, los
términos que corresponden a las derivadas son despreciables frente a los demas.
Dividiendo miembro a miembro la ecuacion (2.5) por dxdydz se obtiene:

T_=T (2.6)
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Figura 2.6

En la Figura 2.6, se muestran las componentes que dan momento respecto al eje y .

Desarrollando de manera analoga al caso anterior, se obtiene:

T =T 2.7)

[ T tA T
[ T

Figura 2.7

En la Figura 2.7, se muestran las componentes que dan momento respecto al eje z .
Se obtiene:

T =T (2.8)

Segun las ecuaciones (2.6)-(2.8), las componentes tangenciales de tension son
simétricas en cualquier sistema de referencia Oxyz.
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2.4. ESTADO GENERAL DE TENSION
2.4.1 Tensor de tensiones

Utilizando un sistema de referencia con origen en O, se aisla el tetraedro elemental
que se muestra en la Figura 2.8, para determinar las componentes del vector tension de
cualquier plano que pasa por el punto O. Los vectores tensidon que corresponden a los
planos coordenados, se descomponen en una componente normal y en dos componentes

tangenciales segln los ejes, como se ha mencionado anteriormente:

A

S, =—0ci-1,j-7.k
=T, —0,j—T.k (2.9)
SZ = _szl _sz] - O-Zk
|
% _x
T 13;:
X, T
yx
O
v
C
v4
Figura 2.8

El elemento esta sometido también a una fuerza por unidad de volumen F' que no
se muestra en la Figura 2.8 de componentes F,, F,, F.. Dicha fuerza puede ser
electromagnética, gravitatoria o de inercia. La ecuacion de equilibrio vectorial de

fuerzas viene dada por:
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. —

F=0=§,ABC+5,0BC+S,0AC +5.0AB+ FdV =0 (2.10)

Siendo ny, n, y n- las componentes del vector normal 7, se satisfacen las siguientes
relaciones entre areas:

OBC=n,ABC ~ OAC=n,ABC  OAB=n ABC @2.11)

Para justificar los resultados de la ecuacion (2.11), se muestra el caso de n, en la

Figura 2.9. Siendo oP y OB perpendiculares y 7, =cos f resulta:

ABC =1ACPB
A (2.12)
OAC =1 ACOP

Dividiendo las areas dadas en la ecuacion (2.12) y teniendo en cuenta la Figura 2.9
se obtiene OAC = n, ABC. Las demés relaciones de (2.11) se pueden obtener de forma

analoga.

Figura 2.9

Sustituyendo la ecuacion (2.11) en la ecuacion (2.10), dividiendo por el area ABC

y descomponiendo segun los ejes, las componentes cartesianas del vector tension son:
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S . =on + TN, +T N,
Sny =T N +0,n, +7, 1, (2.13)

S_=t._n + T.n,+o.n,

Enla ecuacion (2.13) no se han incluido los sumandos correspondientes a las fuerzas
de volumen, dado que son despreciables por estar multiplicados por el término

diferencial :Tgc . En forma matricial queda:

Snx UX Y zx n)(
S, =7y O, T, [N, {S,}= [a]{n} (2.14)
S Z-XZ z-VZ O-Z nZ

Segun la ecuacion (2.14), el vector {n} representado en el sistema de referencia
Oxyz se transforma en el vector {Sn} mediante la matriz simétrica [0'] La expresion

que no depende del sistema de referencia viene dada por:
5, =i (2.15)
El operador matematico que corresponde a la transformacion se denominar tensor.
En la ecuacion (2.15) el tensor de tensiones es 6 y en un sistema de referencia
cartesiano se representa por una matriz 3x3. Las componentes intrinsecas del vector

tension no dependen del sistema de referencia y vienen dadas por:

o, ={n}'{S,} ={n} [o]{n} (2.16)

2.4.2 Transformacion de vectores y tensores

En la Figura 2.10 se muestran los sistemas de referencia Oxyz y Ox’y z’. En primer
lugar se analiza la relacion entre las componentes de un vector. La expresion de

cualquier vector ¥ en ambos sistemas de referencia es:
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V=vi+v, j+vk (2.17)

V=v.i v, vk (2.18)

Figura 2.10

Dado que los vectores unitarios de un sistema de referencia se pueden expresar en

el otro:

cy A o
[=rl +71,j + vk

J=rd v J K (2.19)

I+

A 2
J = ry'xl + ry’y

k (2.20)
k, = rz'x; + rz’yj + rz’zk’\

Siendo los coeficientes r;; y r;- los cosenos directores de las direcciones de los

vectores unitarios se cumple que 7, =r;. Sustituyendo la ecuacion (2.19) en la

ecuacion (2.17):
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— I~ A1 N,
V=v, (rxx,l +rJ +rak )
g “r I
+v, (ryx,z +1,) +rk ) (2.21)

“r ~r ot
+v, (l”zx'l +r,) + r_k )

Igualando las componentes de la ecuacion (2.21) con las de la ecuacion (2.18) y

teniendo en cuenta que 7, =71, se obtiene en forma matricial:

V. v, . r. 1%

X XX Xy Xz X
Vi (= hx By D P = {V}Ox'y'z' = [R]{V}Oxyz (2'22)
V., Toe Vo T || Ve

La ecuacion (2.22) relaciona las componentes en ambos sistemas de referencia
mediante la matriz [R]. La filas de dicha matriz son las componentes de los vectores
unitarios del sistema rotado en el sistema sin rotar, como puede verse en la ecuacion
(2.20). Sustituyendo la ecuacion (2.20) en la ecuacion (2.18) y siguiendo un

procedimiento analogo al anterior se obtiene:

vx rjxx ry'x rzx Vx

12
Ve (T T Ty T NV (7 {V} ogz [R] {V}Ox'y'z' (2.23)
V. I, ry'z v, V.

De las ecuaciones (2.22) y (2.23) se puede colegir:
[R] [R]=[R][R] =[1]=[R] =[R]" (2.24)

Segun la ecuacion (2.24), la inversa y la traspuesta de la matriz [R] son iguales, por
lo que es ortogonal.

Ejemplo: Si se realiza una rotacion de angulo @respecto al eje x, la expresion de los

nuevos vectores unitarios y la matriz de rotacion son:
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~ 3 2 1 O 0
/" =cos @ +sin Ok

J'=cos6j +sin Ok =[R]=[0 cos@ sind
k'=—sin@j + cos Ok 0 —sind cosf

Las transformaciones desarrolladas se aplicaran en el analisis de tensiones. La

ecuacion (2.14) en ambos sistemas de referencia viene dada por:

{S” }OX,VZ = [O-]Oxyz {n}()xyz (2-25)

1Y oerer =10 w1 oy (2.26)

Premultiplicando [R] en la ecuacién (2.25) y teniendo en cuenta (2.22), utilizando

la ecuacion (2.23) para el vector normal {n} o ¥ comparando con la ecuacion (2.26),

se obtiene la siguiente relacion:
[O-]Ox'y'z' = [R][O-]Oxyz [R]t (227)

Premultiplicando [R]t en la ecuacion (2.26), considerando (2.23), utilizando la
ecuacion (2.22) para el vector normal {n} owyz Y comparando con la ecuacion (2.25),

se obtiene la relacion inversa:
[G]OJWZ - [R]t [U]Ox’y'z' [R] (228)

Se puede obtener la misma relacion de la ecuacion (2.28) premultiplicando [R]t y

postmultiplicando [R] en la ecuacion (2.27).

243 Tensiones principales

Dos formulaciones del problema
Segun la transformacion de la ecuacion (2.14), conociendo las matriz de tensiones
que corresponde al sistema de referencia, se pueden determinar las componentes de
tension de cualquier plano que pasa por el punto O. Se quiere saber si en algin plano
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la componente tangencial es nula. En tal caso, el vector tension tiene unicamente
componente normal y la transformacion queda:
7,=0=8,=0,i={S,}=0,{n (2.29)

Dado que también debe cumplir la transformacion general de la ecuacion (2.14), en el

sistema de referencia Oxyz se cumple:

o, {n} = [0]{11} = ([6] -0, [1]){n} = {O} (2.30)

La ecuacion (2.30) expresa un problema de autovalores y autovectores. Las tres
tensiones que cumplen la condicion son las tensiones principales y las direcciones
correspondientes son las direcciones principales. Los planos perpendiculares a las
direcciones principales, son los planos principales y en ellos actuan las tensiones
principales.

Por otra parte, se quiere saber si la tension normal o, adopta valor estacionario en
alguna direccion, es decir, maximo o minimo relativo. La tension normal viene dada en
la ecuacion (2.16) y el vector normal debe cumplir la condicion de moédulo unitario. Se

trata de un problema de maximos y minimos condicionados, donde la variable es el

vector {n}, siendo la condicion {n}'{n}=1. La funcion lagrangeana es:

F({n}.2)= ) [o){my—2({n) {m} 1) @31)
Los valores estacionarios se obtienen de la siguiente condicion:

FUA) o slogin - 22(nl = (0} (232)

{n}

Ordenando términos en la ecuacion (2.32), se obtiene el mismo problema de
autovalores y autovectores de la ecuacion (2.30) siendo A =0, es decir:

([o]=2[1]){n} = {0} (2.33)
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Por lo tanto, en las direcciones principales las tensiones normales adoptan valores

estacionarios.

Resolucion del problema e invariantes

Desarrollando las matrices de la ecuacion (2.30):

(o-x —0, ) Ty T n, 0
r, (o,-0,) r. |{n, =10 (2.34)
Ta g= (Uz —0, ) " 0

La ecuacion (2.34) expresa un sistema homogéneo y para que tenga una solucion
distinta de la trivial nula, el determinante del sistema debe ser nulo. Desarrollando el
determinante, la ecuacidn caracteristica del sistema es:

o) —1c>+1,6,~1,=0 (2.35)

Las raices de la ecuacion caracteristica son las tensiones principales y no dependen
del sistema de referencia utilizado. En consecuencia, /;, I> y I3 son invariantes. Para
cualquier sistema de referencia con origen en O son:

1, =0,+0,+0,

. 7., |lo. T o, T,

L= " Ul e (2.36)
Txy O-y sz O-z Tyz O-z
Gx Xy X

[3 = xy O-y Tyz
sz vz O-z

Tras determinar las tensiones principales de la ecuacion (2.35), se sustituyen en el
sistema (2.34) para determinar las direcciones principales. Las direcciones principales
se denotan con los subindices 1, 2 y 3 y habitualmente se ordenan de la siguiente forma:
o, >0, >o0,. Dado que por lo menos una de las ecuaciones del sistema (2.34) es

combinacion lineal, para determinar los cosenos directores de cada direccion principal,

se utiliza la condicion de modulo unitario:
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n +n}2, +n’ =1 (2.37)

Las tensiones principales son numeros reales

A continuacion, se demuestra que las tres tensiones principales son numeros reales.
La ecuacion caracteristica (2.35) es cubica, por lo que existen dos posibilidades al
determinar sus raices: que las tres sean reales o que una sea real y las otras dos sean
complejas conjugadas. Dado que por lo menos una de las raices debe ser real, se supone
que la direccion que corresponde a dicha raiz es x. Siendo x direccidon principal, la
ecuacion caracteristica se obtiene del siguiente determinante:

(o,-0,) 0 0
0 (0,-0,) r =0 (2.38)

=0 (2.39)

Desarrollando el determinante de la ecuacion (2.39), se obtiene la siguiente ecuacion
cuadratica:

o; —(oy - GZ)O'" —(rf,z —0'},0'2): 0 (2.40)

Las raices que se obtienen de la ecuacion (2.40) son:

o, = %[(0}, +0. ) + \/(Uy +0o. )2 + 4(152 -0,0, )} (2.41)
Para que las raices sean reales, el signo del discriminante de (2.41) debe ser positivo:

(0,+0.) ~4(c,0.~72)>0 (2.42)
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Realizando operaciones, se aprecia que la condicion dada en (2.42) se satisface
siempre, dado que puede expresarse como la suma de dos cuadrados:

(0,-0.) +(22,.) >0 (2.43)

Las direcciones principales son perpendiculares

Considerando las direcciones principales 1 y 2:
o {m}=[ol{n} (2.44)
o, {m}=[o]{m} (2:45)

Premultiplicando {nz}t a la ecuacion (2.44) y {nl}t a la ecuacion (2.45), restando

miembro a miembro y teniendo en cuenta que la traspuesta de un escalar es el mismo
numero, se obtiene el siguiente resultado:

(0,-0,){n,} {n}=0 (2.46)
Existen dos posibilidades para que se satisfaga la ecuacion (2.46):

e o,#0,=>n-n,=0 BEs decir, las direcciones principales 1 y 2 son

perpendiculares.

® o, =0, Laecuacion se satisface idénticamente y en consecuencia cualquier

direccion perpendicular a la direccion 3, es principal.

Dado que la demostracion puede realizarse de forma analoga para las direcciones 1
y 3 02y 3, silas tres tensiones principales son distintas, las tres direcciones principales
son perpendiculares. Si dos valores son iguales, las direcciones contenidas en el plano
perpendicular a la direccion que corresponde al tercer valor son principales.
Finalmente, si las tres tensiones principales son iguales, todas las direcciones son
principales.
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Se puede definir el sistema de referencia cartesiano O/23 con origen en O y cuyos
ejes son las direcciones principales. La representacion del tensor es:

o 0 0
[0']0123 =0 o, O (2.47)
0 0 o

Tensiones tangenciales mdximas

El cuadrado de la tension tangencial viene dado por:
2 t t 2
o ={8,}'{S,} = ({n)'[o]{n}) (2.48)

. , . ., t
Dado que los cosenos directores estan relacionados por la ecuacion {n} {n}=1 la

funcion lagrangeana viene dada por:

G({n} )= ({n}) = u({n}' {n} 1) (249)

— L2 {0} = ([o] -20, [0]- u[1]){n} = {0} (2.50)

El sistema de la ecuacién (2.50) no es lineal, dado que o, depende de los cosenos

directores. Se puede demostrar que los valores maximos de z, estan a 45° de los planos

principales.
244 Componentes esférica y desviadora
Por definicion, la tension esférica es:

o =§(0x+0'y+0'2)=§11 (2.51)

La matriz de tensiones que corresponde al sistema de referencia Oxyz se
descompone de la siguiente forma:
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[o]=[o.]+[0.] (2.52)
[O'e] es la matriz esférica:
o, 0 0
[6.]=| 0 o, 0 (2.53)
0 0 o
[O'd] es la matriz desviadora. Se despeja de la ecuacion (2.52), siendo:
(O-x - O-e ) Txy sz
[c,]=| z, (o,-0.) 7. (2.54)
sz z-yz (O-z - O-e )

Como se verd mas adelante, en un material isétropo, la componente esférica esta

relacionada con el cambio de volumen del cuerpo.
2.5. ESTADO DE TENSION PLANA

Se supone que las componentes no nulas de tension estan contenidas tinicamente en

el plano Oxy, es decir, o, =7_=7,_=0. Las componentes del vector tension de

cualquier plano en el sistema Oxyz, segiin la ecuacion (2.14) son:

S o, T, 0](n,
S, =7y 0, 0j4n, (2.55)
S 0 0 O0f|n

Segiin la ecuacion (2.55) para cualquier plano resulta S_=0. Por lo tanto, el
andlisis se puede realizar en el plano Oxy. Se analiza el prisma triangular de la Figura
2.11, siendo OA = dx, OB= dy los lados segln los ejes x e y, respectivamente. Siendo

los lados diferenciales, se supone que AB pasa por O y por lo tanto se analiza el vector
tension de la superficie AB. Por otra parte, la longitud de la direccion z es 1. El analisis
se realiza en el intervalo 0 <@ < 7 . En efecto, los vectores normal y tension del plano
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que corresponde al angulo (6’ + 7z) , son opuestos al que se muestra en la Figura 2.11.

Dicho plano es el que corresponde al otro lado del corte que se muestra en la Figura

2.1.
Ay
x!
B
Yoo .
7/—\f\'
h 0
A X
O e T. o
\ 07
Figura 2.11

Siendo n, =cos@ y n, =siné, la ecuacion (2.55) puede escribirse como:

S . _|o. 7, |[cos® 5 56
S |« o, |(sind (2:56)

ny Xy

Seglin la Figura 2.11 los vectores unitarios 7 de la direccion normal y 7 de la

direccion tangencial expresados en el sistema de referencia Oxy son:

A=cos@i +sinf |
. (2.57)
t

=—sindi +cosb j
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Las componentes intrinsecas del vector tension son:

c,=S,-h=8, cos@+S§, sind
(2.58)
S

S .i=-S sinf+ S, cos@

Sustituyendo las componentes Sy, Siy de la ecuacion (2.56) en la ecuacion (2.58) se
obtiene:

o,=0,c0s’0+0,sin’ 0+2z sinfcosd
. . (2.59)
T, = (ay -0, )sm@cosH +7,, (cos2 0 —sin’ 0)

Utilizando las ecuaciones (2.59), conociendo las componentes de tension o, 65,
y el angulo €, se pueden determinar las componentes normal y tangencial que
corresponden a cualquier plano que pasa por O. A continuacion, se indican algunas
identidades trigonométricas:

cos’ = 1+cos(26) cos(20) = cos” @ —sin’ @
1 2 20 (2.60)
sin> 0 = %() sin(26) = 2sin O cos

Sustituyendo las ecuaciones (2.60) en las ecuaciones (2.59), las componentes
normal y tangencial del vector tension son:

oc.+o, o,-C .
o, = 5 Ly 5 *=cos(20) + 7, sin(20)

(2.61)
o, -0, .
T, = %sm(ﬂ?) +7,,c08(20)

A continuacidon, se plantean dos aspectos interesantes relacionados con
determinados estados de tension:

1. Angulos 6; que dan valores estacionarios de &,. Derivando (2.61), e igualando
a cero, se obtiene:
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27,
tan 26, =—— (2.62)

c,—0,

Las direcciones que corresponden a la ecuacion (2.62) son las direcciones
principales. Sustituyendo el angulo dado en la ecuacion (2.62) en la ecuacion (2.61),
puede verse que en las direcciones principales la tension tangencial 7, es nula. Teniendo
en cuenta que los angulos fy S+ tienen la misma tangente y que los dngulos son
dobles, las direcciones principales son perpendiculares.

2. Angulos 6 donde 7, es maximo. Derivando (2.61); e igualando a cero, se obtiene:

o.—0
tan26, = ——~=— ! (2.63)
27 tan 6,

xy

Para que se satisfaga la condicion dada en (2.63), la relacion entre angulos debe ser:
20,=20+tir=6,=6+ix (2.64)

Segun la ecuacion (2.64), las direcciones principales forman 45° con las direcciones
de tension tangencial maxima.

En el caso de las tensiones normales, el signo tiene sentido fisico. En general, no es
lo mismo que un material trabaje a traccion o a compresion. Por ejemplo, en el caso de
un material fragil, la rotura se produce a consecuencia de las tensiones maximas de
traccion. En el caso de materiales ductiles, la rotura se produce en el entorno de las

direcciones de maxima tension cortante, sin importar el sentido de las mismas.

Para ver que el angulo entre las maximas tensiones normales y tangenciales es de
45°, puede analizarse la rotura de una tiza cilindrica sometida a torsion. Las tensiones
cortantes maximas de torsion son circunferenciales. Dado que la tiza es de material
fragil, se prevé que rompa por los planos de traccion maxima. Cuando se le aplica
torsion, la rotura se produce en forma de hélice, segiin los planos de traccion maxima.
Si se cambia el sentido del momento aplicado, la rotura se produce seglin hélices que
forman 90° con las anteriores.
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2.6. CIRCULO DE MOHR
2.6.1 Estado de tension plana
Las ecuaciones (2.61) pueden escribirse como:

o, +to, o0,-0, .
o, —— 5 == 5 —cos(260) + 7, sin(26)

(2.65)
o,—o, .
T = y2 sin(26) + 7, cos(26)

n

Las ecuaciones (2.65) son las ecuaciones paramétricas de una circunferencia, siendo
el parametro 26. Elevando ambas ecuaciones al cuadrado y sumando miembro a

miembro se obtiene:

2 2
o _+0 O —0O
[an— = YJ +Tj=[ = yj +72 (2.66)

La ecuacion (2.66) puede escribirse como:

(0,~0.) +72 =R’ (2.67)

—_ Txy

A Jr

Figura 2.12
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Tomando como eje de abcisas o, y como e¢je de ordenadas 7, en valor absoluto, la
ecuacion (2.67) corresponde a una circunferencia con el centro en el eje de abcisas. La
posicidn del centro y el radio son:

(2.68)

La Figura 2.12 representa un estado de tension en el que o, >0,>0y 7,>0.

Cada punto de la circunferencia indica la direccion normal al plano sobre el que actian
las componentes intrinsecas o, 7. Se puede obtener la misma informacion que
proporcionan las ecuaciones (2.62) y (2.63). Se aprecia que en las direcciones 1 y 2 las
tensiones normales son méxima y minima, respectivamente, y que en dichos puntos la
tension tangencial es nula. Estas direcciones son las direcciones principales y las
tensiones correspondientes son las tensiones principales. Las direcciones principales
estan a 90°, dado que los angulo son dobles. Se ve que la tension tangencial maxima
toma el valor del radio. Las direcciones #; y ¢, situadas en la parte superior e inferior
del circulo, respectivamente, estan a 90° de las direcciones principales en el circulo de
Mohr y en consecuencia, a 45° en la realidad.

El procedimiento de trazado del circulo de Mohr es el siguiente:

1. Se calculan el centro y el radio del circulo dados en la ecuacion (2.68). Segln la
Figura 2.12 las tensiones principales son:
0,=0.+R

2.69
o,=0,—R (2.69)

2. Se dibuja la circunferencia y el eje de abcisas o;. Se sitia el eje vertical en el
origen O, teniendo en cuenta la posicion del centro oc. Tomando como abcisa oy y
como ordenada z,, se puede representar en el circulo el punto que corresponde al eje
x. Pero surge el siguiente problema: si el eje x esta en la parte superior el eje y esta en
la parte inferior y viceversa. Por lo tanto, parece que para un mismo signo de z, existe
un valor positivo y uno negativo. Por ello, el eje de las tensiones tangenciales se
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T

n

representa en valor absoluto, llaméandolo . El problema fundamental de la

utilizacion del circulo de Mohr es el siguiente: jcudl es el criterio para colocar el eje

que corresponde al par de valores (o, t.,) en la parte superior o inferior del circulo?

7,>0
o,>0,
tan 2091, >0
7, < 0
o,.<0,
A O-y
T TXy
7, <0 o
o,>0, | '
—
v
tan26, <0
A O'y
- Txy
7. >0
Xy ‘_f {_’Gx
o,.<0,
<=

Figura 2.13

Segun la ecuacion (2.62), el valor tan(26;) que da las direcciones principales puede
ser positivo o negativo, dependiendo de los signos del numerador y del denominador.
En la Figura 2.13 se muestran los cuatro casos posibles. Segun la Figura 2.11, si la
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tangente es positiva el angulo es antihorario y si la tangente es negativa el angulo es
horario. En la Figura 2.13 se muestran también los estados de tension, indicando con
flechas gruesas las tensiones tangenciales que provocan par horario. En todos lo casos,
las direcciones perpendiculares a las tensiones tangenciales que provocan par horario

estan situadas en la mitad superior del circulo.

Analizando la Figura 2.13, se puede establecer el siguiente criterio para situar una
direccion en la mitad superior o inferior del circulo: cuando el par que corresponde a
las tensiones tangenciales que actuan en planos paralelos es horario, la direccion
perpendicular a dicho plano se situa en la mitad superior del circulo. Por ello, en la
Figura 2.12 el eje x estd en la parte inferior y el eje y estd en la parte superior. A la
inversa, que un eje esté situado en la mitad superior o inferior, proporciona informacion

sobre el sentido de las tensiones tangenciales.

2.6.2 Estado general de tension

El estado general de tension esta relacionado con tres circulos que corresponden a
los planos principales 1-2, 2-3 y 3-1, como se muestra en la Figura 2.14. Se puede
demostrar que las componentes intrinsecas del vector tension que corresponde a
cualquier plano que pasa por O estan contenidas en el area sombreada. La tension

tangencial maxima es el radio del circulo mayor.

|

Figura 2.14

En un estado de tension plana, la direccion z es direccion principal y pueden darse

las tres situaciones que se muestran en la Figura 2.15. La tension tangencial maxima
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no esta siempre en el plano Oxy. Al ser nula la tensidn principal de la direccion z, ésta
se ha denotado con 3. En cada caso, el circulo que corresponde al plano Oxy contiene
las direcciones principales 1 y 2 y esta dibujado en gris.

i

|7
3 2 l oo
O |
b/ z-max :%(O-l 0-3) = 2 O-l
Tn
O

c T =

max

(0;-0,)=%(-0,)

[SIE

Figura 2.15



3. DEFORMACIONES

3.1. INTRODUCCION

Un cuerpo sometido a fuerzas se deforma. Considerando un elemento diferencial
del entorno de un punto O del cuerpo, las aristas del elemento sufren variaciones de
longitud y los angulos rectos iniciales varian. Ademas, el elemento sufre traslacion y
rotacion como solido rigido. En este tema se analizan las deformaciones unitarias
normales y tangenciales. Al final, se vera que se puede realizar un analisis analogo al
del tema de tensiones.

3.2. DEFORMACION DE UN ELEMENTO DIFERENCIAL

Se analiza un elemento diferencial de volumen en el entorno de un punto O(x,y,z)
del cuerpo. Antes de la deformacion sus aristas son los vectores OA , OB y oC y su

diagonal es el vector OP . En este apartado, se analizan las modificaciones que sufren
las aristas del elemento cuando el cuerpo se deforma.
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y

|B

P

e X
A
/ )
z

Figura 3.1

Tras la deformacion, los puntos pasan a las posiciones prima y las nuevas aristas

son O'A", O'B' y O'C’, como se muestra en la Figura 3.2. El vector desplazamiento
del punto O es:

00'= S(x,y,z) = u(x,y,z)f + v(x,y,z)j + w(x,y,z)lg 3.1
y
B’
4
A

Figura 3.2
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Segun la ecuacion (3.1), u, vy w son las componentes del desplazamiento seglin los
ejes x, v, z, respectivamente. Se asume que son funciones continuas hasta la tercera
derivada. Analizando la arista del eje x, tras la deformacion el punto A pasa a la
posicion A’. Dado que la variacion de O a A se produce so6lo en el eje x, el

desplazamiento es:

- ~

AN =5 +A S = (u + u,xdx)f + (v + v’xdx)]q + (W+ wxdx)k (3.2)
Siendo la arista inicial OA = dxi , teniendo en cuenta la Figura 3.2, se cumple:

OA +AA =00 +0O'A’ (3.3)

De la ecuacion (3.3), el vector que corresponde a la arista del eje x tras la
deformacion es:
O'A'zmﬁ-m—O—O':(l+u’x)dxf+(v )dxjﬁ-(wx)dxl; (3.4)

S X

Siendo OB = dyj y OC = dzk los vectores que corresponden a las aristas de los ejes

y'y z antes de la deformacion, los desplazamientos de los puntos B y C son:
BB =6+ A},S = (u + u,ydy)f + (v + v,ydy)j' + (w+ w,ydy)l; 3.5)
CC'=6+ AS = (u + u,zdz)f + (v + vszdz)}' + (w+ w’zdz)lg (3.6)

Los vectores tras la deformacion, teniendo en cuenta la Figura 3.2 y las ecuaciones
(3.1), (3.5) y (3.6) son:

O'B'=0B+BB'-00’ = (u’y)dyf+(1+v’y)dyjﬂ'+(w’y)dy/€ 3.7
0'C'=0C+CC' -00' =(u,)dzi + (v, )dz +(1+w, ) dzk (3.8)

En la Figura 3.3 se muestran las nuevas aristas y sus componentes. El paralelepipedo
recto se convierte en un paralelepipedo oblicuo.
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(] +t{],)d,\,

C’

o’ (l+u_\)dx

v. dz

I+w, )d:

/ u_dz

z

Figura 3.3
3.3. DEFORMACIONES UNITARIAS
3.3.1 Deformaciones unitarias normales

Por definicion, la deformacion unitaria normal de una direccién en un punto, es la
variacion relativa de longitud de la direccion en el punto. En el punto O, en direccion
X:

O'A’-0A

& =—— 3.9
x o (3.9)

Dado que las longitudes de los segmentos son los modulos de los vectores, de la
ecuacion (3.9) se obtiene:

Ex Z\/(“”,x)2 +(V,x)2 +(W,,c)2 -1 (3.10)

Dentro de la raiz, se asume que el numero « que suma a 1 es suficientemente
~ . o imacion: 1o =141
pequefio como para poder realizar la siguiente aproximacion: 1+« =1+ a . Por lo

tanto, la ecuacion (3.10) queda:
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e =, +H () (0, 4 ()| (3.11)

Las deformaciones unitarias de los ejes y y z, de forma analoga, vienen dadas por:
2 2 2
£ =v, +%[(u,y) (v, ) +(w,) } (3.12)

e.=w. 4 () + () + () ] (3.13)

Las derivadas de los desplazamientos son adimensionales. Si se supone que son
nimeros pequefios, menores que 0,02, los términos de segundo orden son despreciables
frente a los de primer orden y las deformaciones unitarias normales son:

£ =, E,=V E.=W (3.14)

Cuando se cumple la condicion de que las derivadas de los desplazamientos son
pequenias, se dice que se trata de un problema de pequerios gradientes de
desplazamiento o problema de pequenios desplazamientos. En cambio, en un problema
de pequefias deformaciones, las cantidades &, & y & son pequeiias, pero puede que
algin cuadrado de las derivadas de los desplazamientos no sea despreciable.

Por ejemplo, la deformacion de rotura de un composite de fibra de carbono en la
direccion de la fibra es aproximadamente 0,012. Por lo tanto, siempre trabaja en
condiciones de pequeias deformaciones. Cuando una lamina delgada de ese material
trabaja a flexion, puede darse un problema de grandes desplazamientos, porque los
términos al cuadrado no son despreciables, pero no puede superar la deformaciéon de
rotura.

3.3.2 Deformaciones unitarias tangenciales

En la Figura 3.4 se muestran los angulos entre aristas tras la deformacion. La
deformacion tangencial o cortante unitaria, se define como la disminucion del angulo
recto entre dos direcciones inicialmente perpendiculares. La deformacion tangencial
unitaria que corresponde a las direcciones x € y es:
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Vo =370, (3.15)

Figura 3.4

Siendo ¢, el angulo que forman las direcciones x e y tras la deformacion. Por lo
tanto, se cumple:

OA"-OB = (O'A')(O’B')cos 0., (3.16)

Despejando en la ecuacion (3.15) se ve que cos,, =siny, . Teniendo en cuenta la

ecuacion (3.16):

O'A’-O'B’

siny,, =

Sustituyendo las ecuaciones (3.4) y (3.7) en la ecuacién (3.17) y asumiendo que en

el denominador se puede aplicar la simplificacion Vv1+a =1+1a resulta:

(1+u1x)u,y (1+v )+w w,

[1+”,x+ ( +VE W jl:l-i-V +1 (u +v -|—w2)]

siny,, = (3.18)
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En un problema de pequerios desplazamientos, despreciando los términos de orden
2 y superiores:

u’y +V,x

siny,, = ( (3.19)

I+u, + v, )

Dado que las derivadas del denominador de la ecuacién son mucho menores que 1,

puede aplicarse la siguiente aproximacion: (%Zl—a‘f—...}. Despreciando
+a

nuevamente los términos de orden 2 y superiores:

siny,, =u,+v, (3.20)

Finalmente, siendo las derivadas pequefias, se cumple siny, =y, . Actuando

analogamente con los otros angulos rectos, las deformaciones unitarias tangenciales

en un problema de pequerios desplazamientos son:
Vo =U,+tV, Ve =V.tw, Vo =W, U, (3.21)
3.4. TENSORES DE DEFORMACION Y ROTACION

Hasta ahora, se han analizado las aristas del elemento diferencial que se muestra en

la Figura 3.1. Ahora se analiza la diagonal OP del elemento. La diagonal antes de la

deformacion es:
OP = dF =dxi + dyj + dzk (3.22)
Tras la deformacién, la diagonal es O'P =dF' . Dado que las variaciones de

coordenadas entre los puntos O y P se producen en las tres direcciones, el
desplazamiento del punto P es:

PP'=6+d6=06+3 dx+38,dy+0 dz (3.23)

Teniendo en cuenta las relaciones entre vectores:
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OP+PP'=00"+0'P’ (3.24)
De las ecuaciones (3.24), (3.1) y (3.23) se obtiene la siguiente relacion:
OP'-OP=PP'-00" =ds (3.25)
La ecuacion (3.25) puede escribirse como:

0 dF = dS =5 v+ dv+ 5 dz
- (“’ +v,J+ W,xl\:,)dx

(e d 4y, j+w k) dy (3.26)

+(”,zi v+ W,Zlé)dz

La ecuacion (3.26) se puede escribir en forma matricial en el sistema de referencia

Oxyz como:
{dr'} = {dr} + [g]{dr} (3.27)

En la ecuacion (3.27) [g] es la matriz gradiente de desplazamiento y no es

simétrica:

u u u

>X 2y 5z
[g]=] v, v, V. (3.28)
M},x M/,y W,z

Utilizando la notacién que no depende del sistema de referencia, se tiene el tensor

gradiente de desplazamiento g .
dr'=dr + gdr (3.29)

Cualquier matriz 3x3 puede descomponerse en un matriz simétrica y una

antisimétrica. En el caso de [ g] , siendo g;; cualquier elemento, se cumple:
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g;=¢,to, (3.30)
Siendo e; el elemento simétrico y @j; el elemento antisimétrico dados por:

ei/' :%(gij +g(/;) (331)

@y =%(g,»j -g;) (3.32)

son:
1 1
e U, E(u,y +V’x) E(MZ +w,
xx Xy X
— —| 1 1
[e]= e, e, e.|= 3(vr+u}) v, 5(v’2+wy) (3.33)
Cx €. C %(w +u ) %(W}-FVZ) w,
L — L —
0 -0, o 0 2(“} V,x) 2(”2 Wx)
[0]=]| ®, 0 -o,|=|%(>,-u,) 0 t(v.-w,)| B34
2 O O] () e, v) 0

Teniendo en cuenta las deformaciones unitarias normales de la ecuacion (3.14) y

las deformaciones unitarias tangenciales de la ecuacion (3.21), que corresponden a un
problema de pequefios desplazamientos, la matriz simétrica [e] esta relacionada con

las deformaciones unitarias:

1
€ exy €. & 27 xy 27
- |1 1
[e]=|e, e, e.|=|3r, & 317, (3.35)

1
ezx eyz ezz 3}/ zx 2 }/ yz gz

La matriz [e] , se denomina matriz de deformacion [8] La matriz antisimétrica

[a)] de la ecuacion (3.34) esta relacionada con una rotacion de sélido rigido, como se
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vera en la siguiente seccion, y se denomina matriz de rotacion. La ecuacion (3.29)

puede escribirse como:
dr'=dr +(&+&)dr (3.36)
Extrayendo como factor comin d7 :
di'=(1+ &+ @)dr (3.37)

Los sumandos de la ecuacion (3.37) tienen el siguiente significado en la

transformacion del elemento dr :

o dr: corresponde a la traslacion del elemento como sélido rigido.

o @dr: Se demostrara que, en el caso de pequefios desplazamientos, el
elemento no varia de longitud ni varian los angulos entre direcciones, por
lo que corresponde a una rotacion de sélido rigido.

o &dr: elementuaren deformazio hutsa adierazten du. Varian la longitud y

los angulos entre direcciones.
3.5. VECTORES DE DEFORMACION Y ROTACION
3.5.1 Vector de rotacion
Considerando la traslacion y la parte antisimétrica de la ecuacion (3.36):
dr'=dr + odr (3.38)

El segundo sumando de la ecuacion (3.38), teniendo en cuenta la matriz de la

ecuacion (3.34), resulta ser:

0 -o, o, ||dx o dz -, dy
[o[{dr}=| @, 0 -0, |jdyi=1 0.dx-o,dz (3.39)
-0, o, 0 ||dz —0. dx+ o, dy

El resultado de la ecuacion (3.39) corresponde al siguiente producto vectorial:
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A A

o dz - o, dy i ]k
[o|{dr}=1 o, dx-wdz =0, o. o,|=doxd (3.40)

zy Xz yx

—0. dx + @, dy dx dy dz
Siendo J):wyzf +a)zx}'+a)xyl€. Por lo tanto, la ecuacion (3.38) puede escribirse
como:
dr' =dr + @ox dr (3.41)

A continuacion, se demuestra que, en un problema de pequerios desplazamientos,
la transformacion antisimétrica corresponde a una rotacion de solido rigido. Para ello,
es necesario demostrar dos aspectos:

e La longitud del elemento no varia

e El angulo entre dos elementos no varia
La longitud del elemento no varia

Dado que la nueva longitud es dr', utilizando la ecuacion (3.41) puede determinarse
el cuadrado de su modulo.

dF'-dF' =dr” =(dF + &x dF)-(dF + GxdF )= dr’ +(o’sin’ 0)dr*  (3.42)

Siendo @ el angulo que forman los vectores @ y dr . La ecuacion (3.42) puede
expresarse como:

dr' = dr\1+ o’ sin* @ (3.43)

En un problema de pequerios desplazamientos, el segundo sumando dentro de la
raiz es despreciable, por lo que dr'=dr . (qed)

El angulo entre dos elementos no varia
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Se supone que los elementos d7; y dr, forman el angulo ¢ antes de la deformacion

y los elementos d7 y d7," forman el dngulo ¢’ tras la deformacion. Las ecuaciones de

transformacion de los elementos son:

di' =di + dx dr
(3.44)
dr,) = d, + dx dr,

Realizando el producto escalar entre los elementos transformados de la ecuacion
(3.44) resulta:

dri -dr, cos@'= drdr, cos ¢ +(wds sin 6, )( wdr, sin @, ) cos B (3.45)

Siendo £ el angulo que forman los vectores (@x dr) y (@xdr,). Dado que se ha

demostrado que la longitud de los elementos no varia, es decir dr, =dr, y dr, =dr,

dividiendo miembro a miembro por (drdr, ) resulta:
cos@' =cosp+ @’ sinf, sin b, cos B (3.406)

Dado que en un problema de pequefios desplazamientos el segundo sumando de la

ecuacion (3.46) es despreciable, resulta que cos@' =cos¢. (qed).

3.5.2 Vector deformacion
Considerando la traslacion y la parte simétrica de la transformacion:
dr'=dr +&dr (3.47)
Por definicion, el vector deformacion es:

Du _ dar'-dr
dr

(3.48)

Teniendo en cuenta la ecuacion (3.47), la ecuacion (3.48) puede escribirse como:
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(3.49)

ol
Il

My
<>

. . dr . . . - ..
siendo u = d—el vector unitario de la direccion del vector d7 . En forma matricial,
r

la ecuacion (3.49) resulta:

(D, =[¢]{u) (3.50)
La ecuacion (3.50) en forma expandida queda:
Dll)C gx %}/Xy %yzx ux
D,t=|77. & 37. |4, (3.51)

y
Eu
Y
Exllyx
_—»x
O

Figura 3.5
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y y

Y2y

V2 Yyl

Yoy u

X z

Figura 3.6

Las componentes del vector deformacion de la ecuacion (3.51), incluyen las
aportaciones de deformacion debidas a las deformaciones unitarias normales y
tangenciales en cada eje. En la Figura 3.5 se muestra como varian las componentes del
vector director u a consecuencia de las deformaciones normales. En la Figura 3.6 se
muestra como varian las componentes del vector unitario # a consecuencia de las
deformaciones tangenciales. En cada eje, la suma de las contribuciones que se muestran
con raya doble en la Figura 3.5 y en la Figura 3.6, es la componente del vector
deformacion de dicho eje.

El vector deformacion D, se puede descomponer en sus componentes intrinsecas.

Proyectando en la direccion de # se obtiene la deformacion unitaria normal &, de la

direccion.

e =D -i (3.52)

u u

Escribiendo la ecuacion (3.52) en forma matricial y teniendo en cuenta la ecuacion
(3.50):
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6 =)' (D) = {u) [e]fu) (.53
La componente intrinseca tangencial del vector deformacion viene dada por:
17, =D, - &, (3.54)
Dado que la formula de la deformacion normal de una direccion se utiliza al medir
deformaciones con galgas extensiométricas, desarrollando la ecuacion (3.52) se
obtiene:
g, =& + gyui +eul + Vol i, +y uu, +y uu, (3.59)
Si el plano de medida es xy, resulta que u_ =0 y la ecuacion (3.55) queda:

2 2
g, =EMU FEU Ty UL (3.56)

3.6. ANALOGIA ENTRE TENSIONES Y DEFORMACIONES

La ecuacion (3.49) indica una transformacon similar a la obtenida en el caso de
tensiones S, =&7. Por lo tanto, los apartados desarrollados para el analisis de

tensiones pueden aplicarse en deformaciones. La analogia se recoge en la siguiente
tabla:

Tensiones Deformaciones
Transformacion S, =6h D, =il
Componentes cartesianas normales o; g,
Componentes cartesianas tangenciales T, %7’,-,-
Componente intrinseca normal o, = #n i g, = Qu U
Componente intrinseca tangencial t, =S -0 Ly, =D} -¢&
Ejes del circulo de Mohr o, |z &, 37,
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Al dibujar el circulo de Mohr, si el eje gira en sentido horario debido a las
deformaciones tangenciales, dicho eje se sitia en la parte superior del circulo.

3.7. CAMBIOS DE FORMA Y DE VOLUMEN

Para determinar el volumen tras la deformacion del elemento mostrado en la Figura

3.1, se determina el producto mixto de las aristas tras la deformacion:

(1 +u, ) v, w,
dV'=0'A" (O'B' x o’c’) =l u,  (1+v,))  w, ¥ (3.57)
u, v, (1 + w,z)

Siendo dV =dxdydz el volumen inicial. Despreciando términos de segundo orden y

superiores en el desarrollo del determinante de la ecuacion (3.57) y teniendo en cuenta
las deformaciones normales de la ecuacion (3.14), resulta:

dv'=(1+¢,)(1+e,)(1+&.)dV (3.58)
Tomando sélo los términos de primer orden en la ecuacion (3.58):
dv'=(1+e, +&,+&.)dV (3.59)

Se define la deformacion volumétrica unitaria como la variacion relativa de volumen
y se denomina e. De la ecuacion (3.59) resulta:

L _AdV _dr-av
av - av

=g +¢& e, (3.60)

La variacion de volumen de todo el cuerpo es:

AV:jVAdejVedV (3.61)

La variacion de volumen ocurre por la variacion de longitud de las aristas a
consecuencia de las deformaciones normales, como se muestra en la Figura 3.5. El



DEFORMACIONES 47

cambio de forma del elemento se produce debido a las deformaciones tangenciales.
Estas provocan el cambio de angulos rectos y el elemento sufre distorsion sin variacion

de volumen, como se muestra en la Figura 3.6.

Por lo expuesto hasta ahora, las modificaciones que sufre el elemento de la Figura
3.1 en un problema de pequefios desplazamientos son:

e Traslacion pura, segun el vector desplazamiento o .
e Rotacion de solido rigido, segun el vector @ .
e Deformacion pura:

o Deformaciones normales, &;: provocan la variacion de volumen.

o Deformaciones tangenciales, y, : provocan la distorsion o cambio de forma.

3.8. CONDICIONES DE COMPATIBILIDAD

Las 6 componentes del tensor de deformaciones que indican la deformacion pura
estan relacionadas con tres componentes de desplazamiento. Para poder obtener los
desplazamientos integrando las deformaciones, se deben cumplir ciertas condiciones
de integrabilidad. Estas condiciones se conocen como ecuaciones de compatibilidad.
Se pueden obtener a partir de los requerimientos de diferencial exacta de los
desplazamientos y de las rotaciones. Ello significa que los desplazamientos y las
rotaciones son funciones del punto y no del camino recorrido en el proceso de
integracion. La demostracion se desarrolla para el plano Oxy, pero es analoga en el caso
de tres dimensiones. Las diferenciales de las componentes de desplazamiento en
funcion de las deformaciones unitarias y de las rotaciones, pueden escribirse como:

dl/l = E,‘xdx + (%}/xy + a)xY )dy (362)
dv= (%ny -, )dx +é&,dy

Para que las dos diferenciales de la ecuacion (3.62) sean exactas, las derivadas
cruzadas deben ser iguales. Imponiendo esta condicion, se obtienen las derivadas de las

componentes de rotacion, siendo:
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= 1
a)xy,x - gx,y 2 7/xy,x

(3.63)

-1 _
a)h‘y,y T2 yx,v,y gy,x

Para que la rotacion sea diferencial exacta las derivadas cruzadas deben ser iguales.
Imponiendo esta condicion en las derivadas primeras de (3.63) resulta:

& +é& (3.64)

X,y v = Vi

En la obtencion de la ecuacion (3.64), se ha supuesto que ¢, =¢,, . . Para que se
cumpla tal condicion, las segundas derivadas de las deformaciones deben ser continuas,
segun el teorema de Schwarz. O lo que es lo mismo, deben ser continuas las terceras
derivadas de los desplazamientos. Las condiciones de compatibilidad en el espacio se

deducen de forma analoga y son:

— — 1

gx,yy + gy,)ax - }/xy,xy gx,yz - 7(_7}:,)( + 7/zx,y + 7/):)7,2 ) Y
— 1

gy,zz + gz,yy - yyz,yz gy,zx - 3(_7/zx,y + 7/,\‘}’,2 + yyz,x ),y (365)
— —1

82,)0: + gx,zz - yzx,zx gz,xy - 7(_]/xy,z + }/yz,x + }/zx,y ) .

3.9. GALGAS EXTENSIOMETRICAS

Son dispositivos que se utilizan para la determinacion experimental de
deformaciones unitarias normales. Se trata de resistencias eléctricas que se adhieren a
la superficie de las piezas, como se muestra en la Figura 3.7. La deformacion provoca
un cambio en la resistencia de la galga, que se determina con un dispositivo eléctrico.
La variacion de resistencia esté relacionada con la deformacion de la galga, por lo que
la medida eléctrica se convierte en una deformacion unitaria normal.

J ’
L )

Figura 3.7
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Mediante las galgas, solo se determinan deformaciones unitarias normales, por lo
que es necesario utilizar configuraciones de tres galgas para determinar el estado de
deformacion en el entorno de un punto. Las mas utilizadas son las que tienen galgas a

45°y a 120°. La Figura 3.8 muestra una disposicion constituida por tres galgas a 120°.

\ 20°
— X
120°
Figura 3.8

Utilizando la ecuacion (3.56) para las direcciones de las galgas b y ¢ resulta:

_1 3 3
gh_xgx-i-xgy_T}/xy (3 66)
g =lg +35 + 8 '
c 4 x 4%y 4?/xy

Sumando y restando miembro a miembro las ecuaciones dadas en (3.66) y teniendo

en cuenta que &, =&, se obtienen &,y %,:

(3.67)






4. EIL, CUERPO ELASTICO

4.1. INTRODUCCION

En los temas de tensiones y deformaciones, se han supuesto Unicamente la
homogeneidad y continuidad del material. Siendo homogéneo, las propiedades son las
mismas en todos los puntos. En este tema se analizan las relaciones entre las
componentes de tensiones y deformaciones en el caso de un material isétropo elastico
y lineal. Por ser isétropo, las propiedades del material en un punto son las mismas en
cualquier direccion. Al ser eléstico, el material vuelve a su posicion no deformada tras
suprimir las fuerzas que actiian sobre €l. La linealidad indica que las relaciones entre
tensiones y deformaciones son lineales. Se asume que las deformaciones unitarias
tangenciales y normales son pequefias, menores que 0,02. Las relaciones entre
tensiones y deformaciones son dependientes de las propiedades fisico-quimicas del
material. Por ser lineales las relaciones, se cumple el principio de superposicion, el cual
establece que el efecto de una serie de causas, es la suma de los efectos que

corresponden a cada una de las causas.
4.2. DEFORMACIONES EN FUNCION DE LAS TENSIONES

En un material isotropo, cuando el comportamiento es elastico lineal, cuando se
aplica traccidén en la direccion x, las deformaciones tangenciales son nulas y se
producen deformaciones normales dadas por:
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g = g =g = 4.1)

E es el modulo de elasticidad longitudinal o modulo de Young y sus unidades son
de tension. v es el coeficiente de Poisson, que es adimensional. Si las tensiones

normales actuan en los tres ejes, las deformaciones se indican en la siguiente tabla:

O-\ O-)’ Gz
o o O
gv - _V_y o
E E E
O o, O
8y —y = _r _y—=
E E E
O (o} O
£, -y —y—= :
E E E

Aplicando el principio de superposicion, sumando los términos de cada fila, se
obtienen las deformaciones de cada eje:

g, = %[ay —v(o, +o. )] 4.2)

Al aplicar tensiones cortantes, las deformaciones normales son nulas y unicamente
existen deformaciones tangenciales en el plano de la tension.

Tr Tvz Tzv
Yoy = C; Ve=o V=G 4.3)

Siendo G el modulo elastico tangencial o a cortadura. Las ecuaciones (4.2) y (4.3)
constituyen la ley de Hooke.



EL CUERPO ELASTICO 53

A continuacion, se deduce la relacion entre £, G y vpara un estado de tension plana.
La relacion, siendo propiedad del material, es valida en cualquier estado de tension.
Las direcciones principales de tension en el plano xy vienen dadas por:

tan (29P_ten ) = O_Zixya (4.4)

X X

Las direcciones principales de deformaciones en el mismo plano son:

)=—To (4.5)

£, —&,

tan(29

p-def

Segun las ecuaciones (4.3), las deformaciones tangenciales son nulas cuando las
tensiones tangenciales son nulas y viceversa. En consecuencia, en un material isdtropo
las direcciones principales de tensiones y deformacines coinciden, es decir,

tan(ZHp_def)ztan(ze ) Sustituyendo las ecuaciones (4.2) y (4.3) en la ecuacion

p-ten

(4.5) e igualando ésta con (4.4) se obtiene:

(4.6)

Dado que una tension tangencial genera una deformacion tangencial del mismo

signo, G debe ser positiva y, en consecuencia:

(4.7)
4.3. TENSIONES EN FUNCION DE LAS DEFORMACIONES

Sumando miembro a miembro las ecuaciones (4.2), se obtiene:

& te, te = (Jx +to, +0'Z) (4.8)

Despejando de la ecuacion (4.8) la suma de tensiones:
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E
(O'x to, +az)=me (4.9)

Siendo e=¢, +¢, +¢. la deformacion volumétrica unitaria. Sumando y restando

en el miembro derecho de la ecuacion (4.2); el término vo_ y sustituyendo la ecuacion

(4.9), se obtiene:

E

1
e, =—lo (l1+v)-v——e 4.10
g (1) (1-2v) (4.10)
Despejando o, de la ecuacion (4.10):
o - E vE (4.11)

T T -2)©

Operando analogamente en los demas ejes, las tensiones normales en funcion de las

deformaciones normales son:

o, =2Ge + e
c,=2Ge, + e (4.12)
o, =2G¢g, + Ae
. vE . . . .
Siendo 4 =————— el coeficiente de Lamé. Las tensiones tangenciales en

(L+v)(1-2v)
funcidn de las deformaciones tangenciales, se obtienen directamente de las ecuaciones
(4.3):

Z-Xy = ny}’ z-yz = nyz z-zx = G}/ZX (413)

Como se ha wvisto en el tema “Tensiones”, la tension esférica es:

o, zé(ax +o, +O'Z). En el tema “Deformaciones” se ha visto que la variacion de

volumen esta relacionada con la deformacion volumétrica unitaria e. Por lo tanto, la
ecuacion (4.8) puede escribirse como:
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="V (4.14)

Segun la ecuacion (4.14), la variacion de volumen del cuerpo esta relacionada con
la tension esférica y en consecuencia, la distorsion estd relacionada con la componente
desviadora del tensor tension.

En un estado de tension hidrostatica, siendo o, =0, =0, = p, la ecuacion (4.14)

puede escribirse como:

E

p:

De la ecuacion (4.15) el modulo de elasticidad volumétrico k se define como:

E
k= 3(1-2v) (4.16)

Si la presion p es positiva el volumen aumenta y e es positiva. En cambio, si p es
negativa el volumen disminuye y e es negativa. Por lo tanto, el modulo de elasticidad

volumétrico de la ecuacion (4.16) debe ser positivo y se debe cumplir:
1-2v>0=>v<0,5 (4.17)

Unificando las condiciones de las ecuaciones (4.7) y (4.17), los limites del
coeficiente de Poisson son:

@.15)
4.4. EFECTO DE LA TEMPERATURA

Los cambios de temperatura provocan deformaciones unitarias normales. El valor
de dichas deformaciones es aAT, siendo « el coeficiente de dilatacion y AT la
variacion de temperatura, tomando como referencia el estado sin deformacion térmica.
Se supone que « es constante y que se puede utilizar el principio de superposicion. De
esta forma, las deformaciones normales son:
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e, :%[ax ~v(o,+0.)|+aaT
£ =é[o}, —v(o,+0.)|+aAT (4.19)
e =%[02 ~v(o,+0,) |+ arT
Las ecuaciones (4.19) se pueden escribir como:
¢ =&, —aAT =%[0'x ~v(o,+0.)]
g =&, —aAT :é[ay ~v(o,+0.)] (4.20)
!

el=¢, —aATzé[O'Z —V(GX +0o )]

De las ecuaciones (4.20), siguiendo el mismo procedimiento que en el apartado

anterior, las tensiones en funcion de las deformaciones son:

o, =2Ge + A
o, =2Ge, + e 4.21)
o, =2Gel + Aé

En la ecuacion (4.21) e’ viene dado por:
=g, +e tel=¢ +¢&,+e —3aAT =e-3aAT (4.22)
4.5. ESTADOS DE TENSION Y DEFORMACION PLANA
4.5.1 Estado de tension plana

En el estado de tension plana se satisface:

o.=7_=1_=0 (4.23)
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El estado de tension plana se da en piezas de pequefio espesor y en general, en la
parte exterior de los cuerpos, dado que en el ¢je z no existen tensiones que impidan las
deformaciones. De las ecuaciones (4.20), las deformaciones en funcion de las tensiones

son:
(o, -vo,) (4.24)

En las medidas que se realizan con galgas extensiométricas, se puede considerar el
estado de tension plana. En vez de utilizar las ecuaciones generales (4.21), es mas
adecuado determinar analiticamente las tensiones normales. De las dos primeras
ecuaciones (4.24), se obtiene:

_ E ’ i
o, =—— & e,

} (l—vz)

O =

)

(4.25)
vel + g;)

Sin tener en cuenta el efecto de la temperatura, en la ecuacion (4.24) se debe cumplir

o, =—0, paraobtener & =0.

4.5.2 Estado de deformacion plana
En el estado de deformacion plana se cumple:

gzzﬂ/zx:}/yz:() (426)

El estado de deformacion plana se produce en el interior de cuerpos de gran espesor,
cuando no existe libertad de deformacion. Para impedir la deformacion, surgen
tensiones normales en direccion z. Para obtener las relaciones entre tensiones y

deformaciones, se utilizan las ecuaciones generales, con la condicion ¢ =0 . Sin tener
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en cuenta el efecto de la temperatura, para obtener o, =0 en la ecuacion (4.12), se

debe cumplir ¢, =—¢ .

4.6. ENERGIA DE DEFORMACION

En el caso de un resorte lineal sometido a la fuerza F, siendo x su alargamiento o
acortamiento, la relacion entre la fuerza y el desplazamiento viene dada por F = kx . El
trabajo W realizado desde la posicion no deformada se convierte en energia potencial

elastica U:

W=U=1Fx (4.27)

El coeficiente 1 es consecuencia de la relacion lineal. En el caso de un cuerpo

elastico, se determinara el trabajo realizado por las tensiones y las fuerzas de volumen
en un elemento diferencial. En la Figura 4.1 se muestra el elemento diferencial y las
tensiones en las caras del mismo. En la cara izquierda 1, siendo opuestos los sentidos
de las tensiones y los desplazamientos, el trabajo viene dado por:

_%[(O'XM)] +(TX}’V)1 +(szw)]:|dydz (428)

En la cara 2, la variacion respecto a la cara 1 se produce en el eje x y las tensiones

y desplazamientos tienen el mismo sentido. Por lo tanto, el trabajo es positivo:
%[(Gxu)l + (Gxu)’x dx + (Txyv)l + (z’xyv) i dx + (szw)l + (szw)’x dx} dydz (4.29)

De las ecuaciones (4.28) y (4.29) , el trabajo realizado por las tensiones en las caras
ly2es:

%[(O'A_u)’x dx+(z,v) dv+(row), dx}dydz (4.30)
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A
4 (Tyx)4
( z)4
('sz)S (05)5 (Tx )2
(sz)l ~
(Ux)l T N— 1 (sz)6 (’CW)5 2 ( Z{)Z
6 (1: sz)Z
v 2x )6
(Txy)l ( 2)6
s, S5
(o))
Figura 4.1

Siendo 3 la cara inferior y 4 la superior, el trabajo realizado por las tensiones en
dichas caras puede determinarse analogamente, teniendo en cuenta que las variaciones
ocurren en el eje y:

%[(Tﬂu)’y dy+(oy) dyv+(z,w) dy}dxdz (431)
Siendo 5 la cara posterior y 6 la anterior, el trabajo realizado por las tensiones es:

4 (ru) dz+(2,v) de+(o.w) d= |dudy (4.32)
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Finalmente, el trabajo de las fuerzas de volumen que no se muestran en la Figura
4.1 viene dado por:

HFu+Fy+Fw)dV (4.33)

Para determinar el trabajo de las fuerzas sobre el elemento, se deben sumar las
aportaciones de los términos (4.30)-(4.33). Separando los sumandos que contienen
desplazamientos, de aquellos que contienen derivadas de desplazamientos, resulta:

z + F;c )u + (Txy,x + O-y,y + sz,z + F:‘ )V +

(O'M +7,,+7

zx,

LdV

2

+(T +7,.,+0.. +FZ)W (4.34)

Xz,Xx

1
+Ldv [%“,x tov, vow. +r, (v ru, )b (wo v )+ (w, )]

Segun las ecuaciones diferenciales de equilibrio vistas en el tema “Tensiones”, los
sumandos que corresponden al primer corchete de (4.34) son nulos. En el segundo
corchete, se incluyen las deformaciones normales y tangenciales analizadas en el tema
“Deformaciones”, en el caso de un problema de pequefios desplazamientos. Por lo

tanto, el trabajo realizado por las tensiones en un elemento diferencial viene dado por:
aw = %(axex toe,toe +T,y, +7,.7,.+T.7., )dV (4.35)

Como en el caso del resorte, se asume que el trabajo se convierte en energia elastica
de deformacion U, es decir: dU =dW . De la ecuacion (4.35), la energia potencial

elastica o energia de deformacion por unidad de volumen es:

_dU

U =——
O qv

— 1

= E(O'x&‘x toe, toe +T,y, +7.7,.+ rzxyzx) (4.36)
Al deducir la ecuacion (4.36), se ha impuesto que el material sea elastico lineal, pero

no se ha utilizado la relacién entre tensiones y deformaciones. Por lo tanto, esa ecuacion

es también aplicable en el caso de materiales anisotropos elastico lineales, como la

madera y los composites. La energia potencial eldstica o energia de deformacion de

todo el cuerpo es:

U= jVUOdV (4.37)



5. EL PROBLEMA ELASTICO

5.1. INTRODUCCION

En el tema “Tensiones” se han obtenido las ecuaciones de equilibrio. En el tema
“Deformaciones”, ademas de las relaciones entre desplazamientos y deformaciones
unitarias, se han obtenido las condiciones de compatibilidad. En el tema “E/ Cuerpo
Elastico”, se han analizado las relaciones entre tensiones y deformaciones. En el
presente tema, se recogen todas las ecuaciones y se esboza el planteamiento del

“problema general de la Teoria de la Elasticidad”.
5.2. ECUACIONES DE LA TEORIA DE LA ELASTICIDAD

En el tema “Tensiones”, tras analizar el equilibrio de fuerzas de un elemento
diferencial, se han obtenido las siguientes ecuaciones:

O HT,, +T.,. +F. =0
T,.to,, +7,.+F =0 (5.1)

T..t7,.,t0._ + F =0

De las ecuaciones de equilibrio de momentos, se ha deducido que las tensiones

tangenciales son simétricas, es decir, 7, =7,. Estas ecuaciones diferenciales deben
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satisfacer las condiciones de contorno. Si las fuerzas de superficie que actian sobre el
exterior del cuerpo son 7,, siendo 7 el vector normal a la superficie, dichas

condiciones son:

I . =on + TN, +T N,

ZW = Txynx + O-yny + sznz (52)

nz

T.=t.n +7,.n +0.n,

En el tema “Deformaciones” se ha obtenido la siguiente relacion entre las

componentes de desplazamiento y las deformaciones unitarias:

& =u, Vg =U, +V,
£,=v, Ve =V.tw, (5.3)
gz = v,z }/zx = W,x + u,z

Ademas, se han deducido las condiciones que permiten determinar por integracion
las 3 componentes de desplazamiento, a partir de las 6 deformaciones de las ecuaciones
(5.3). Son las condiciones de compatibilidad dadas por:

— |

Eey + Eye = Vay oy Eiye = 7(_7)/‘” + Vay + Vi, )’x
— |

&y TE TV iy &y = 5(_7/zx,y TVt 7yz,X)y (54)
— — 1

gz,xx + gx,zz - yzx,zx gz,xy - 7(_7/19\1,2 + 7yz,x + yzx,y ) .

La ley de Hooke proporciona otras 6 ecuaciones para relacionar tensiones y
deformaciones. Las que dan las deformaciones conocidas las tensiones son:

1 v
g, =E[O'x —V(O'y +0'Z)J Vi = TG
g, =%[ay -v(o, +0, )] Ve = Té’; (5.5)
52:%[0 —v(ax+0'y)J yzxzrg
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Las que proporcionan las tensiones conocidas las deformaciones son:

o, =2Gs_+ e 7, =Gy,
o,=2Gg, + e 7,.=Gy,. (5.6)
o, =2Gg, + e 7, =Gy,
Por lo tanto, las incognitas del problema eléstico son las siguientes:
* 6 componentes de tension: 0,,0,,0,,7,,,7,.,7,,

e 3 componentes de desplazamiento: u, v, w

e 6 componentes de deformacion: ¢, ,&,,¢.,7,,,7,.,7

Tenemos 15 ecuaciones para las 15 incédgnitas:

e Ecuaciones (5.1): 3 ecuaciones de equilibrio.
e Ecuaciones (5.3): 6 relaciones entre desplazamientos y deformaciones
unitarias.

e Ecuaciones (5.5) o (5.6): 6 relaciones entre tensiones y deformaciones.
5.3. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA ELASTICO
5.3.1 Tomando como incognitas los desplazamientos

Cuando las condiciones de contorno estan dadas en forma de desplazamientos, lo
mas adecuado es tomar los desplazamientos como incognitas. Sustituyendo las
ecuaciones (5.6) que dan las tensiones en funcion de las deformaciones en las
ecuaciones de equilibrio (5.1), éstas se expresan en funciéon de las deformaciones.
Utilizando las ecuaciones (5.3) que relacionan desplazamientos y deformaciones
unitarias, las 3 ecuaciones de equilibrio quedan en funcion de 3 desplazamientos
desconocidos. Se obtienen las denominadas ecuaciones de Navier y puede demostrarse
que vienen dadas por:
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F. +(/1+G)(u,x +v, +WZ)X +G(u,xx +u, +u,ﬂ)=0

F,+(A+ G)(”,x +v, + w,z) + G(vﬁ +v,, +V,zz)= 0 (5.7)

sV

F, +(1+G)(u,x +v, +wJ) +G(WM +w, +W,zz)=0

,Z
5.3.2 Tomando como incognitas las tensiones

Cuando las condiciones de contorno vienen dadas en forma de fuerzas externas, lo
mas adecuado es tomar las tensiones como incdgnitas. Utilizando las ecuaciones (5.5),
se obtienen las deformaciones en funcion de las tensiones. Sustituyendo éstas en las
ecuaciones de compatibilidad (5.4) e introduciendo las ecuaciones de equilibrio (5.1),
puede demostrarse que se obtienen las 6 ecuaciones de Beltrami-Michell:

1 1%
Gx,:oc +O—x,yy + O-x,zz + 1+Vll,xx = _l—V (Fv,x +Ev,y +F;,z)_2Fx,x
I, =———(F._ +F, +F_)-2F
O-yxx+o-y,yy+o-}zz+1+v ],yy__l_v( x,x+ y,y+ z,z)_ v,y
1 v
o, +to,  +o _+—I =——(F,,+F, + F )—ZF
z, z,yy z,2z 1 +v ,zz 1 —v X,X v,y z,z z,z
1 (5.8)
Tyzm+Tyz,yy+Tyz,zz 1+V[l,yz __(F;)Z+F;y)
1
sz,xx + Tyz,yy + Tyz,zz + 1+v Il T (F;,x + sz)
1

T +7 +7

Xp,xx Xy,yy Xy,zz

mll,w:‘(FﬁF.. )

Siendo [, =0, +0, + 0, el primer invariante del tensor de tensiones.

5.3.3 Resistencia de Materiales

En muchos casos, las caracteristicas geométricas del cuerpo permiten realizar
hipotesis simplificativas. Por ejemplo:

e Piezas prismaticas: su longitud es sensiblemente superior a las dimensiones
de la seccion.

e (Cables: se supone que so6lo soportan tensiones de traccion.
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o Placas: son superficies planas, siendo las dimensiones del area
sensiblemente mayores que el espesor.

e Cascaras: son superficies curvas, siendo las dimensiones del area
sensiblemente mayores que el espesor.

e Membranas: son cascaras de pequefio espesor. Trabajan a traccion o a
compresion.

En esta asignatura, se estudiaran piezas prismadticas y membranas. En las piezas
prismaticas, se realizan hipdtesis simplificativas relativas a las tensiones y
deformaciones de la seccion. De esta forma, las ecuaciones de la Teoria de la
Elasticidad se simplifican. El campo de resolucion en el que se utilizan dichas hipotesis

simplificativas se denomina Resistencia de Materiales.

534 Meétodos numéricos

Debido al desarrollo de los computadores, el problema eléstico puede resolverse de
forma aproximada utilizando diversos métodos numéricos. El método mas extendido
en Ingenieria es el Método de los Elementos Finitos: el medio continuo se divide en
elementos finitos y se toman como incdgnitas los desplazamientos de los nudos entre
elementos. Utilizando métodos relacionados con la energia de deformacion, se imponen
las condiciones de equilibrio y se obtienen los desplazamientos de los nudos,
resolviendo un sistema de ecuaciones. El desplazamiento de cualquier punto del
elemento se determina mediante funciones de interpolacion. Derivando dichos
desplazamientos, se obtienen las deformaciones unitarias y mediante la ley de Hooke
se obtienen las tensiones. En el ejemplo que se muestra en la Figura 5.1, el contorno
izquierdo del cuerpo tiene impedido el desplazamiento y en el contorno derecho se
impone un desplazamiento de 0,1 mm.
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Figura 5.1
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6. CRITERIOS DI FALLO

6.1. INTRODUCCION

En un ensayo de traccion es posible determinar el limite eldstico o.. En un material
ductil, el material sigue deforméndose en régimen plastico tras ese valor y en un
material fragil, el material rompe. En ambos casos se dice que el material ha fallado,
aunque en el caso del material ductil no haya roto. En un estado general de tension,
determinar el momento de fallo es mas complicado. El estado de tensiones de un punto,
se puede representar mediante las tres tensiones principales. Se puede plantear la
siguiente pregunta: ;para qué combinacion de tensiones principales llega el material a
su estado de fallo? Para responder dicha pregunta, pueden utilizarse diversos criterios
de fallo, pero todos tienen una caracteristica comun: equiparan el estado general de
tension a uno uniaxial equivalente, definiendo la tension equivalente oeq. A
continuacion, en todos los casos se compara dicha tension equivalente con el limite

elastico obtenido en el ensayo uniaxial. En consecuencia, si se cumple o, <o, no

ocurre fallo.

En este tema, para describir cuan lejos estamos del fallo, se define el Factor de
Seguridad (FS) para cualquier criterio de fallo como:
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SF =—= (6.1)

eqv

Para determinar el factor de seguridad es necesario conocer ¢l estado de tensiones y

por lo tanto, se utiliza en calculos de comprobacion.

El Coeficiente de Seguridad (CS = n) en cambio, es un nimero que se utiliza al
realizar calculos de disefio. Puede tener dos efectos en los calculos: reducir las
propiedades del material o aumentar las cargas que soporta el sistema. En esta
asignatura, se reducirdn las propiedades del material, definiendo la tension admisible

Ouadm COIMO:

e

n>1 (6.2)

adm —

6.2. CRITERIO DE TENSION MAXIMA: RANKINE

Cuando el valor absoluto maximo de las tensiones normales alcanza el limite
elastico, se produce el fallo. La tension equivalente viene dada por:

Oy = | (6.3)
Siendo la tension maxima de la ecuacion (6.3):
|Gmax = max(|0'1 RloAR G3|) (6.4)

Si los limites elasticos a traccion y compresion son diferentes, o, y o,

respectivamente, el criterio de la ecuacion (6.3) puede expresarse como:

O-max > O Geqv < Get (6 5)
Gmax < 0 o-eqv > O-ec

Seguin la ecuacion (6.5), si la tensidn maxima es de traccidn, el limite es el de
traccion y si la tension maxima es de compresion, el limite es el de compresion. Este

criterio, no tiene en cuenta ninguna interaccion entre tensiones principales. Es valido
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en materiales fragiles, cuando la tension equivalente o, es sensiblemente mayor que

v

las otras tensiones principales.
6.3. DEFORMACION MAXIMA: SAINT VENANT

El fallo ocurre cuando el valor absoluto maximo de las deformaciones unitarias
normales alcanza el valor critico. La tensioén equivalente viene dada por:

Oy = E| ] (6.6)
Siendo las deformaciones principales:
1
g = E[o-l -v(o, + 0o, )]
1
&, :E[GZ -v(o, +03)] (6.7)
1
&, =E[0'3 -v(o, +o, )J
La deformacidon méxima en valor absoluto es:
| | = max (e | |&,] | £5)) (6.8)
El criterio de la deformacion maxima puede expresarse como:
e >0 o <o
max bal et (69)

gmax < 0 Gbal > Gec

Este criterio es 1til en materiales fragiles, cuando una deformacion principal es
sensiblemente mayor que las otras dos.

6.4. ESTADOS LIMITES DE MOHR

Cuando ocurre el fallo, la combinacion de tensiones principales alcanza un valor
critico. A ese estado de tensiones le corresponde un circulo de Mohr mdximo. Si se
dibujan los circulos de Mohr correspondientes a distintos estados de tensiones que
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provocan el fallo, la curva envolvente de todos los circulos se denomina curva
intrinseca, como se muestra en la Figura 6.1. Para cualquier estado de tension, si el

circulo de Mohr maximo correspondiente esta dentro de la curva intrinseca, no ocurre
fallo.

Kurba intrintsekoa

NANLE

Figura 6.1

Dado que la obtencion de la curva intrinseca requiere el analisis de distintos estados
de tension, dicha curva se sustituye por la recta de resistencia intrinseca, utilizando los
circulos correspondientes a traccion pura y compresion pura, como se indica en la
Figura 6.2.

Figura 6.2
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La ecuacion de la recta intrinseca viene dada por:
|r,|=0C -0, tang (6.10)

Como puede verse en la Figura 6.2:

Ap L _
sing=2D _ (9 =) 6.11)
BD !

O-et

Siendo & = , la ecuacion (6.11) puede escribirse como:

ec

. 1-k
sinp=—— (6.12)

1+k
Para obtener la tension equivalente, se supone que la tangente comun al circulo que
corresponde al estado de traccion y al circulo que corresponde a o4y, forma el mismo

angulo ¢ con la horizontal que la recta intrinseca, como se muestra en la Figura 6.3.

|zl

Figura 6.3

Observando la Figura 6.3 se cumple:

sinwz% (6.13)
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Las longitudes de los segmentos de la ecuacion (6.13), segin la Figura 6.3 son:

Q_R = %I:O-eqv - (Gl — 03 ):I

. (6.14)
QS = O-C _O-Ceqv :%I:(Gl +O—3)_O-eqv:|

Sustituyendo las ecuaciones (6.14) en la la ecuacion (6.13) y teniendo en cuenta la
ecuacion (6.12), se obtiene:

o, =0, —ko, (6.15)

eqv
La condicion para que no ocurra fallo es la siguiente:

o, <O

eqv et

(6.16)

La ecuacion (6.16) incluye también el estado de compresion pura, aunque solo

aparezca o, . En efecto, dado que el estado de compresion pura viene dado por o, =0
y 0, =-0,, de la ecuacion (6.15) se obtiene o, =0, . Este criterio puede utilizarse

para materiales fragiles y para ductiles.
6.5. TENSION CORTANTE MAXIMA: TRESCA

Segun este criterio, el fallo ocurre cuando la tensién cortante maxima alcanza un
valor critico. Denominando a las tensiones principales en orden o, > o, > 0;, como se

muestra en la Figura 6.4, siendo la tension cortante méxima el radio del circulo de Mohr
maximo, resulta:

Tmax :%(01 _63) (617)
En el caso de la tension equivalente, la tension cortante maxima es:

o (6.18)

eqv

[SYE

max
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On

Figura 6.4

Igualando las ecuaciones (6.17) y (6.18):

o,, =0, —0, (6.19)

eqv

Segun la ecuacion (6.19), el criterio de Tresca es un caso particular del criterio de
Mohr cuando k£ = 1. En tal caso, dado que los circulos de traccion y compresion tienen
el mismo radio, la recta intrinseca es horizontal. Segun la ecuacién (6.12), también se

aprecia que sin@ =0 . Este criterio es valido para materiales ductiles.

6.6. MAXIMA ENERGIA DE DISTORSION: VON MISES

Segun este criterio, el fallo ocurre cuando la energia de distorsion alcanza un valor
critico. Como se ha explicado en el tema “El Cuerpo Elastico”, la variacion de volumen

del cuerpo esta relacionada con la componente esférica &, del tensor de tension. La

energia de deformacion por unidad de volumen se descompone en los sumandos
correspondientes a la variacion de volumen y a la distorsion:

U, =U; +U¢ (6.20)

Siendo U, la que corresponde a la variacién de volumen 'y U¢ la que corresponde

a la distorsion. De la ecuacion (6.20), la energia de distorsion es:
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ul=U,-U; (6.21)
La energia de deformacion por unidad de volumen viene dada por:

2U,=0.¢& + 0,6, +0.6. +T, 7, +T..7.. +7.7,

(6.22)

Escribiendo las deformaciones en funcion de las tensiones en la ecuacion (6.22):
1 1
2U, = E[Gf +o,+0. - 2V(0x0y +0,0,+0.0, )J + E(Tf‘ +7, + rfx) (6.23)

La matriz de tensiones que corresponde a la componente esférica es:

o, 0 0
[0.]=| 0 o, 0 o, =§(0'x +o,+ az) (6.24)
0 0 o

Teniendo en cuenta la matriz de la ecuacion (6.24) e introduciendo las componentes
en la expresion general de la ecuacion (6.23), la energia de deformacion que

corresponde a la variacion de volumen es:

U :3(1;21/)05 :(1;?)

(0,+0,+0.) (6.25)

Para determinar la energia de distorsion, introduciendo las ecuaciones (6.23) y
(6.25) en la ecuacion (6.21) resulta:

1+v 2 2 1
2U¢ =%[(@ ~0,) +(o,-0,) +(0.-0, )2} +5(rjy +72 +72,) (6.26)
Aplicando la ecuacion (6.26) al estado correspondiente a la tensién equivalente en

el que 0, =0, y todas las demés componentes son nulas:

2(1+v
(2U5’)m= (315 )aqu (6.27)
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Dado que el estado general y el estado equivalente deben tener la misma energia de
distorsidn, igualando las ecuaciones (6.26) y (6.27) se obtiene:

0 =t\(0.-0) +(0,-0.) +(o.~0.) +6(c + 7 +22)  (628)

La ecuacion (6.28) en las direcciones principales viene dada por:

2

O =f\/(0'1 -0, )2 +(o, -0, )2 +(oy,-0)) (6.29)

En un estado plano de tension la ecuacion (6.28) queda:

O = \/af -0.0,+ O'y2 + 3Tfy (6.30)

Siendo o, y 0, las tensiones principales en el plano Oxy, la ecuacion (6.29) queda:

Oy =JO'12 -0,0,+ 622 (6.31)

En la Figura 6.5, se representan los criterios de Tresca y de Von Mises en un estado
de tension plana. Los puntos del interior del hexagono satisfacen el criterio de Tresca
y los puntos del interior de la elipse satisfacen el criterio de Von Mises. Los puntos del
area gris satisfacen el criterio de Von Mises pero fallan segun el criterio de Tresca. Por
lo tanto, el criterio de Tresca va por el lado de la seguridad.

e

O

Oe

Figura 6.5






7. PIEZAS PRISMATICAS:
FUERZAS Y MOMENTOS DE
SECCION

7.1. INTRODUCCION

El volumen engendrado por una superficie plana cuando su centro de gravedad
describe una curva, siendo perpendiculares la superficie y la curva, se define como pieza
prismdtica. La superficie se denomina seccion recta o seccion de la pieza prismatica y
la curva se denomina eje de la pieza. En la pieza prismatica, la dimension de longitud
es sensiblemente mayor que las dimensiones de la seccion. En Estructuras, cuando la
orientacion preferente es horizontal, se denomina viga. Cuando la orientacion
preferente es vertical, se denomina columna. Los ejes de transmision de potencia en
maquinas y las barras de las estructuras articuladas son también piezas prismaticas.

En este tema, la resultante y el momento resultante del sistema de fuerzas internas
que actuan en una seccion se reduciran al centro de gravedad. Las componentes de esos
dos vectores, son las fuerzas y momentos de seccion, respectivamente. Al ser las

tensiones fuerzas internas por unidad de superficie, diremos que las fuerzas y
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momentos de seccion son las componentes de la resultante y del momento resultante
del campo de tensiones de la seccion.

7.2. FUERZAS Y MOMENTOS DE SECCION

En la Figura 7.1 se muestra el Diagrama de Solido Libre (DSL) de una pieza

prismatica que esta sometida al sistema de fuerzas externas E , F . F N

Figura 7.1

Entre estas fuerzas, se incluyen las reacciones correspondientes a los enlaces que
pueda tener la pieza. Si cortamos la pieza prismatica por una seccidn, se obtienen las
partes / y /1. En la superficie de corte surgen fuerzas internas, para que se cumplan las
condiciones de equilibrio de cada una de las partes. Reduciendo dicho sistema de

fuerzas al centro de gravedad de la seccidn, se obtienen la resultante Rl. y el momento

resultante M & que se muestran en la Figura 7.1, siendo i=1,/I . Para que la parte /

esté en equilibrio se deben cumplir las siguientes ecuaciones:

(7.1)
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Para que la parte /] esté en equilibrio, se debe cumplir:
(7.2)

El significado de los sumatorios de las ecuaciones (7.1) y (7.2) es el siguiente:

(Zﬁext ) : resultante de las fuerzas externas F,, F,... F, en la parte i.

(ZM Gext ) momento resultante de las fuerzas externas F,, F,... F, en la parte i.

Dado que las fuerzas externas son conocidas, segin las ecuaciones (7.1) y (7.2),
planteando el equilibrio de cada parte se pueden determinar la resultante y el momento
resultante de las fuerzas internas. Este procedimiento de célculo se denominard
procedimiento A.

Segun el principio de accion y reaccion, se cumple:

R =R
Y (7.3)
Mg =-Mg,
Sustituyendo las ecuaciones (7.3) en la ecuacion (7.1):
2 Fu) =R
(L), =Rs (7.4)

Segun la ecuacion (7.4), la resultante y el momento resultante de las fuerzas
externas de la parte I son iguales a la resultante y al momento resultante de las fuerzas
internas en la parte I, respectivamente. Sustituyendo ahora las ecuaciones (7.3) en las
ecuaciones (7.2), se obtiene.
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(Z F;xt )11
(),

R,
. (7.5)
M

Gl

Segun la ecuacion (7.5), la resultante y el momento resultante de las fuerzas
externas de la parte Il son iguales a la resultante y al momento resultante de las fuerzas
internas en la parte I, respectivamente. Las ecuaciones (7.4) y (7.5) proporcionan otro
camino para determinar la resultante y el momento resultante de las fuerzas internas,
estableciendo la equivalencia entre las fuerzas externas de una parte y las internas de la
otra. Este procedimiento de calculo, se denominara procedimiento B.

En lo sucesivo se tomara la parte izquierda y no se utilizara el subindice /. Se define
un sistema de referencia Gxyz que cumple las siguientes condiciones:

e El origen en el centro de gravedad G de la seccion.
e Elejexestangente al eje de la pieza, es decir, es perpendicular a la seccion.

e Losejes yyzestan en el plano de la seccion.

Figura 7.2

La resultante y el momento resultante de las fuerzas internas se descomponen segiin
los ejes, como se muestra en la Figura 7.2:



PIEZAS PRISMATICAS: FUERZAS Y MOMENTOS DE SECCION 81

R=Ni+T,j+Tk
_ S . (7.6)
Mg=Mi+M,j-Mk

Las componentes de la resultante y del momento resultante de las fuerzas internas
de la ecuacion (7.6) son las fuerzas y momentos de seccion. La denominacion y
significado fisico son los siguientes:

o N: fuerza normal, axial. Impide el desplazamiento relativo entre dos
secciones contiguas.

o T, T.: fuerzas cortantes, tangenciales. Impiden el desplazamiento relativo
de dos secciones contiguas en el plano de la seccion, en las direcciones y, z,
respectivamente.

e M, momento torsor. Impide el giro relativo respecto al eje x de dos
secciones contiguas.

o M, M.: momentos flectores. Impide los giros relativos de dos secciones
contiguas respecto a los ejes y, z, respectivamente.

Figura 7.3

Dado que las tensiones son fuerzas internas por unidad de superficie, las fuerzas y

momentos de seccion se pueden relacionar con la distribucion de tensiones en la misma.
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En la Figura 7.3 se muestran las fuerzas y momentos de seccion y las tensiones que
actuan sobre un elemento diferencial d4 de coordenadas y, z, en el plano de la seccion.

La fuerza normal Ny la tensién normal ox son perpendiculares al plano, hacia fuera.

Calculando las componentes de la resultante y del momento resultante de las
tensiones, la relacion entre las fuerzas y momentos de seccion y las tensiones viene
dada por:

szAadi M, =L(rzxy—rxyz)dA
T,=[z,dd M, =| ozd4 (7.7)

T={rdl M. =[ oy

En las ecuaciones (7.7), el momento flector M- es positivo en el sentido opuesto del

eje z, dado que las tensiones o dan momento en dicho sentido.

7.3. CONVENIO DE SIGNOS

Se establece el convenio por el cual las fuerzas y momentos que se muestran en la
Figura 7.4 son positivos. En la seccion derecha el sistema de referencia es directo y en
la seccion izquierda es inverso. Por lo tanto, las secciones se denominaran seccion
derecha o seccion izquierda atendiendo al sistema de referencia que se adopte, incluso
cuando la orientacion de la pieza sea vertical. La Figura 7.4 no representa un elemento
diferencial, sino que dos secciones para definir el convenio de signos. De hecho, la
seccion derecha es la que corresponde a la parte / que se muestra en la Figura 7.1 y la
seccion izquierda es la que corresponde a la parte /1.
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Figura 7.4

En la Figura 7.5 se muestra el convenio de signos proyectado en los planos xy, xz.
Los momentos flectores se han indicado como giros, segun la regla de la mano derecha.

No se han incluido la fuerza N'y el momento torsor M.

A s

M\' M\'

Figura 7.5

Cuando no hay fuerzas en direccion del eje z, 7. = M =0. Por lo tanto, solo se debe

analizar el plano Oxy. En tal caso utilizaremos la notacion 7, =T y M. =M .

7.4. EQUILIBRIO DE UNA REBANADA DIFERENCIAL

Se van a obtener las ecuaciones de equilibrio de una rebanada diferencial de longitud
dx en una pieza prismatica de directriz recta. Como se muestra en la Figura 7.6, las
fuerzas que actian sobre el elemento diferencial son:
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® g, ¢y, g-: fuerzas distribuidas por unidad de longitud. ¢, se aplica en el eje
de la pieza y ¢, ¢- cortan el eje de la pieza.
e m; momento torsor por unidad de longitud.

x+dx
. >
> qy
RN
My4 .
< /
TAd T,
MZ
Ma‘_]v*___ci_;t‘d NN st —
../"//
X,

Figura 7.6

Estas fuerzas y momentos distribuidos pueden considerarse uniformes en la longitud
diferencial dx. Los momentos se tomaran en el punto G,. Planteando el equilibrio de
fuerzas y momentos en el eje x se obtiene:

F.=0=(N+dN)+qdx—N=0=|""=—¢, (7.8)
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M

60 =0=> (M, +dM,)+mdx—M,=0=|—"=-m,|(7.9)

Para determinar las ecuaciones de equilibrio de fuerzas en el eje y y de momentos
en el eje z, se puede utilizar el plano Oxy, representado los momentos como giros. Las

ecuaciones de equilibrio son:

dr,
F,=0=(T,+dT,)+q,dx—T,=0= =4, (7.10)
am
Mg, =0=(M.+dM,)-T,dx~M, +q dctdc=0= y ==T| (7.11)
’ X

En la ecuacion (7.11), el sumando que contiene g, es de segundo orden y por lo tanto
despreciable. Finalmente, para determinar las ecuaciones de equilibrio de fuerzas en el
eje z y de momentos en el eje y, se puede utilizar el plano Ozx, representado los
momentos como giros. Las ecuaciones de equilibrio son:

dT
FZ=0:>(TZ+dTZ)+qux—TZ=0:> dz=—qz (7.12)
X
1 aM |
Mczy=0:>(My+dMy)—Tzdx—My+q_,dx3dx=O:> dxy =T.| (7.13)

En la ecuacion (7.13), el sumando que contiene ¢: es de segundo orden y por lo tanto
despreciable. En muchos casos, no hay fuerzas en la direccion z y el andlisis se puede

realizar en el plano Oxy. Es decir, se cumple g, =0 7.=0 M =0. En estos casos,

se utiliza la nomenclatura ¢, =g T,=7 M_ =M 'y las ecuaciones de equilibrio

(7.10) y (7.11) quedan:

dT
—=- 7.14
w4 (7.14)
M _r (7.15)
dx
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7.5. DIAGRAMAS DE FUERZAS Y MOMENTOS DE SECCION

En este apartado, se analizaran unicamente casos en que las fuerzas tienen la

direccion del eje y. Por lo tanto, se analizaran los diagramas de fuerzas cortantes 7, =T

y los de momentos flectores M_ =M . Las fuerzas distribuidas que se utilizaran

habitualmente son de tres tipos:

e ¢ =0; lafuerza distribuida es nula. Puede haber fuerzas concentradas.
® g=gq,; lafuerza distribuida es uniforme.

e g=gq,x+q,; lafuerza distribuida es lineal.

El caso de la fuerza lineal incluye a los otros dos; en efecto, si g, =0, la fuerza es

uniforme; si ¢, = q, =0, la fuerza distribuida es nula. Por lo tanto, analizando la fuerza

lineal pueden obtenerse conclusiones para las otras dos. Integrando la ecuacion (7.14),
la fuerza cortante es:

T=-1gx*—qx+T, (7.16)

Siendo 7, una constante de integracion. Integrando la ecuacion (7.15), la ecuacion

de los momentos flectores es:
M=-1gx’-L1qx* +Tx+M, (7.17)
Siendo My una constante de integracion. Las ecuaciones (7.16) y (7.17) pueden

utilizarse para analizar las caracteristicas principales de 7'y M, como puede verse en la
siguiente tabla.

q T M
4=0 7 Tye+ M,
q9=q, —q,x+ 1T, —L1g, x> +Tx+M,
q=qx+q, —Lqx* —qux+T, —Lgx —L1qxX +Tx+ M,

En la tabla inferior, se muestra el tipo de funciones que son 7'y M.
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q T M
qg=0 Uniforme Lineal
q9=q, Lineal Parabola
g=qx+q, Parabola Funcion ctbica

Otras caracteristicas de los diagramas son:

Segtin la ecuacion (7.15), si 7 =0 en un punto, M tiene tangente horizontal.

Cuando hay una fuerza concentrada aplicada, en el diagrama de T aparece

una discontinuidad de primer orden del valor de la fuerza aplicada.

Cuando hay aplicado un momento concentrado, en el diagrama de M

aparece una discontinuidad de primer orden del valor del momento

aplicado.

7.6. PIEZAS PRISMATICAS DE DIRECTRIZ CURVA

En la Figura 7.7, se muestra un elemento diferencial de una pieza prismatica de eje

curvo plano. Se supone que las fuerzas y momento N, 7'y M son funciones del angulo

0. R es el radio de curvatura, que también depende de 6.

y

‘0

qr

M+d

N+dN
T+dT

Figura 7.7
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Sobre el eje de la pieza curva actan las fuerzas distribuidas radial ¢, y tangencial
qo, respectivamente. Estas fuerzas estan distribuidas en el eje de la pieza. Aplicando las
ecuaciones de equilibrio de fuerzas en las direcciones radial y tangencial y teniendo en

cuenta que sin($d6@)=1d0 y cos(+d#)=1, se obtiene:

dN
F :O:}—:T— R 718
P 40 qy ( )
dT
F=0=|—=-N—-¢g.R 7.19
) 10 q, (7.19)

Tomando momentos respecto de O se obtiene:

am dN )
M, =0=|—=R—+¢q,R 7.20
o 40 40 9o ( )

Sustituyendo la ecuacion (7.18) en la ecuacion (7.20) resulta:

aM

—=TR 7.21
10 (7.21)

Seglin indican las ecuaciones (7.18)-(7.21), en las piezas prismaticas curvas la

fuerza normal esta relacionada con el momento flector y la fuerza cortante.

La carga que soporta una pieza prismatica es en muchos casos una fuerza vertical ¢
por unidad de longitud horizontal. A continuacion se analiza la relacion que tiene dicha

fuerza con ¢, y go.

En la Figura 7.8, se muestran por una parte el elemento de longitud de la pieza ds,
la fuerza g a la que estd sometida y ¢, y ¢gs, a determinar. Dado que ¢ esta distribuida
en la horizontal y ¢, qe¢ estan distribuidas en el eje de la pieza, no pueden
descomponerse directamente. Por ello, se ha incluido el tridngulo de las siguientes
fuerzas en la Figura 7.8:

df =qdx df, =q.ds df,=-q,ds (7.22)
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Figura 7.8

En la ecuacion (7.22), al descomponer df en las direcciones radial y tangencial
resulta que la fuerza df, tiene sentido contrario a g, , por lo que se ha incluido el signo

negativo. También se ha incluido el tridngulo para mostrar la relacion entre las

longitudes de ds y dx, es decir:
dx =sin Ods (7.23)

Segin la Figura 7.8, las fuerzas radial y tangencial pueden obtenerse
descomponiendo df, siendo:

df. =df sin@ df, =df cos@ (7.24)

Introduciendo df de (7.22) y la relacidon de (7.23) en las ecuaciones (7.24), se
obtiene:

df. = gsin’ Ods

) (7.25)
df, = gsin@cos Ods

Finalmente, comparando la ecuacion (7.25) con df; y dfp de (7.22), se obtienen las
fuerzas distribuidas tangencial y radial en funcion de g:
g, =qsin’ 6

7.26
q, =—qsinfcosf (7.26)



90 ELASTICIDAD Y RESISTENCIA DE MATERIALES



8. TRACCION Y COMPRESION

8.1. INTRODUCCION

En este tema se estudiaran piezas prismaticas sometidas a traccion o compresion.
La unica fuerza de seccion es la fuerza normal N, como ocurre en las estructuras
articuladas. También se analizaran sistemas de pequefio espesor sometidos a presion,
dado que las paredes trabajan a traccion o compresion. En este tema, comenzamos la
parte de Resistencia de Materiales, dado que se utilizaran hipotesis simplificativas
relativas a las deformaciones y a las tensiones. En Resistencia de Materiales, en
general, se estudian dos tipos de sistemas:

o Sistemas isostaticos: las ecuaciones de la Estatica son suficientes para
determinar las fuerzas desconocidas. El sistema tiene la cantidad minima de
enlaces necesaria para mantenerse en equilibrio. Una mesa de tres patas es
un ejemplo de sistema isostatico.

o Sistemas hiperestdticos: las ecuaciones de la Estatica no son suficientes para
determinar las fuerzas desconocidas. El sistema, tiene mas enlaces que los
necesarios para mantenerse en equilibrio. Una mesa de cuatro patas es un
ejemplo de sistema hiperestatico. Ademas de las ecuaciones de la Estatica,
es necesario utilizar ecuaciones relacionadas con el proceso de
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deformacion. Estas ecuaciones se denominan ecuaciones de compatibilidad

de desplazamientos.

En Resistencia de Materiales, en general, se aplica el principio de Saint-Venant: los
estados particulares de tension en la proximidad de las fuerzas concentradas
desaparecen a cierta distancia del punto de aplicacion de las mismas. Esa distancia es
del orden de las dimensiones de la seccion. En la Figura 8.1 se muestran las tensiones
de una pieza recta de 100 mm de longitud y de seccion cuadrada de 10x10 mm? cuando
esta sometida a una fuerza concentrada de 1400 N.

Z 1400 N

10 mm: .,

A
A 4

100 mm

dist. 2,5 mm
dist. 5 mm

dist. 10 mm

7.5

h(mm)
»

0 70 140 210 280 350 420
sigma-x (MPa)

Figura 8.1

Se muestran las tensiones en secciones que estan a 2,5mm, 5 mm y 10 mm del punto
de aplicacion de la fuerza. Se ha resuelto utilizando el Método de Elementos Finitos,
con 4000 elementos cuadrados de tension plana de 0,5 mm de lado. A 2,5 mm de
distancia, el efecto de la carga concentrada es notable, pero en la seccion que estd a 10
mm de distancia, la distribucion de tensiones puede considerarse uniforme. En la
seccion a 5 mm puede apreciarse una situacion intermedia.
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8.2. DEFORMACIONES Y TENSIONES

Segun la hipotesis de Bernoulli, las secciones permanecen planas y paralelas a si
mismas tras la deformacion. Por lo tanto, las deformaciones unitarias normales y
tangenciales deben ser uniformes en la seccion, para que ésta se mantenga plana y
paralela. Se demostrara que las deformaciones tangenciales son nulas: si en la seccion
existen deformaciones tangenciales %y, %x y son uniformes, las tensiones cortantes

también deben ser uniformes, segun las relaciones 7, =Gy, 7., = Gy., . Pero dado que

zx

las fuerzas cortantes son nulas:

T,=0= | r,d4=0

(8.1)
T.=0={ r.d4=0

En la ecuacion (8.1), al ser uniformes las tensiones tangenciales, se pueden extraer
como factor comun de las integrales:

xy xy }/xy (82)
7. A=0=>7_=0=y_=0

Segun las ecuaciones (8.2), se ha concluido por reduccién al absurdo que las
deformaciones tangenciales deben ser nulas. Ademas, se supone que en las direcciones

», z existe libertad de deformacion por lo que o, = o, =0. Las deformaciones unitarias

normales, aplicando la ley de Hooke, vienen dadas por:

X

£ = UE e, (8.3)

Seindo ¢, la deformacion inicial, que se supone uniforme en la seccion. En el caso

de variacion de temperatura &, =AT . En el caso de una barra de longitud L, si

inicialmente es 4 mas larga debido a un error de fabricacion, ¢, = T Despejando la

tension se tiene:

o, =E(e,—¢,) (8.4)

X
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Al ser uniformes las deformaciones de la ecuacion (8.4), la distribucion de tensiones
es también uniforme. Dado que la tinica fuerza de seccién es la fuerza normal N:

(8.5)

N:J. cdd=0c A=|0, =
49

Segun la ecuacion (8.5) la distribucion de tensiones es uniforme, como se puede

apreciar en la Figura 8.1 a 10 mm de distancia.
8.3. VARIACION DE LONGITUD

En el caso de una barra de longitud L que estd sometida a fuerza normal N en sus
secciones, la deformacion unitaria de un elemento de longitud inicial dx es:

_ Adx

oy

P (8.6)

Para determinar la variacion de longitud total, sumando las variaciones de longitud

de todos los elementos:

L Adx

AL = j: Adx = | = = j: £ dx (8.7)

0

Sustituyendo las ecuaciones (8.3) y (8.5) en la ecuacion (8.7) resulta:

L L N
AL:J‘O gxdx:jo (a-}-gonx (8.8)

Si la fuerza normal N, el area de la seccion A4 y la deformacion inicial &, son

uniformes en la barra, la variacion de longitud es:

NL
AL=—+¢ L 8.9
TR (8.9)
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8.4. ESTRUCTURAS ARTICULADAS: PROCESO DE DEFORMACION
DE LAS BARRAS

En las estructuras articuladas, se cumple la condicion de la ecuacion (8.9). En el

proceso de deformacion de una barra, la barra sufre traslacion, variacion de longitud y

rotacion de solido rigido, como se muestra en la Figura 8.2.

Figura 8.2

El proceso de deformacion viene dado por:

1. La barra (BC) pasa a la posicion (B’C;) mediante una traslacion.

2. Entre (B’Cy) y (B’C,) se da la deformacion pura, con alargamiento de la barra.
3. De (B’Cy) a (B’Cs): la barra gira en torno a B’como sélido rigido.

4. Elarco (C,Cs) se sustituye por la tangente (C>C”)

Para determinar la variacion de longitud de la barra, se proyecta la posicion final de
la barra sobre la posicidn inicial, teniendo en cuenta que el angulo £ es pequefio. Segin
la Figura 8.3:

AL=B'C’'-BC=B|C, -BC (8.10)

La igualdad de la ecuacion (8.10) se debe a que el angulo es pequetio, es decir:
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B,C, =B'C'cos f=B'C’ (8.11)

Segun la Figura 8.3, expresando la longitud final en funcién de la longitud inicial,
la ecuacion (8.10) queda:

AL =B|C,, - BC=BC - BB, + CC,, - BC = CC, - BB}, (8.12)

C% o

-

Figura 8.3
8.5. ESTRUCTURAS DE PEQUENO ESPESOR
8.5.1 Depositos

Se analiza un deposito de revolucion sometido a presion interna p. Si el espesor ¢ de
sus paredes es pequefio comparado con los radios de curvatura, en los circulos
perpendiculares al eje de revolucion (paralelos) y en sus direcciones perpendiculares
(meridianos), solo existen tensiones normales. Es decir, en los elementos ds;, ds: de
espesor ¢ que se muestran en la Figura 8.4, respectivamente. Por lo tanto, esas
direcciones son principales. Aislando el elemento de la Figura 8.4 y planteando el
equilibrio, puede obtenerse la relacion entre la presion y las tensiones.
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Figura 8.4

En la Figura 8.5 se muestran dos proyecciones en los planos que corresponden a ds;,
ds>, respectivamente. Al plantear el equilibrio, se deben tener en cuenta las tensiones
de ambas figuras:

pds,ds, = 20,ds,tsin(+d6, )+ 20,ds,tsin (£ d6,) (8.13)

Tal y como se indica en la ecuacion (8.13), se debe subrayar que la tension oy actia

en el elemento de longitud ds; y la tension o actia en el elemento de longitud ds;.

Figura 8.5

Teniendo en cuenta que los 4ngulos son pequeiios y que ds;, =r.d0,, de la ecuacion
(8.13) se obtiene:
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£_%,% (8.14)

El valor de la otra tension principal es o, =—p en el interior de la pared y o, =0

en el exterior. Dado que es sensiblemente menor que las otras dos tensiones principales,
se supone que es nula.

En el caso de una esfera, los radios de curvatura son iguales, es decir, 1, =r, =r.

Por simetria, las tensiones son también iguales en cualquier punto. Sustituyendo en la
ecuacion (8.14):

o=Pr (8.15)

En el caso de un cilindro, siendo r, =r r, =00, de la ecuacion (8.14) se tiene:

o =" (8.16)

Para obtener o, se corta el cilindro por un plano perpendicular a su eje, como puede

verse en la Figura 8.6. Planteando el equilibrio y teniendo en cuenta que la pared es de
pequefio espesor, se obtiene:

r
prr’ =2zrto, =|0, = % (8.17)

La presion que se indica en la Figura 8.6, es la que ejerce la parte que se ha quitado
a la parte que se ha aislado. Por lo tanto, el fluido que ejerce presion en la parte que se
ha aislado, se ha dejado en el interior.
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Figura 8.6
8.5.2 Anillos

Son cilindros abiertos que estan sometidos a presion interna o externa. Por lo tanto,

o,=0.

Figura 8.7

No se utilizara subindice para la tension. Se utilizaran los subindices 1 y 2 para los
radios interno y externo, respectivamente, como se indica en la Figura 8.7. Cuando la

presion actla en el radio interno 7, las tensiones son de traccion y las deformaciones

son positivas:

o= 8=ﬂ+€0 (8.18)
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Cuando la presion actta en el radio externo r,, las tensiones son de compresion y

las deformaciones son negativas:

pr pr
o=—"= g=—"F+¢ 8.19
; o o (8.19)

La deformacion ¢ indica la variacion relativa de longitud de la circunferencia. Por
lo tanto, segun la Figura 8.8, cuando los cilindros A y B estan uno dentro del otro
sometidos a presion mutua, la condicion para determinar dicha presion es que las
deformaciones que corresponde al radio de contacto sean iguales:

xr xr
eh=e = - +e) = +ey (8.20)
AtA EB B

Figura 8.8



9, FLEXTON: TENSIONES

9.1. INTRODUCCION

Cuando el momento resultante de las tensiones normales de la seccion no es nulo,
tiene componentes M,, M. y se dice que la pieza esta en flexion. Segun las fuerzas y
momentos de seccion, los casos de flexion se pueden clasificar de la siguiente manera:

1.  Flexion pura: las Unicas fuerzas y momentos de seccion no nulas son los
momentos flectores M,, M.. Dado que las fuerzas cortantes son nulas, los

momentos son uniformes a lo largo de la longitud de la pieza.

2. Flexion simple: ademas de los momentos M,, M., las fuerzas cortantes T, 7.
tampoco son nulas. En este caso, los momentos flectores varian a lo largo de la
longitud de la pieza.

3. Flexion compuesta: cuando a uno de los dos casos anteriores, se le suma la fuerza

normal N.

Se analizaran las distribuciones de tensiones normales y cortantes en los tres casos
mencionados, realizando hipodtesis simplificativas relativas a las deformaciones y a las
tensiones. En este tema, las fuerzas y momentos de seccion son conocidas. El objetivo
principal, es relacionar los momentos flectores y las fuerzas cortantes con las
distribuciones de tensiones normales y cortantes de la seccion.
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9.2. FLEXION PURA
9.2.1 Caso general

Segin la hipotesis de Navier-Bernoulli, tras la deformacion las secciones
permanecen planas y perpendiculares al eje de la pieza prismatica, girando respecto
a un eje de la seccion. Ese eje es el Eje Neutro. La superficie generada por los ejes
neutros de las distintas secciones a lo largo de la pieza prismatica, es la Superficie
Neutra. Los puntos de la superficie neutra no se deforman. En la Figura 9.1 se muestran
los momentos flectores de la seccion derecha de un elemento de longitud dx, el Eje
Neutro y la direccion perpendicular al mismo que pasa por G.

Eje Neutro

Figura 9.1

Proyectando el elemento de la Figura 9.1 en el plano perpendicular al Eje Neutro
que pasa por G, en la Figura 9.2 se muestra dicho elemento antes y después de la
deformacion.
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do

dx

Figura 9.2

Siendo p el radio de curvatura de la superficie neutra y dé el angulo tras la
deformacion, se cumple dx = pd8, dado que la superficie neutra no se deforma. La

deformacion de una fibra situada a una distancia £de la misma viene dada por:

; :(p+§)d<9—pd9:£ ©.1)

’ pdo P

Segun la ecuacidn (9.1), para valores positivos de &, es positiva y para valores
negativos de &,&_ es negativa. Por lo tanto, la superficie neutra es el limite entre

superficies que se acortan y se alargan.

Se supone libertad de deformacion en las direcciones y, z por lo que o, =0, =0.

Aplicando la ley de Hooke y suponiendo que los mddulos a traccion y compresion son

iguales:

o —Es —E< 9.2)
P

X

Al ser nula la fuerza normal », se debe cumplir:
N=0:Ladi=O 9.3)

Sustituyendo la ecuacion (9.2) en la ecuacion (9.3):
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E
[odd=0==] cd4=0=¢.4=0= &, =0 (9.4)
Yo

Segun la ecuacidn (9.4), el Eje Neutro pasa por el centro de gravedad de la seccion.
En la Figura 9.3 se muestran la seccion, el Eje Neutro y un elemento diferencial de
area. Se definen los ejes 77, £ en el Eje Neutro y en su direccion perpendicular,

respectivamente. Los vectores unitarios de dichos ejes son:

fi, =cos@] +sin ok
¢ ?J 2 9.5)

u, =—singj +cospk

Figura 9.3

Segtin la Figura 9.3, la distancia & desde el Eje Neutro al elemento diferencial es:
§=@-ﬁ§=ycos¢+zsin(p (9.6)

Sustituyendo la ecuacion (9.6) en la ecuacion (9.2), la distribucion de tensiones

normales de la seccion es:
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o, =£(ycos¢)+zsin(p)=C1y+sz (9.7)
P

. E E .
Siendo C,=—cos¢p C,=—sing. Dado que los momentos flectores son los
P

momentos resultantes de las tensiones normales respecto a los ejes, teniendo en cuenta
la ecuacién (9.7), se cumple:

M, = o.zd4=C | yzdd+C,| *dd 08
M. = oydd=C [ y'da+C,[ yzda

Utilizando las definiciones de momentos y productos de inercia, la ecuacion (9.8)

queda:
M, =ClI_+CJl, ©9)
M_=CI.+CJI,
Resolviendo el sistema de ecuaciones (9.9) donde las incognitas son C; y C»:
MI —MI MI_—-M]I
| — yzyz zoy X — z 2yz yz (910)
I-11 I -11.

Sustituyendo C;, C> de la ecuacion (9.10) en la ecuacion (9.7), la distribucion de
tensiones normales en la seccion es:

MI_ —-MI MI_—-M]1
— )y }zZ

o, =—== y+——= (9.11)
x 2 2
I.-11, I, -11.
La ecuacion (9.11) también puede escribirse como:
1 1
M. -M = M —M -~
MI M)') , z y ]‘, . y z ]
o =—y+—z M ="—"—7F— M ="—"—— (12
I I, ) I,
1.1 11,




106 ELASTICIDAD Y RESISTENCIA DE MATERIALES

Para determinar la ecuacion del Eje Neutro, imponiendo la condicion de
deformacién nula en la ecuacion (9.12):

!

gx=o:>ax=0:sl=—&1—z (9.13)
z M1,

Conociendo el Eje Neutro, los puntos de maxima tension son los mas alejados del
mismo. Dichos puntos pueden obtenerse trazando paralelas al Eje Neutro, como se
muestra en la Figura 9.4. Los puntos A y B corresponden a los de mdxima traccioén y
compresion, respectivamente. En la linea MN a distancia &del Eje Neutro las tensiones

normales son uniformes.

Figura 9.4

9.2.2 Circulo de Mohr para momentos de inercia

El momento flector de médulo M se puede descomponer segun los ejes &, 77, como
se muestra en la Figura 9.5. De esa forma, el momento flector se descompone segun el
Eje Neutro y su direccion perpendicular.
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Figura 9.5

Dado que las componentes del momento flector segiin las direcciones &, 77 son los

momentos resultantes respecto a los ejes de las tensiones normales o :

M, = J.A o .ndA
(9.14)
M, =] ocda
Sustituyendo o de la ecuacion (9.2), (9.14) queda:
M, = El &
Yol
£ (9.15)
M, =—1I,
ol

Por otra parte, (9.9) puede escribirse en forma matricial como:

M I, I_||cos
{ Z}ZE[ b H _ (p} (9.16)
M, | pll, I, ||sing
Dado que el momento flector puede descomponerse en las componentes que se
muestran en la Figura 9.3 y en la Figura 9.5:
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: (9.17)

Utilizando la ecuacion (9.17) y los vectores unitarios de la ecuacion (9.5), el
momento flector puede proyectarse en los ejes &, 77:

M.=M-i.=M cos¢p—M_sin
¢ T Uy m L0080 v (9.18)
M, =-M-i, =M singp+M_cosp

n

Sustituyendo las ecuaciones (9.16) en (9.18) e igualando con las ecuaciones (9.15),
se obtienen las siguientes relaciones expresadas en funcion del angulo doble:

I—%(1,+1.)=%(. ~1,)cos2p+1,_sin2¢p (9.19)
1, =5, —1)sin2¢+1_cos2¢p

Las ecuaciones (9.19) son las ecuaciones paramétricas del circulo de Mohr que se

muestra en la Figura 9.6. Al colocar los ejes y, z se ha supuesto /. >7, [ . >0. Al eje
I,se le denominara MI (Momentos de Inercia) y al eje 1, se le denominara PI

(Productos de Inercia). El centro, el radio y el angulo que indica las direcciones

principales son:

OC=1.=(1,+1,)

R=, /%(1}, —L) +1I, (9.20)

ZIVZ
tan2¢, = 7 '

— [y

Por lo tanto, como en ¢l caso de tensiones y deformaciones, los momentos de inercia
de superficies planas se transforman segun el circulo de Mohr del plano. Al colocar los
ejes en la parte superior o inferior del circulo, si /. es positivo, se puede demostrar que
el eje y estd en la parte superior del circulo.
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Figura 9.6

Las caracteristicas similares principales de las tensiones, deformaciones y
momentos de inercias son:

Tensiones Deformaciones Superficies
o, g, Mi(1,)
z, Ly PI(1,,)

Segun la ecuacion (9.15), M, =0« 1, =0. Por lo tanto, cuando el momento

flector se aplica en una direccion principal, dicha direccion es el Eje Neutro, dado que

M=M4i,.
9.2.3 Casos particulares

En el caso de ejes principales de inercia se cumple /. = 0. Segtin la ecuacion (9.12)

resulta que M) =M_ M) =M, yen consecuencia:

M M
Zy+—2z 9.21
7777 (9.21)

z y

o, =

En este caso la ecuacion del Eje Neutro se puede obtener de la ecuacion (9.21):
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M,
o 0=l (9.22)
z M. I,

Cuando solo actfia el momento M., seglin la ecuacion (9.21):

M
o, =—=y (9.23)
IZ
La tensidon maxima en la seccidn es:
M I
(Gx) =—= W = (9.24)
e VVZ ymax

W- es el modulo resistente a flexion y es un dato incluido en las tablas de perfiles
laminados. Dado que se desea un - elevado, para una determinada altura de la seccion
se desea que I sea elevado, es decir, alejar el material del eje z. Por ello, en este caso
de flexion, los perfiles IPN, IPE son adecuados. Para dimensionar por resistencia una
pieza sometida a M-, igualando la tension maxima que corresponde al maximo M: con
la tension admisible, resulta:

M M
O-adm _ max = I/Vz — max (925)
VVZ O-adm

Conociendo M., se puede escoger el perfil adecuado de las tablas de perfiles

laminados.
9.3. FLEXION SIMPLE
9.3.1 Tensiones normales

En flexion simple, ademas de tensiones normales, actuan tensiones tangenciales y
por lo tanto las deformaciones tangenciales en la seccion no son nulas. Aun asi, su
influencia es despreciable al determinar las tensiones normales. Por lo tanto, para
determinar tensiones normales se utilizaran las férmulas obtenidas en flexion pura.
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9.3.2 Teorema del flujo cortante

En un elemento de longitud dx, se aisla el cilindro que tiene como base A, siendo ¢
la curva de contorno de 4., como se aprecia en la Figura 9.7. El area A. es parte de la

seccion. En la superficie lateral del cilindro actan las tensiones 7, . En la seccion
izquierda, se muestran la tension normal o que actiia en d4 y la tension tangencial 7,
que es perpendicular a la curva ¢ y sale de A.. En la seccion derecha, se muestran la

tension normal (ox +0x,xdx) que actia en dA4 y la tension tangencial 7, que es

perpendicular a la curva ¢ y entra en A..

Figura 9.7

Planteando el equilibrio de fuerzas en el eje x del cilindro aislado:

L(. (0, +0, dx)id-| | oA~ [ z.dsdx=0 (9.26)
De la ecuacion (9.26) se obtiene:
( I, o-x’di)dx = ([ r.ds)ax (9.27)

El flujo cortante q., por definicion, es la siguiente integral:

q. = [ r.ds (9.28)
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q. es positivo en la seccion derecha, cuando t.. entra en la superficie A., segin la

Figura 9.7. De las ecuaciones (9.27) y (9.28) se obtiene:

q. = Lg o, dA (9.29)

De la ecuacion (9.12), la derivada de las tensiones normales, suponiendo que los

momentos de inercia no varian, viene dada por:

0“’“ — z.x y+ V,x Z:Ly_i__zz (930)

Al derivar M, M! en la ecuacion (9.12), recordando las relaciones entre fuerzas

cortantes y momentos flectores, 7, , T, en las ecuaciones (9.30) son:

1
Tvv _ Tvz Iyz T _ T;} Iyz
' ’ ' : Iz
T = 7= _ (9.31)
1 )= yz
11 I

Figura 9.8

Sustituyendo la ecuacion (9.30) en la ecuacion (9.29), resulta:
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T T
= _z

4. = L‘, ydd+ L{ zdA (9.32)
z y

Las integrales de la ecuacion (9.32) son los momentos estaticos del area A.. Segiin
la Figura 9.8 son los siguientes:

0 =[ ydd=yA,

(9.33)
O =] zda=z.4,

siendo y,, z las coordenadas del centro de gravedad de A.. Introduciendo la

ecuacion (9.33) en la ecuacion (9.32), el flujo cortante viene dado por:

IQC !Q;
=T =47 =L 9.34
g, R (9.34)

Si los ejes y, z son principales de inercia, segun la ecuacion (9.31), resulta
T)=T, T!=T..Ademss,siT, =0, laecuacion (9.34) queda:

(9.35)

Cuando un trozo de la curva c pertenece al contorno de la seccion, el flujo cortante

en dicho tramo es nulo, dado que 7, =0 en la superficie exterior de la pieza.
9.3.3 Tensiones cortantes

Con el teorema del flujo cortante, se ha obtenido la suma de las componentes de las
tensiones tangenciales que son perpendiculares a la curva ¢, a lo largo de c. Para
determinar la distribucion de tensiones a lo largo de la curva, es necesario utilizar otras
hipotesis. Se analizaran los siguientes casos: seccion rectangular, seccion circular'y

seccion abierta de pequerio espesor, sometidas a la fuerza cortante 7, =7 . Dado que

en todos lo casos los ejes seran principales de inercia, se utilizara la ecuacion (9.35).
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Seccion rectangular

La seccion rectangular que se muestra en la Figura 9.9 estd sometida a una fuerza

cortante 7, =7 que no se muestra. En el contorno del area A, el flujo cortante no es

nulo solo en la linea MN, dado que el resto del contorno ¢ coincide con el contorno de

la seccion. Los calculos principales son:
A =b(th-y) y.=%(3h+y) O =Ay =bi(+h’ =) L =Lbi’

Sustituyendo en la ecuacion (9.35), el flujo cortante es el siguiente:

6r(n
=] —- 9.36

Segun la ecuacion (9.36), la distribucion a lo largo del espesor es parabdlica. Dado

que el flujo cortante es positivo, las tensiones entran en la superficie A4, .

h G Tinax

Figura 9.9

Las tensiones que generan el flujo cortante son normales a la linea MN por lo que

se trata de las tensiones 7, . Para determinar su distribucion, se utilizan dos hipotesis:

1. Todas las tensiones son concurrentes. En los puntos M y N las tensiones no

pueden tener componente horizontal, dado que son puntos del contorno de la
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seccion. Siendo estas tensiones verticales, todas las demas son verticales y

7_ =0 en cualquier punto.

2. Las tensiones se distribuyen uniformemente en la linea MN, siendo:

6T ( h’
Ty z%zw(T_yzj (9.37)

Segtin la ecuacion (9.37), la distribucion de tensiones es parabolica segln el espesor
de la seccion. En los bordes superior e inferior son nulas y el valor maximo

corresponde al eje z, cuando y=0:

Seccion circular

Para el analisis de la seccion circular, se utilizara la Figura 9.10. En este caso

también la seccidn esta sometida a una fuerza cortante 7, =7 que no se muestra en

la figura. Al aislar el area 4., s6lo hay flujo cortante en la linea MN, dado que el
resto de la curva pertenece al contorno de la seccion. Para determinar el momento
estatico, se utilizara la integral:

3
0: = [, nda=[ y2JR —yidn =3(R -y )

El flujo cortante de la linea MN es:

3

9. =49un :Iz%(Rz _y2)2

Respecto a la distribucion de tensiones, se utilizaran las mismas hipotesis que en la
seccion rectangular. Siendo las fensiones uniformes en la linea MN, vienen dadas
por:

v :[L%(Rz_yz)

T 2JR* —y° :
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Tm ax

Vi

sQ

Figura 9.10

Dado que las tensiones de los puntos M y N deben ser tangentes al contorno y siendo
todas las tensiones concurrentes, se cortan en el punto Q, como se muestra en la

Figura 9.10. Por lo tanto, las componentes 7, no son nulas. Las tensiones maximas

de la linea MN estan en los puntos M y N, siendo:

Txv =7 R — 4T RZ_ 2
g R -y 3R

Ty =Ty =——
cos

En toda la seccidn, la tension es maxima cuando y =0, en el eje z:

. T
(Txy )max = Tinax _?ﬂ_RZ

Secciones abiertas de pequeiio espesor

Siendo pequenio el espesor de la seccidn, se supone que las tensiones son paralelas
al contorno y uniformes en el espesor. La seccion de la Figura 9.11 también esta

sometida a la fuerza T, =T . En las parte horizontales o alas que se indicaran con el
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indice 1, las tensiones, siendo horizontales, son 7_ . En la parte vertical o alma, que se

indicara con el indice 2, las tensiones, siendo verticales, son T,

i G G
h| b h i (o} o Tmax2 ?
i Txy
i Y
i s
ARz T,
v E_ ________________ t -
by ==
Tmaxl1
Figura 9.11

En Ias alas, el flujo cortante, la distribucion de tensiones y la tension maxima son:

T q T T
1 c
Q; :tls%h’l qcl :%_tlhls (sz )1 :_l:l_hls Tmaxl :%_hlbo
] z tl z ] z
Por lo tanto, en las alas la distribucion es lineal, estando el valor méximo junto al
alma. Para determinar el momento estatico del alma, se deben tomar el ala entera y un

tramo del alma, como se muestra en la Figura 9.11.
chz =1b, %hl + %(%hz - yz)

T . c
92 :ZQZZ (Txy )2 :qt_; T e T (T"y )2<y=0>

Como puede apreciarse en los calculos anteriores, la distribucion del alma es
parabdlica, estando el valor maximo en el eje z. Ademas, el valor minimo del alma y el
maximo del ala son muy similares. La diferencia, viene de la union entre ambas. Esta
uniodn no se analiza, dado que existe cambio de direccion de las tensiones. En la Figura
9.12 se muestra la distribucion de tensiones en la seccion. En las alas también existen

tensiones cortantes 7,,, pero son despreciables frente a las del alma.
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o

— G -G e G

Figura 9.12

9.3.4 Tensiones principales

En flexion simple, dado que existen tensiones cortantes y normales que varian a lo
largo de la altura de la seccidn, las tensiones principales y las direcciones principales
también varian. Los lugares geométricos de igual tension principal se denominan lineas
isostaticas y tienen interés en el caso de vigas de hormigéon, dado que la fisuracion se

produce en los planos principales de traccion.
9.3.5 Vigas compuestas

Si se coloca una viga encima de otra, despreciando el rozamiento entre ambas, el
comportamiento a flexion es independiente: cada una tiene su superficie neutra y
distribuciones de tensiones de traccion y compresion. Si ambas vigas se unen con
elementos de unidn, se genera una viga compuesta y su comportamiento es el de una
viga unica: la superficie neutra y la distribucion de tensiones es tnica. Los elementos
de union pueden ser de dos tipos a lo largo de la longitud de la viga: continuos y
discretos. Entre los continuos tenemos los adhesivos y la soldadura. Los clavos,
tornillos y remaches, en cambio, son discretos. Dado que la misioén de los elementos
de unidn es convertir las dos vigas en una, los elementos de union deben absorber las

tensiones cortantes que corresponden a la viga unica.
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|
— - — - ¢ - — - -

e e e e e e e e

el2 e/2

Figura 9.13

Se analiza el caso de los elementos discretos, siendo e la distancia entre ellos a lo
largo de la viga. Se supondra que cada elemento tiene influencia a una distancia e, es
decir, que soporta todas las tensiones cortantes que corresponderian a una viga tnica
en un entorno e, como se muestra en la Figura 9.13. Dado que en esa distancia las
fuerzas cortantes 7 en general son variables, para el calculo se utiliza la fuerza cortante
maxima. Ademas, se supone que las tensiones que corresponderian a una tnica viga en
la zona de unién, son las que corresponden a esa 7 maxima y que estan distribuidas
uniformemente. Siendo b el ancho de la pieza, si a lo largo del ancho hay n elementos
de unidn, siendo S la fuerza de cada uno, dado que la fuerza nS debe soportar el efecto
de la distribucién de tensiones cortantes, se cumple:

r,be=nS (9.38)

Para determinar las tensiones 7, se utilizard el teorema del flujo cortante,

suponiendo que las dos vigas son una. Como area 4, se toma la seccion de una de las

vigas a unir. Dado que so6lo hay flujo cortante g. en la union de ambas, se cumple

q. =7,b ylaecuacion (9.38) puede escribirse como:

qg.e=nS (9.39)
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Se pueden realizar dos tipos de calculos con la ecuacion (9.39):

e Conociendo la distancia e y la tension admisible 7, del elemento de

unién, determinar el diametro D del elemento de union. En este calculo, las

tensiones cortantes del elemento de union se consideran uniformes, es decir:
_ 1 2
S=r,73D (9.40)

e Siendo datos 7

adm

y D del elemento de unidn, determinar la distancia e de

la ecuacién (9.39).
9.4. FLEXION COMPUESTA
9.4.1 Tensiones normales y cortantes

En flexion compuesta, en virtud del principio de superposicion, las tensiones que
corresponden a la fuerza normal se suman a las correspondientes a flexion pura:

N M. M|
o, =—+ v+
4T I

z y

z (9.41)

Como consecuencia del sumando que corresponde a la fuerza normal, el Eje Neutro
no pasa por el centro de gravedad de la seccion. Cuando el momento flector es
dominante, el Eje Neutro corta la seccion y hay tensiones de tracciéon y compresion,

como se muestra en la Figura 9.14.

Cuando la fuerza normal es dominante, el Eje Neutro no corta la seccion y las
tensiones son del mismo signo en la seccion, como se muestra en la Figura 9.15.
Cuando los ejes y, z son principales de inercia, la ecuacion (9.41) queda:

N M M,
o =—+—y+—2Lz 9.42
et e (9.42)

z Y
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Figura 9.15

Las tensiones cortantes se determinan como en flexion simple, aplicando el teorema

del flujo cortante.
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9.4.2 Traccion y compresion excéntrica

Se trata de un caso particular de flexion compuesta. Se aplica una fuerza normal
excéntrica, como se muestra en la Figura 9.16.

3 P

Figura 9.16

Se supone que los ejes son principales. Aplicando la ecuacion (9.42), las tensiones
normales son:

P Pe, P
A (9.43)
AL
La ecuacion del Eje Neutro es:
e
A T I L (9.44)
A 171,

Segin la ecuacion (9.44), el Eje Neutro no depende de la fuerza aplicada.
Introduciendo los radios de giro i., i, respecto a los ejes z, y, respectivamente, la
ecuacion (9.44) puede escribirse como:

S y+oz=-1 (9.45)
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Figura 9.17

Segtn la ecuacion (9.45), los puntos de corte y,, z, del Eje Neutro con los ejes y,

z, respectivamente, se muestran en la Figura 9.17 siendo:

i i)
yN =—-Z ZN = —’—V (9.46)
e, e,

Segun la ecuacion (9.46), e, =0= y, =oo. Es decir, cuando la fuerza P esta

aplicada sobre el eje z, el Eje Neutro es paralelo a y. Andlogamente, cuando la fuerza
P esta aplicada sobre el eje y, el Eje Neutro es paralelo a z, como puede apreciarse en
la Figura 9.18.

Figura 9.18
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A continuacidn, se analizan las condiciones para descomponer la fuerza P en dos
fuerzas P;, P aplicadas en los ejes y, z. En la Figura 9.19, se muestran los puntos de
aplicacion de las fuerzas y las distancias.

Figura 9.19

Dado que los sistemas de fuerzas son equivalentes, deben tener la misma resultante
y momento resultante. Utilizando la condicién de igual resultante:

P=P+P (9.47)

1

Estableciendo la equivalencia de momentos respecto a los ejes y, z:

y = Pzp=ha, (9.48)
z— Py, =Ry,
Despejando B,y P, de (9.48) y sustituyendo en la ecuacion (9.47):
Yey Ze g (9.49)

BSR4

Segtin la ecuacion (9.49), la fuerza P debe variar en la recta definida por los puntos
de aplicacion de B y P, . Los ejes neutros que corresponden a estas fuerzas se cortan

en el punto S, como se aprecia en la Figura 9.19, siendo las coordenadas:
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2 l~2
Vs =Vym=——" Zg=Zy = - (9.50)
Vi Z,

Segun la ecuacion (9.45), el Eje Neutro que corresponde a P viene dado por:

1422420220 (9.51)

-2
z Yy

Sustituyendo las coordenadas de la ecuacion (9.50) en la ecuacion (9.51), es decir,
haciendo y = y, z =z, se obtiene la ecuacion (9.49), que corresponde a la posicion de

P. Por lo tanto, el punto S pertenece al Eje Neutro dado en la ecuacion (9.51). Cuando
la fuerza varia de P; a P>, el Eje Neutro (EN) gira en sentido antihorario de (EN;) a
(EN3), como puede verse en la Figura 9.19.

9.4.3 Nucleo central

En traccion y compresion excéntrica, cuando la fuerza P esta aplicada en el centro de
gravedad, no hay flexion y el Eje Neutro esta en el infinito. A medida que el punto de
aplicacion se aleja de G, el Eje Neutro se acerca a la seccion. Aplicando la fuerza P en
una zona cercana a G, se consigue que las tensiones sean del mismo signo en toda la
seccion. Esa zona es el Mucleo de la Seccion o Nucleo Central y tiene interés en el caso
de materiales que so6lo resisten a compresion. La condicion para determinar el Nucleo,
es que el Eje Neutro sea tangente a la seccion. Se analizan como ejemplos la seccion
circular y la rectangular.

En la Figura 9.20 se muestra una seccion circular de didmetro D. Por simetria, el Nucleo
es circular. Se desea determinar donde hay que aplicar P; para que EN; sea tangente.

Es decir, y,, es datoy se quiere determinar y,. Por lo tanto:

lez_%D I _j:#Dz
2
n=-—— :éD
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Figura 9.20

En el caso de la seccion rectangular, como se muestra en la Figura 9.21, si se impone

que ENi sea tangente, y,, es dato y se debe determinar y,. Por lo tanto:

1
_ 1 _ Tz _ 1 2
Im=—ah E=—r=gh
;2
nw=———=g%h
Y
iENz
,,,,,, Sq -
EN; b/3

Figura 9.21
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Analogamente, si se impone que EN» sea tangente, z,, es dato y se debe determinar

z,. Por lo tanto:

Finalmente, si la fuerza varia de P; a P> en el segmento, el Eje Neutro varia de EN;
a EN,, girando en sentido antihorario respecto al punto S, sin cortar la seccion. Dado
que se puede realizar un analisis similar en los otros tres vértices del rectangulo, el
Nucleo Central se indica en gris en la Figura 9.21.






10. FLEXION: RIGIDEZ.

10.1. INTRODUCCION

Se analizan los desplazamientos y angulos del eje de una pieza prismatica sometida
a flexion. En la configuracion deformada, el eje de la pieza prismatica se denomina
curva elastica. Segin la hipotesis de Navier-Bernouilli, dado que la curva elastica
permanece perpendicular a las secciones, el angulo girado por las secciones es el mismo
que el girado por la curva elastica. El analisis de la rigidez en flexion resulta necesario
cuando se quieren establecer limites en desplazamientos y angulos. En estructuras,
estos limites vienen establecidos por las normas de célculo. La rigidez tiene también
relaciéon con las vibraciones y la funcionalidad del sistema. Por ejemplo, los
desplazamientos que resultan de las fuerzas de mecanizado de una herramienta deben
ser menores que las tolerancias.

10.2. ECUACION DIFERENCIAL DE LA CURVA ELASTICA

La curva elastica es el eje deformado de la pieza prismatica. Aunque se analizara
flexion pura, cuando la longitud de la pieza es grande comparada con la altura de la
seccion, el efecto de las fuerzas cortantes en los desplazamientos es despreciable. Se

supone que actla el momento M_=M y que los ejes de la seccion son principales de
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inercia. Se aplica el analisis realizado en el tema “Flexion: Tensiones” a este caso

particular.

En la Figura 10.1 que describe el proceso de deformacion, se muestra un elemento
diferencial de longitud dx antes y después de la deformacion. El Eje Neutro es el eje z

y las secciones giran respecto de él.

Figura 10.1

Siendo p la curvatura de la superficie neutra y d@ el angulo tras la deformacion, se
cumple dx = pd8, dado que la superficie neutra no se deforma. La deformacion de la

fibra a distancia y viene dada por:

:(p+y)dt9—pd6’:l
' pdo P

(10.1)

Aplicando la ley de Hooke:

o =F¢ =F

X X

2 (10.2)
P

Ademas, la distribucion de tensiones normales en funcion del momento flector es:

o == (10.3)

De las ecuaciones (10.2) y (10.3) se obtiene:
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=K=— (10.4)

Siendo x la curvatura. Por otra parte, se analiza el proceso de deformacion. En la
Figura 10.2 se muestra el caso de una viga simplemente apoyada. Se incluyen el eje
AB sin deformar y la curva elastica A’B’ tras la deformacion. Dado que ésta no sufre

deformacion, se cumple AB=AB'.

A A M N B’ B

o
dx Q

M N
Figura 10.2

Se analiza el proceso de deformacion del elemento MN de longitud dx, sabiendo
que su longitud no varia, puesto que pertenece a la curva elastica. Es decir, se cumple

MN =M'N". Los desplazamientos de los puntos M y N son:

L =MM' =ui +vj 105
N Wz(u+u,xdx)f+(v+v,xdx)]ﬁ (10)

|

1

En la ecuacion (10.5) los desplazamientos u, v son funciones de x. Por lo tanto,
segun la Figura 10.2 , el elemento tras la deformacion es:

M'N'=MN + NN’ = MM’ = (1+u dx)dxi +v,dxj (10.6)

En la Figura 10.3 se muestra el elemento deformado. En la parte derecha, dado que
su longitud es diferencial, se ha dibujado recto. Si el radio OM’ forma el angulo & con
la vertical, el elemento M’N’ forma el mismo 4angulo con la horizontal. Dado que la
longitud no varia, segun la Figura 10.3 se cumple:

pd0=MN’ = dx (10.7)
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Figura 10.3
De la ecuacion (10.7) se obtiene:
K= 1 = a9 (10.8)
p dx
Comparando las ecuaciones (10.4) y (10.8):
K= 49 = M (10.9)
dx EI,

La curvatura que se muestra en la Figura 10.3 corresponde al momento flector

positivo. Como se aprecia, cuando la coordenada x aumenta, el angulo disminuye: los

radios OM’ y ON’ forman angulos 6 y (9 —d 6) con la vertical, respectivamente. Asi,

en los ejes seleccionados, la curvatura es negativa. Para que los signos sean
compatibles, la ecuacion (10.9) se escribe como:

M
a9 __M (10.10)
dx EI
En la Figura 10.3 se cumplen las siguientes relaciones:
sind=v,
} (10.11)

cosf=1+u,
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Tras obtener por integracion H(x) de la ecuacion (10.10), sustituyendo en la

ecuacion (10.11) e integrando respecto a x, se obtienen el desplazamiento vertical vy
el desplazamiento horizontal u. Por otra parte, de la ecuacion (10.11); se obtiene

6 = arcsin (v,x) . Sustituyendo en la ecuacion (10.10), se obtiene la ecuacion diferencial

exacta de la curva elastica:

Vo M (10.12)
1- sz EIZ
Cuando el angulo de flexioén 6 es pequeio, las ecuaciones (10.11) quedan:
G (10.13)
O=u '

Sustituyendo la ecuacion (10.13); en la ecuacion (10.10), se obtiene la Ecuacion
Diferencial aproximada de la curva Elastica (EDE):

2
v, =%=—% (10.14)

Segun la ecuacion (10.13), los desplazamientos horizontales son uniformes, es decir

u(x)=u,. Dado que la viga de la Figura 10.2 tiene un punto que impide el

desplazamiento horizontal, u, =0 . Asi, el apoyo derecho B no se desplaza.

10.3. INTEGRACION DE LA EDE: FUNCIONES DE SINGULARIDAD

Las funciones de singularidad o corchetes de Macaulay se definen como:

<x—a>”={(x_a)n x> (10.15)

0 x<a

Utilizando estas funciones, los momentos flectores de toda la viga pueden
expresarse mediante una Unica ecuacion. Ademas, si la rigidez a flexion EL es
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uniforme, al integrar la EDE de (10.14) s6lo aparecen dos constantes de integracion.
Como ejemplo, en la Figura 10.4 puede verse una viga simplemente apoyada, donde
los apoyos se han sustituido por reacciones.

YYYVYY Yvyyvyy

Figura 10.4
Para determinar los momentos, so6lo hay que realizar el corte en el ultimo tramo:
O<x<L

M=RAx—P<x—a>—%q0<x—b>2

Posteriormente, integrando la EDE pueden obtenerse los angulos y
desplazamientos. En la Figura 10.5 se muestran algunos ejemplos de cargas basicas,
para expresar los momentos mediante funciones de singularidad.

. a JP
Y )M M:—P<x—a>
X >
DR S— 7 () o
{' )M M=M0<x—a>
x N~ _
qo
) : =v YYYVYVYY q=q0<x—a>0
X ‘)M =—4g,(x~a)’
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a k

1—»% q=k<x_a>
B YVYVY 3
M M=-tk(x-a)

Figura 10.5

X

En los casos que se muestran en la Figura 10.5, las cargas distribuidas llegan hasta
el final de la viga. Si esto no ocurre, es necesario sumar y restar cargas distribuidas
adecuadas, para que éstas lleguen hasta el final. En la Figura 10.6 se muestra el caso de

una carga uniforme y su ecuacion de momentos.

YYVYVYVYVYVYVYVVYVVYYVYY

Figura 10.6

En la Figura 10.7 se muestra el caso de la carga lineal y su ecuacion de momentos.
En este caso, para poder extender la carga distribuida hasta el final, es necesario sumar

y restar una carga trapezoidal.

a qo

gy =k(b—a)
M=—; <x—a>3 +%q0<x—b>2 +%k<x—b>2

Figura 10.7
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10.4. TEOREMAS DE MOHR

10.4.1 Primer teorema (M1)

Integrando la EDE entre los puntos A y B:

9,-0, = j%dx (10.16)

Si la rigidez es uniforme en la ecuacion (10.16):

M5
0,-0,= SEI (10.17)

Siendo §"** el 4rea del diagrama de momentos entre los puntos A y B.
10.4.2 Segundo teorema (M2)

Se quiere determinar la distancia vertical desde el punto B’ hasta la tangente en el
punto A’, segtin la Figura 10.8. Para ello, en primer lugar se determina la distancia que
originan las tangentes de dos puntos C’; y C’» muy cercanos a un punto intermedio C’:

BB, =B,B, - BB, = x,0 - x, (0 -d0) = x,d6 (10.18)

Siendo x, la coordenada con origen en B y sentido hacia A. Sustituyendo la EDE

en la ecuacion (10.18):

BB, =-x, %dx (10.19)

z

Se cumple dx=-dx,, ya que las coordenadas x, y x tienen sentidos opuestos.

Integrando entre B y A resulta:

_ J'A MxB

5=y o s (10.20)
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w y, v \%BA
Figura 10.8

Cuando la rigidez EI_ es uniforme, la ecuacion (10.20) puede escribirse como:

QMA,B
8,4 =2 (10.21)

z

Siendo Q;”"*" el momento estatico respecto de B del diagrama de momentos entre

los puntos A y B.

10.5. METODO DE LA VIGA CONJUGADA

Este método se basa en la analogia entre la EDE y las ecuaciones del equilibrio de
una rebanada de una pieza prismatica. La viga conjugada es una viga ficticia sometida

a la carga distribuida ¢ = T que puede utilizarse para determinar desplazamientos

z

y angulos de flexion utilizando las ecuaciones de la Estatica. Como puede apreciarse
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en la tabla inferior, las fuerzas cortantes conjugadas 7~ obtenidas en la viga conjugada

son los 4angulos @ de la viga real. Los momentos flectores M~ obtenidos de la viga
conjugada, son los desplazamientos v de la viga real.

Equilibrio EDE Viga Conjugada
ar do__M ar__
dx A EL ax !
dﬂ =T ﬂ =0 am =T

dx dx dx

’M dv_ M ’M” .

dx’ 1 dx’ EIl dx’ 1

Dado que varian las magnitudes de las ecuaciones, también cambian las condiciones
de contorno. En la Figura 10.9 se muestran algunos ejemplos con las abreviaturas:

e AS: Apoyo Simple

e BL: Borde Libre

e EM: Empotramiento
e Al Apoyo Intermedio

e RI: Rétula Intermedia
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Viga Viga Conjugada
00 T"#0
AS X AS
v=0 M =0
BL 0+0 T"#0 7 EM
v#0 M %0 f
7 *
6=0 T =0
EM 2 . BL
4 v=0 M =0
2 1 2
AI 01:82 7{*_7'2 O RI
Q v=0 M =0 ;
2 1
i v#0 M #0 Q
Figura 10.9

Se pueden analizar otras condiciones de apoyo siguiendo el mismo procedimiento:

por una parte, analizar las condiciones de dngulo y desplazamiento de la viga real.

Posteriormente, convertirlas en condiciones de fuerzas cortantes y momentos flectores

de la viga conjugada y establecer a qué tipo de apoyo corresponden.

En el método de la viga conjugada, el utilizar la ecuacion de equilibrio de fuerzas

es equivalente a aplicar el primer teorema de Mohr (M1). Por otra parte, al utilizar las

ecuaciones de momentos, el momento generado por la carga distribuida conjugada es

equivalente a aplicar el segundo teorema de Mohr (M2).






11. FLEXTON:
HIPERESTATICTDAD

11.1. INTRODUCCION

En los casos de flexion hiperestatica, es necesario imponer condiciones de angulos
y desplazamientos ademas de las ecuaciones de la Estatica, para poder determinar las
fuerzas y momentos desconocidos. Para determinar dichos angulos y desplazamientos
de flexion, se utilizaran los métodos del tema “Flexion: rigidez”. Dado que dichos
métodos se han aplicado en sistemas isostaticos, al resolver un sistema hiperestatico, el
primer paso es convertirlo en un sistema isostatico, reemplazando los enlaces
redundantes por las correspondientes fuerzas o momentos, denominadas incognitas
hiperestaticas. Las condiciones de desplazamiento y angulo, corresponden a los enlaces
eliminados. En este tema se analiza también un método para resolver la hiperestaticidad
de vigas continuas, el teorema de los tres momentos, que fue desarrollado por
Clapeyron (1799-1864) .

11.2. VIGAS DE UN SOLO TRAMO

En problemas de pequerios desplazamientos, se consideraran equivalentes la viga
con dos apoyos fijos en el eje y la viga simplemente apoyada, como se muestra en la



142 ELASTICIDAD Y RESISTENCIA DE MATERIALES

Figura 11.1. Si los enlaces no estan en el eje de la viga, pueden surgir fuerzas normales
considerables. Ello es debido a que la linea donde estan los enlaces no se deforma y en

consecuencia pertenece a la superficie neutra, generandose flexion compuesta.

A £ ©) B
Figura 11.1

El modo de convertir el sistema hiperestatico en isostatico no es inico. En la Figura

11.2, se muestran dos opciones para convertir el mismo sistema en isostatico. Si se

utiliza el método de la viga conjugada, conviene utilizar el principio de superposicion,
indicando los momentos debidos a cada carga en el sistema isostatico equivalente.

7

7 | Hiperestatico

Ay g B
P

2 Isostatico

? A

A v B Condicién: v, =0

P

Y Isostatico

A ’5 Condicion: 6, =0

Figura 11.2
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11.3. TEOREMA DE LOS TRES MOMENTOS

En la Figura 11.3 se muestra una viga continua con (N+1) apoyos. Las fuerzas
aplicadas no se han indicado en la figura. Los apoyos y los tramos se identifican
mediante niimeros, siendo [i] el tramo entre los apoyos (i-1) e (i).

e S v A !

i+l N-1 N

Figura 11.3

El grado de hiperestaticidad de la viga es (N-1), esto es, el numero de apoyos
intermedios. Una forma de convertir la viga en isostatica, es permitir el giro encima de
los apoyos. De esta forma, se generan N vigas isostaticas simplemente apoyadas. Dado
que se han suprimido los enlaces correspondientes al giro, es necesario introducir
momentos flectores desconocidos como incognitas hiperestaticas, como se muestra en
la Figura 11.4. La condicion para determinar dichas incdgnitas, es la continuidad de
angulos de los apoyos. Se utiliza el método de la viga conjugada para introducir dicha
condicion.

M; M., M; M+, My.;
< » - ¥ ¥ | | < ¥
| Ok X X KX I |

P
»
>
P
N

o
—_
o
-
—.

T
-
Z
N

A
_ <8
Figura 11.4

El sistema isostatico equivalente de la viga continua, esta constituido por N vigas
simplemente apoyadas con las siguientes caracteristicas:

e En cada tramo el momento de inercia /; es uniforme.
e Los apoyos tienen desplazamientos &
En cada tramo, el diagrama de momentos flectores esta formado por tres partes:

e Diagrama lineal del momento izquierdo.

e Diagrama lineal del momento derecho.
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e Diagrama debido a las fuerzas externas, que se denomina diagrama
isostatico, dado que corresponde a la viga simplemente apoyada.

En la Figura 11.5 se muestran las vigas conjugadas de los tramos [i] e [i+1]. Los
desplazamientos de los apoyos ¢, son momentos aplicados en los extremos de la viga
conjugada. En lugar de los apoyos de la viga conjugada, se han indicado las fuerzas
cortantes conjugadas.

Figura 11.5

La fuerza cortante conjugada (];* ) del tramo [i] se determina tomando momentos

en el apoyo (i-1), siendo:

Mi—lLi 1 2M7‘Li _ Aiai + 51 _51‘71

(11.1)

(M), =0= (1) = T T

i i

La fuerza cortante conjugada (1:*)1 del tramo [i+1] se determina tomando
i+

momentos en el apoyo (i+1), siendo:

*

(Mi+1 )H] =0=> (T;* )M :%2M'L' 41 M, L A b S 5.

i+l 1 23 b 5 SR 3 a3 SR i+1 Y (112)
EI El EL I L

i+l i+l i+170+1

i+1

Dado que la condicion de hiperestaticidad es la continuidad de angulos, ignalando
las ecuaciones (11.1) y (11.2) y multiplicando miembro a miembro por (6F), se obtiene

la ecuacion de los tres momentos:
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L L L L Aa, b
M, —+2M, [_I + I_HJ +M,,, = i 6—A7+1 L 6E(ﬂi+] - ﬁz)
i I; i+l I LI, Lyl (11.3)
_ 5[ _5,'-1 _ 5i+1 _é‘i
ﬂi - Li ﬁi” j Li+]

Hasta ahora, se han analizado apoyos simples. Si hay un voladizo, dado que es
isostatico, se sustituye por su efecto. En la Figura 11.6 se muestra el caso del voladizo
en el extremo izquierdo. El momento del apoyo se incluye en la ecuacién (11.3), siendo

en este caso M, =—Pa.

! Pa“P—‘
T4 O TR

Figura 11.6

Si hay un empotramiento, se sustituye por un tramo que cumpla / =0 . En la Figura
11.7, se muestra como se sustituye el empotramiento del extremo izquierdo. Segln la
ecuacion (11.3), los sumandos que incluyen el momento de inercia /; se anulan.

®

A =" A

0 1
Figura 11.7

NN

Por ultimo, si los desplazamientos de los apoyos son nulos y los momentos de
inercia de todos los tramos son iguales, la ecuacion (11.3) queda:

Aa A..b

M, L +2Mi(Ll. +Ll.+])+MMLM =—6#—6% (11.4)

i i+1







12. TORSION

12.1. INTRODUCCION

En este tema, se analizaran piezas prismaticas sometidas a torsion. Como ejemplo,
los ejes giratorios transmiten la potencia mediante momentos torsores. También
aparecen elementos sometidos a torsion en estructuras. Se analizaran secciones
circulares, rectangulares y secciones abiertas y cerradas de pequefio espesor. Se vera
que las secciones mas adecuadas para torsion son las cerradas de pequefio espesor. Se
determinara la posicion del punto de aplicacion de la fuerza cortante o centro de torsion
en una seccion abierta. Finalmente, se analizard el efecto combinado de la flexioén y la
torsion.

12.2. SECCION CIRCULAR

Segun la hipétesis de Coulomb, durante la torsion las secciones planas permanecen
planas girando como solidos rigidos. Por ello, los radios de las secciones permanecen
rectos. En la Figura 12.1 se muestra el punto P de coordenadas y, z antes y después de
la deformacion. Antes de deformarse, el radio GP, siendo GP=r , se convierte en el
radio GP’ tras la deformacion, girando el angulo de torsion ¢. En el eje x la componente
de desplazamiento es nula, por lo que el vector desplazamiento viene dado por:

PP =vj +wk (12.1)
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Es necesario subrayar que el angulo ¢ de la Figura 12.1 es pequefio y que el angulo

que define el radio GP esta en el intervalo 0< f <17 .

Yn

Figura 12.1

Dado que el radio GP gira el angulo pequefio ¢, se puede sustituir el arco por la

tangente y se cumple:
PP =r¢p (12.2)

Proyectando en los ejes el modulo del desplazamiento dado en la ecuacion (12.2),
se obtiene:

u=0

—v=rosinf=rp==zp (12.3)
r

w=rqocos,8=rgo1=y(p
-

A partir de los desplazamientos de las ecuaciones (12.3) se pueden determinar las

deformaciones unitarias normales y tangenciales:
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& =u,=0 Vo=V, tU,=—2¢,
&,=v,=0 Ve=v.+w, =0 (12.4)
£=v.=0 y.=u.+w . =yp,

Teniendo en cuenta la ley de Hooke, segin las ecuaciones (12.4) las tnicas

componentes no nulas de tension son %, y T

Txy = _qu),x sz = qu),x (125)

Siendo las componentes de tension cortante las de la ecuacion (12.5), la tension

cortante resultante del punto P viene dada por:

r=\J7. +1. =Gro, (12.6)

En la Figura 12.2, se muestran las tensiones tangenciales z, y 7. y su resultante 7.

El angulo A que forma ésta con la horizontal es igual a £, dado que tan A = Z —tan p.

Por lo tanto, en cualquier punto P de la seccion la tension no tiene componente radial.

Y

Figura 12.2
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Dado que el momento torsor es el momento resultante de las tensiones cortantes de
la seccioén:

M, =erdA (12.7)

Sustituyendo la ecuacion (12.6) en la ecuacion (12.7) se obtiene:
M,=Gg,[ r*dd=Gl,p, (12.8)

Siendo 7, el momento de inercia polar. La ecuacion (12.8) queda:

dp M
=—"=—°L 12.9
P dx GI, ( )

@, es el dngulo de torsion por unidad de longitud y GI, es la rigidez a torsion.

Sustituyendo la ecuacion (12.9) en la ecuacion (12.6), se obtiene la relacion entre la

tension cortante y el momento torsor:

=1 (12.10)
. ., .y 4 . ’ .
Si el diametro de la seccion es D, [ » = 3‘—27ZD . La tension cortante mdxima se da en
los puntos exteriores, cuando »=1D:

__l6M,
max 7Z'D3

(12.11)

En la Figura 12.3 se muestra la distribucion de tensiones en un diametro.
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Z;H[L\’

Figura 12.3

La hipotesis de Coulomb es valida también para la seccion circular hueca y por lo
tanto, se puede utilizar la ecuacion (12.10). En la Figura 12.4 se muestra la distribucion

de tensiones. Si los didmetros exterior e interior son Dy d respectivamente, el momento
de inercia polar es /, = 31—272'(D4 - d4) . Segtin la ecuacion (12.10), la tensién maxima

viene dada por:

(12.12)

Figura 12.4

Con respecto a la rigidez, integrando la ecuacion (12.9) entre las secciones A y B,
se obtiene la diferencia de d&ngulo entre dos secciones:
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BMI

—d 12.13
s (12.13)

O =P, =

Si larigidez a torsién G/, es uniforme, la ecuacion (12.13) puede escribirse como:

SM/A.K
-, = 12.14
P = P4 =7 ( )
V2
| 7l
Tmax
—
R L Ji G
// 7 l 4 M[
7 v 7 I: 7
Figura 12.5

Dado que las tensiones tangenciales maximas se dan en el exterior de la pieza, en la
direccion del eje de la pieza y en su perpendicular se da un estado de cortadura pura,
como se muestra en la Figura 12.5. Los materiales fragiles se rompen por los planos de
tension de traccion maxima, por lo que se producen fracturas helicoidales a 45°. Como
ejemplo, la que se obtiene al someter una tiza torsion.

12.3. SECCION RECTANGULAR

Cuando la seccidn es rectangular, la hipotesis de Coulomb no se cumple. Este
problema lo resolvié Saint-Venant mediante la Teoria de la Elasticidad. Las tensiones
maximas se dan en la mitad del lado mayor, como se muestra en la Figura 12.6.
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A

f

%

$
dmjj]]]]ﬂ| Tmax

Figura 12.6

El valor de la tension maxima es:

z-max = a]l‘f}tlz (1215)
El 4ngulo de torsion por unidad de longitud es:
Q. = Zf I, = phb’ (12.16)

t

Siendo /, el momento de inercia equivalente de la seccion rectangular. En la

siguiente tabla se dan algunos valores de los parametros ay g, siendo £ >b.

hib 1 LS 1,75 2 2,5 3 4 6 8 10 o0
o 0,208 0,231 0,239 0,246 0,258 0,267 0,282 0,299 0,307 0,313 0,333
p 0,141 0,196 0,214 0,229 0,249 0,263 0,281 0,299 0,307 0,313 0,333
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12.4. SECCIONES ABIERTAS DE PEQUENO ESPESOR

Segun la analogia de Prandtl, los problemas de torsion y el de una membrana elastica
sometida a presion son analogos, dado que las ecuaciones diferenciales que rigen
ambos problemas son andlogas. Por lo tanto, en base a dicha analogia, los resultados
obtenidos de un problema se pueden trasladar al otro. Se han obtenido conclusiones
para problemas de torsion a partir de experimentos realizados en peliculas de jabon,

que son membranas elasticas.

Segun dicha analogia, en el caso de una seccion abierta de pequefio espesor, la forma
de la seccion no condiciona la distribucion de tensiones y se puede analizar como una

seccion rectangular, siendo @ = # =1 cuando el espesor es uniforme. Se supone que la

distribucion de tensiones es lineal en el espesor. Cuando el espesor de la seccion es

variable, la tension maxima 7, es:

;= (12.17)

Segtin la ecuacion (12.17), la tension maxima corresponde al espesor maximo. El

angulo por unidad de longitud es:

Q. =— (12.18)

En las ecuaciones (12.17) y (12.18), el momento de inercia equivalente /, que

corresponde a la seccion abierta de pequefio espesor es:
_ 3
I _Lz ds (12.19)

La integral de la ecuacion (12.19) esta extendida en la linea media L que se muestra
en la Figura 12.7.
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Figura 12.7

Cuando la seccion esta formada por n trozos de espesor #; y longitud s;, la ecuacion
(12.19) puede escribirse como:

1=%¢s, (12.20)

12.5. SECCIONES CERRADAS DE PEQUENO ESPESOR

Segun la analogia de Prandtl, las tensiones son uniformes en el espesor. Se aisla un
trozo de un elemento de longitud dx de la pieza, como se muestra en la Figura 12.8,
siendo ¢4, 13 los espesores de las esquinas. Siendo uniformes las tensiones en la longitud
dx, planteando el equilibrio de fuerzas en el eje x:

F =0=r1,t,=14, (12.21)

Segun la ecuacion (12.21), el flujo cortante g, =7¢ es uniforme en la seccion. En la

Figura 12.9 se muestra la fuerza que corresponde a la tension cortante en un elemento

de area dA =tds . El momento torsor generado por esa fuerza dF es:

dM, = dFr = (zdA)r = (ztds) r (12.22)
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Figura 12.8

Integrando la ecuacion (12.22), el momento torsor es:
M, = njL rds (12.23)

Al ser uniforme 7¢ en la ecuacion (12.23), puede extraerse de la integral. Ademas,

—1

como se muestra en la Figura 12.9, d4, = 5rds y por lo tanto 4, =%J.L rds , siendo 4,

el area encerrada por la linea media. En consecuencia, de la ecuacion (12.23) la relacion
entre el momento torsor y la tension cortante es la siguiente:

M
r=—t (12.24)
24t

Segun la ecuacion (12.24), la tension maxima se da en los puntos de espesor
minimo. Ademas, para soportar la tension lo mas importante es el hueco, no la cantidad
de material, dado que la mayor parte del area A4, corresponde al hueco. Por ello, en

torsion, las secciones cerradas de pequerio espesor son las mas adecuadas.
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dA="srds

Figura 12.9

Para desarrollar el analisis de rigidez, se utiliza la igualdad entre el trabajo dW;
realizado por el momento torsor en un elemento diferencial dx y la energia de
deformacion dU; acumulada. Siendo d¢ el angulo girado entre los lados del elemento,

el trabajo es:
dw,=iM do (12.25)

Dado que sdlo hay tensiones cortantes en el plano yz, la energia de deformacién por
unidad de volumen es:

2

Uy =L(r,7, + 7.7 ) = (), +22) =2T—G (12.26)

La energia de deformacion del elemento diferencial de longitud dx es:
T2
du, =(IAUOdA)dx=(ILEtds]dx (12.27)

Sustituyendo la ecuacion (12.24) en la ecuacion (12.27), queda:

2 2
dU, = j’—tds dx = Mz jﬁ dx (12.28)
12G 8A°G L ¢
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Igualando las ecuaciones (12.25) y (12.28), el angulo de torsion por unidad de
longitud es:

dp M 44’
p —do M 44 (12.29)
T odx Gl J‘dS
L

En la ecuacion (12.29), la integral del momento de inercia equivalente incluida en
1, se sustituye por un sumatorio, cuando la seccion esta formada por trozos rectos de
espesor uniforme. Ademads, dado que se incluye el area encerrada por la linea media 4,
la ausencia de material aumenta la rigidez.

12.6. CENTRO DE TORSION

El centro de torsion es el punto de aplicacion de la fuerza cortante y se denota con
la letra O. En algunas secciones abiertas de pequefio espesor el centro de torsion y el
centro de gravedad no son el mismo punto. Al analizar la flexion simple, utilizando el
teorema del flujo cortante e hipdtesis simplificativas, se ha determinado la distribucion
de tensiones de la seccion, suponiendo que la fuerza cortante estd en el centro de
gravedad, aunque dicha condicién no se ha utilizado.

Si la seccion tiene un eje de simetria, O esta en él. Por lo tanto, si la seccion tiene
dos ejes de simetria O y G coinciden. Si las lineas medias de los distintos trozos de la
seccion se cortan en un punto, el centro de torsion es dicho punto, como en el caso de
la seccion en L de la Figura 12.10.

~|

O e S e

Figura 12.10

Se analiza el caso de una seccion en U para determinar la ubicacion de la resultante
de la distribucion de tensiones. En la Figura 12.11 se muestran la distribucion de
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tensiones de la seccion y las resultantes F; y F, de dicha distribucion en las alas y en

el alma, respectivamente. La resultante de dichos vectores es la fuerza cortante 7'y esta
aplicada en el punto O. Por simetria, O esta en el eje z y su ubicacion se determina

aplicando el teorema de Varignon en el punto C:

TOC = Fh, (12.30)

-——

°Q
o
—
NP
Q

ﬂ H

-—
O,
>
=}

Figura 12.11

Dado que el flujo cortante es una fuerza distribuida por unidad de longitud, siendo

el maximo de las alas gimax, la fuerza F, es:
F; :% 091 max (1231)

Aplicando el teorema del flujo cortante, el flujo maximo de las alas es:

G =t (1232)

Combinando las ecuaciones (12.30)-(12.32), se obtiene:

oc -tk
41

z

t (12.33)
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Para aplicar T en el centro de torsidon, seria necesario unir un suplemento a la
seccion. Si 7 estd aplicada en otro punto Q de la seccidn, se origina el momento torsor
Td , como se muestra en la Figura 12.12. Por ejemplo, si un voladizo con seccion en U
o en L esta sometido a su propio peso se produce torsion, dado que la resultante de las
fuerzas de volumen de cada seccion esté aplicada en el centro de gravedad de la seccion.

Q
e |

< d
VT
1

Figura 12.12

12.7. FLEXION-TORSION

Uno de los casos en los que la flexion y la torsion se dan simultaneamente, es el
caso de ejes circulares giratorios. Segun la Figura 12.13, supongamos que la seccion de
diametro D esta sometida al momento flector M y al momento torsor M.,.

M M,
Ox T
Ox4

T4

B

Figura 12.13

Las tensiones normales maximas se dan en los puntos A y B y las tensiones cortantes
maximas de torsion se dan en cualquier punto de la periferia, incluidos A y B. Las
tensiones normal y cortante del punto A son:
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32M ; _16M,
zD’ A D’

(12.34)

A T

Habitualmente los ejes estan fabricados con materiales ductiles y en éstos puede
aplicarse el criterio de méxima tension cortante. Dado que la tension cortante maxima
es el radio del circulo de Mohr, utilizando las tensiones de (12.34):

./ 2 M (12.35)

Igualando la tensién maxima de la ecuacion (12.35) con la tension admisible del
material y despejando el didmetro D, se obtiene:

D:\/ 16 M? +M? (12.36)
”Tadm







13. TEOREMAS ENERGETICOS

13.1. INTRODUCCION

El trabajo realizado por las tensiones cuando los desplazamientos varian en un
elemento diferencial, ha sido determinado en el tema “El Cuerpo Eléstico” y se ha
denominado Energia de Deformacion. En este tema, se supone que el trabajo realizado
por las fuerzas externas se convierte en energia de deformacion, sin tener en cuenta la
energia cinética y la energia debida al rozamiento. Si en lugar de modificar los
desplazamientos se modifican las fuerzas, se definen e/ trabajo complementario y la
energia de deformacion complementaria o coenergia. En este caso, se supone también
que el trabajo complementario se convierte en coenergia. En base a esta ultima igualdad
se deduce el teorema de Engesser-Castigliano. Expresando la coenergia en funcion de
las fuerzas de seccidon y aplicando el teorema de Engesser-Castigliano, se determinan
desplazamientos en sistemas isostaticos y se resuelve la hiperestaticidad en sistemas
hiperestaticos. En este tema se utilizan los términos “desplazamiento” y “fuerza” en
sentido generalizado. Es decir, el término “desplazamiento” incluye desplazamientos
y angulos y el término “fuerza” incluye fuerzas y momentos. Al calcular el trabajo y el
trabajo complementario, se multiplican la fuerza y el desplazamiento de su direccion,
o el momento y el angulo de su direccion.
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13.2. TRABAJO Y TRABAJO COMPLEMENTARIO DE LAS FUERZAS
EXTERNAS

Se analiza un sistema isostatico sometido al sistema F,...,F, de fuerzas externas.

Los desplazamientos de los puntos de aplicacion de las fuerzas son A,,...,A, y las
componentes en las direcciones de las fuerzas son ¢,,...,0, , como se muestra en la

Figura 13.1. Las fuerzas se aplican con pequefias variaciones o cuasiestaticamente.
Suponiendo una variacion diferencial de los desplazamientos, el diferencial del trabajo

W se define como:

dW =Y F -dA =Y Fds, (13.1)

Figura 13.1

Si en lugar de los desplazamientos se supone que varian las fuerzas, el diferencial

del trabajo complementario W~ se define como:
dw' =Y A, -dF, =Y 5dF, (13.2)
i=1 i=1

En la Figura 13.2, se muestran el significado del trabajo y del trabajo
complementario en el caso del punto i. Se supone comportamiento eldstico no lineal y

que cuando F, =0 existe un desplazamiento J,, # 0 en su direccion.
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Fi)
aw’
dF;
aw
O SO
do:
Figura 13.2

El trabajo y el trabajo complementario realizado entre las configuraciones A y B se
muestran en la Figura 13.3. Se obtienen integrando entre ambas configuraciones y es:

5

W= Z_I:J.j]::dé‘z W= le‘jé‘ldE (13.3)

Fi

Figura 13.3

En un sistema eldstico lineal, cuando los desplazamientos iniciales J,, son nulos,

el trabajo y el trabajo complementario son iguales, como se muestra en la Figura 13.4.

WA—)B:W* =3 (EBé‘iB_F;Aé‘iA) (13.4)
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Figura 13.4

13.3. TEOREMAS DE RECIPROCIDAD

Un sistema isostatico elastico lineal sin desplazamientos iniciales se somete a
los dos procesos de aplicacion de fuerzas que se muestran en la

Figura 13.5:

I: Tras aplicar la fuerza F; en el punto 1 se aplica la fuerza F» en el punto 2.
II: Tras aplicar la fuerza F> en el punto 2 se aplica la fuerza F) en el punto 1.
En el proceso de carga I, el trabajo realizado por las fuerzas es:

W, =3F0, +3F0, + 10, (13.5)
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En la ecuacion (13.5), cuando se aplica la fuerza F la fuerza F'; adopta su valor final

y por lo tanto realiza el trabajo F,J,, . El trabajo en el proceso de carga Il es:

Wy =3F0, +3 56, + 06, (13.6)

Figura 13.5

Dado que en el caso de pequefios desplazamientos el trabajo no depende del orden
de aplicacion de las fuerzas, igualando las ecuaciones (13.5) y (13.6) se obtiene el
Teorema de Reciprociad de los Trabajos (Betti):

F6, =F96, (13.7)

Si las fuerzas son iguales, se obtiene el Teorema de Reciprocidad de los

Desplazamientos (Maxwell):
0, =0y, (13.8)

13.4. TEOREMAS DE CASTIGLIANO Y ENGESSER

Suponiendo que el trabajo W se convierte en energia de deformacion U, de la
ecuacion (13.1) se obtiene:

dW =dU =) Fds, (13.9)

i=1
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Se asume que en un cuerpo elastico U es diferencial exacta y por lo tanto es funcion

de estado, siendo los desplazamientos independientes o, las variables de estado:

" QU
du=%"=ds (13.10)
225

Identificando las ecuaciones (13.9) y (13.10) y dado que los desplazamientos 6, son
independientes, se cumple:
ou

Y _F 13.11
a5 ( )

La ecuacion (13.11) es el primer teorema de Castigliano. En un sistema isostatico,
expresando la energia de deformacion en funcion de los desplazamientos, se pueden
determinar las fuerzas aplicadas.

. . . * . ’
Suponiendo que el trabajo complementario W se convierte en coenergia de

deformacion U™ = C, de la ecuacion (13.2) se obtiene:

dW' =Y 8dF,=dU" =dC (13.12)

i=l1
En un cuerpo elastico se asume que la coenergia C es diferencial exacta y por lo

tanto es funcion de estado, siendo las fuerzas independientes F, las variables de estado:

dC:Za—ngl_ (13.13)

i=l1 i

Identificando las ecuaciones (13.12) y (13.13), por ser las fuerzas F, independientes

se cumple:

S5 (13.14)
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La ecuacion (13.14) es el primer teorema de Engesser, también denominado teorema
de Crotti-Engesser. Dado que Castigliano lo aplico en sistemas lineales donde U =C
antes de que Crotti y Engesser definieran la energia complementaria, lo denominaremos
teorema de Engesser-Castigliano. En un sistema isostatico, expresando la coenergia C
en funcion de las fuerzas, se pueden determinar los desplazamientos. Este teorema es
de mayor utilidad que el primer teorema de Castigliano de la ecuacion (13.11), dado
que expresar la coenergia en funcion de las fuerzas aplicadas es mas sencillo que
expresar la energia en funcion de los desplazamientos.

13.5. ENERGIA Y COENERGIA DE DEFORMACION
13.5.1 En funciodn de las tensiones

La energia de deformacion Uy por unidad de volumen se ha determinado en el tema
“El Cuerpo Elastico”, al calcular el trabajo realizado por las tensiones en un elemento
diferencial. En régimen lineal y sin deformaciones iniciales, la energia y la coenergia
de deformacion son iguales. Dado que el objetivo es la aplicacion en piezas prismaticas,
solo se escribiran los sumandos que no son nulos. Estos términos estan relacionados

con las tres componentes de tension de las secciones de la pieza prismatica: o

X0

Txy,

7, . La energia y coenergia de deformacion por unidad de volumen Uy y Cy

respectivamente, que se muestran en la Figura 13.6 son:

Uy=Cy=%(0,8,)+%(r,7, +7.7.) (13.15)

Up |
Lan

Figura 13.6

En la ecuacion (13.15), el sumando de las componentes normales esta relacionado
con la fuerza normal y la flexion. El sumando de las componentes tangenciales esta

relacionado con la fuerza cortante y el momento torsor.
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Se supone que pueden existir deformaciones iniciales ¢, debidas a variaciones de

temperatura o a errores de longitud. Como puede verse en la Figura 13.7, la energia y
la coenergia no son iguales. La relacion tension-deformacion es:

X

E =

=y (13.16)

Figura 13.7

Segun la Figura 13.7, & =0= o_=0,. Por lo tanto, de la ecuacion (13.16) se
obtiene o,=—-E¢g,. La coenergia de deformacion por unidad de volumen que
corresponde a las tensiones normales es:

2

UOU¢COU=;—2+GX€O (13.17)

En el caso de las componentes tangenciales, la coenergia es igual a la energia de
deformacioén. De la ecuacion (13.15), en funcion de las tensiones queda:

U, =C, 7}, +72) (13.18)

zX

=361
13.5.2 En funcion de las fuerzas de seccion

Dado que el teorema de Engesser-Castigliano se va a utilizar en piezas prismaticas, la
coenergia y sus derivadas se expresan en funcion de las fuerzas de seccion.
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Fuerza normal

La relacion entre la fuerza normal y la tension normal es:

N
o .=— 13.19
= ( )
sustituyendo en la ecuacion (13.17) resulta:
N* N
Coy = Yo +Eg0 (13.20)

Para determinar la coenergia de la pieza prismatica hay que integrar en el volumen.
Dicha integral se puede descomponer en una integral de drea y una integral de
longitud:

Cy =], CoxdV = j dzj da+ | —dzj £,dA (13.21)

LD EA?

En la ecuacion (13.21), L es el eje de la pieza prismatica y 4 es la seccion. Si la

deformacion inicial &, es uniforme en la seccion, la ecuacion (13.21) queda:

N2
Cy= T di+ [ Neydl (13.22)

La derivada de la ecuacion (13.22) para aplicar el teorema de Engesser-Castigliano
viene dada por:

j NN'd1+j N'e,dl (13.23)

Las derivadas respecto a las fuerzas se indicaran mediante primas, como en la

ecuacion (13.23): H' = Z—II;I , siendo H cualquier funcién de las fuerzas F.

i

En el caso de una estructura articulada de n barras, dado que N, E, 4, ¢, pueden

extraerse de la integral como factor comin, la ecuacion (13.23) queda:
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»( N’L,
C, = Z(H + Nl.gol,LiJ (13.24)

i=1 it

Derivando la ecuacion (13.24), se obtiene:
z L
C, = ZN{% + gol.Ll.j =Y N/AL, (13.25)
i=1 i“t

Momento flector

Cuando los ejes de la seccion son principales de inercia y solo actia el momento

flector M,, la relacion entre el momento y la tension normal es:

o =My (13.26)
IZ
Sustituyendo en la ecuacion (13.17) queda:
M:y* M.y
. =S + 7 & (13.27)
Integrando la ecuacion (13.27) en el volumen, se obtiene:
M: > M,
Cy. =[ CondV =] o dif yda+] =l [ ve,da (13.28)

Teniendo en cuenta que la integral de superficie del primer sumando es el momento
de inercia I, la ecuacion (13.28) queda:
: M,

IZ

d1+jL dlLngdA (13.29)

Cu. =], 2EI

Si la deformacion inicial ¢, es uniforme en la seccion, el segundo sumando de

(13.29) es nulo. Derivando la ecuacion (13.29) se obtiene:
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, M.M! j
) = L i dl+j‘ dlj ye,dA (13.30)
Mediante un procedimiento analogo, si el momento aplicado es M,, la coenergia y

su derivada, respectivamente, son:

LFdHJ. %dszgodA (13.31)
= MEjM; di+| —ydlj z&,dA (13.32)
y

Fuerza cortante

Cuando los ejes de la seccion son principales de inercia y inicamente actia la fuerza
cortante 7, si la longitud de la linea MN de flujo cortante es b como se muestra en la
Figura 13.8, la relacion entre la fuerza y las tensiones cortantes perpendiculares a la
linea MN viene dada por:

r=T, Q. b=MN (13.33)

Si la linea MN es horizontal, en la ecuacion (13.33) es 7 =7,y si la linea MN es

vertical es 7 =7_ . Por ejemplo, como se ha visto en el tema “Flexion. Tensiones”, en

una seccion en U las tensiones en las alas son 7, y enelalmason 7, .

e
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Figura 13.8

Sustituyendo en la ecuacion (13.18) queda:

2
T (0f
o == ( 2 )2' (13.34)
* o 2GbI;
Integrando la ecuacion (13.34) en el volumen de la pieza se obtiene:
2
)
_ _ v :
C; =], CordV =], Yo df A (13.35)
Multiplicando y dividiendo el area 4 en la ecuacion (13.35):
C, = —Tyz dl 4 (ch)z dA 13.36
T, _ILZGA [_ZZJ.A b> (13.36)
La ecuacién (13.36) se escribe de la siguiente forma:
C, = T)z dl _4 (Q;)z dA 13.37
Y Ll (13.37)

X, es el factor de cortante y es un parametro dependiente de la forma de la seccion.

Por ejemplo, si la seccion es rectangular, y, =% . Derivando la ecuacion (13.37) se

obtiene:

!

TT
C, = ;(),L éAy dl (13.38)

Siguiendo un procedimiento andlogo, cuando la fuerza es 7, la coenergia y su
derivada, respectivamente, son:
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2
2 (2)
C, =zsz2GAdl vo= [ (13.39)
r T
C; = Ladz (13.40)

Torsion

En el caso de la torsion, la coenergia se determinara de otra forma, dado que la
relacion entre el momento torsor y las tensiones cortantes depende del tipo de seccion.
Por no haber deformaciones iniciales, la coenergia es igual a la energia de deformacion
y ésta es igual al trabajo de las fuerzas externas. El angulo de torsion por unidad de
longitud para cualquier tipo de seccion, viene dado por:

_dp _M,

13.41
O dl Gl ( )

Tomando un elemento de longitud d/ que esa sometido al momento M;, dado que el
angulo girado entre las secciones extremas es d¢, el trabajo del momento torsor es:

dw,, =dU, =dC, =iMdg (13.42)

Sustituyendo la ecuacion (13.41) en la ecuacion (13.42) e integrando a lo largo de
la longitud de la pieza prismatica:

M
', = J'L 261 dl (13.43)
Derivando la ecuacion (13.43) se obtiene:
M M!
C,, =| ——di 13.44
M, JL GI, ( )

Resumen
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Las coenergias que corresponden a las fuerzas de seccion son independientes, por
lo que se puede utilizar el principio de superposicion para determinar las coenergias y
sus derivadas. En la siguiente tabla se recogen las coenergias y las derivadas de las

distintas fuerzas de seccion.

F
. Her Coenergia Derivada
nterna
General C dl J. dl+J. N Sodl
L2FA
N
. N.L
Articulada  C), Z +N€01 ; ZN ﬁ+é‘ol ; ZNAL
) M.M] :
M. C,. = 2EI M, dlL ye Cy =], i = dl + j M [ ve,da
M
} 4 M M)’
M, C,. = 2EI dZJ‘ zew Cyu = 77 dl + j M [ 7204
, : 1)
g CT}’ =Xy L2GA _Z)’J.La
T
T’ ;o LT]
T C. =7. L2GAdl Cr.=x.), oA —==dl
— Mf2 ! —_ Ml‘Mt,
M: Cu, _L 2GI, al Cu =), GI,
Resortes

En el caso de un resorte lineal de rigidez £, siendo F la fuerza que soporta el resorte,

la coenergia y su derivada vienen dadas por:

C, =— (C =—o 13.45
Yok ok ( )

En el caso de un resorte de giro de rigidez k, , siendo M el momento que soporta el

resorte, la coenergia y su derivada son:
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2 '
Z C = MM (13.46)
6

C =
kg ke

13.6. DERIVADAS DE LAS FUERZAS DE SECCION. METODO DE LA
FUERZA UNITARIA

En esta seccion se explica el significado de las derivadas de las fuerzas de seccion.
En la Figura 13.9 se muestra un sistema isostditico sometido a las fuerzas

independientes F,...,F, . Cualquier fuerza interna /, es funcion de las fuerzas externas
independientes, es decir [ =1(F,,...F,). Por lo tanto si la fuerza F, se modifica dF;,

1

la fuerza interna es / + I'dF,. Ademas, como se muestra en la Figura 13.9:

I,=I1+1'dF,  1,=1I (13.47)

Figura 13.9

La fuerza interna de la configuracion II1, seglin la ecuacion (13.47) y el principio de
superposicion:

1

1

=1,-1, =I4dF, (13.48)

Dado que la unica fuerza que soporta la configuracion III es dF;, las fuerzas de

seccion obtenidas haciendo dF, =1 son las derivadas de las fuerzas de seccion del
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sistema original (/, =1), es decir, 1, =1' :S—;. El método de la fuerza unitaria

i
también puede utilizarse cuando F, =0, aplicando una fuerza unitaria en la direccion

del desplazamiento a determinar.
13.7. APLICACION DEL TEOREMA DE ENGESSER-CASTIGLIANO
13.7.1 Sistemas isostaticos

El teorema de Engesser-Castigliano viene dado en la ecuacion (13.14). Expresando
las derivadas de la coenergia en funcion de las fuerzas de seccion, se pueden obtener
desplazamientos en sistemas isostaticos. Al calcular las derivadas de las fuerzas de

seccion, es util el método de la fuerza unitaria.

Se puede obtener el desplazamiento relativo entre dos puntos sometidos a la misma
fuerza, en la direccion de la recta que une ambos puntos. El desplazamiento relativo
entre los puntos #; ¢ i> que se muestran en la Figura 13.10 es:

=0, +9 —8C+8C

0, =0, +0, =——+—— (13.49)
172 1 2 aEI aEz

Figura 13.10

Siendo iguales las fuerzas aplicadas en ambos puntos, se cumple F, =F, =F;. De

esta forma, s6lo hay una fuerza independiente y la ecuacion (13.49) queda:



TEOREMAS ENERGETICOS 179

=05 +0, =— (13.50)

13.7.2 Sistemas hiperestaticos

El primer paso es convertir el sistema hiperestatico en uno isostdtico equivalente,
sustituyendo los enlaces redundantes por incognitas hiperestaticas. Una incdgnita
hiperestéatica X; puede ser de tres tipos:

a/ Reaccion externa. Siendo conocido el desplazamiento o,, correspondiente, la

condicion es:

G%C:csm (13.51)

i

En muchos casos, el desplazamiento que corresponde a las reacciones externas es
nulo, por lo que se cumple:
oC
—=0 (13.52)
0X,
b/ Fuerza de enlace entre dos elementos del sistema alejados inicialmente. Siendo

conocido el desplazamiento relativo inicial &, entre los puntos de union, segun la

ecuacion (13.50) se debe cumplir:

270 =6y, (13.53)

1
¢/ Fuerza interna. En este caso, el desplazamiento relativo entre secciones contiguas
es nulo. De hecho, las fuerzas de seccion pueden entenderse como reacciones internas
que impiden los desplazamientos relativos entre secciones contiguas. Se debe cumplir:

oc _,

—= 13.54
X (13.54)






14, INESTABILIDAD. PANDIZO

14.1. INTRODUCCION

Cuando una pieza prismatica esta sometida a compresion, puede sufrir un fendmeno
de inestabilidad del equilibrio denominado pandeo: para un valor critico de la fuerza,
se producen desplazamientos de flexion y si no se retira la carga, puede producirse el
fallo de la pieza. Dependiendo de la respuesta de un sistema tras una perturbacion o
pequefio cambio, la estabilidad del equilibrio se puede clasificar en:

e Fquilibrio estable: tras una perturbacion, el sistema vuelve a la
configuracion de equilibrio inicial.

e FEquilibrio inestable: tras una perturbacion, el sistema se aleja de su
configuracion de equlibrio inicial.

e Equilibrio indiferente: tras una perturbacion, el sistema adopta una nueva
configuracion de equilibrio.

Se analiza la estabilidad del equilibrio de piezas sometidas a compresion uniforme.
Para ello, se utilizan el equilibrio de la configuracion deformada de la pieza y la
ecuacion diferencial aproximada de la curva eléstica. Al final del tema, con el mismo
procedimiento, se analiza la compresion excéntrica de columnas esbeltas.
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14.2. CARGA CRITICA DE EULER

Se analiza una columna simplemente apoyada que soporta la carga P y que se
muestra en la Figura 14.1. Se determina la carga critica que genera pandeo aplicando
la condicion de equilibrio indiferente. Para ello, inicialmente se aplica una perturbacion
y la columna queda deformada. Si esta nueva situacion es de equilibrio, éste es
indiferente. Para valores mayores de la carga, el equilibrio es inestable y para valores
menores el equilibrio es estable.

IE>LA

-5
Figura 14.1

En la Figura 14.2 se muestra la curva elastica de la columna tras la perturbacion
suponiendo equilibrio indiferente, es decir, se supone que la nueva configuracion de
equilibrio es la posicion deformada. Se dibuja en posicion horizontal, indicando los ejes
que se han utilizado en la deduccién de la ecuacion diferencial de la curva elastica. El
desplazamiento de la seccion analizada es v. El apoyo A se ha dibujado para aclarar la
figura, teniendo en cuenta que la reaccidn vertical es nula.
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Figura 14.2

Considerando una seccion a distancia x del apoyo, el momento flector viene

dado por:
M =Py (14.1)
La ecuacion diferencial de la curva elastica es:

dzv_ M

e _E_Iz (14.2)
Sustituyendo la ecuacion (14.1) en la ecuacion (14.2):
d—2:+afv=0 (14.3)
X
La solucion general de la ecuacion diferencial lineal (14.3) es:
v=_Csin(a,x)+C, cos(a.x) (14.4)
Siendo ¢:
P
@ =z (14.5)

Se deben cumplir las siguientes condiciones de contorno:
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(14.6)

De la primera condicion de (14.6) se obtiene C, =0. Para que se cumpla la

segunda condicidn se pueden dar dos situaciones:

e La que corresponde al equilibrio estable, siendo C, =0.
e sin(e,L)=0. Por lo tanto, se debe cumplir @ L=7,27.... La carga

minima es la que corresponde a 7. Sustituyendo en la ecuacion (14.5), la

fuerza es:

(14.7)

Dado que en el plano Ozx se puede realizar un andlisis andlogo, la carga

critica es la que corresponde al momento de inercia minimo:

p T EL

krit — Lz (148)

Segun la ecuacion (14.8), para que la carga critica sea pequefia el momento
de inercia minimo debe ser grande. La situacion 6ptima para esta condicion es
que los momentos de inercia principales sean iguales. Asi, el circulo de Mohr
de momentos de inercia es un punto y todas las direcciones de la seccion son
principales. Ademas, dado que alejar material de los ejes aumenta el momento
de inercia, las secciones mas convenientes son las de pequefio espesor. Por
ejemplo, las secciones cuadradas y circulares huecas.

14.3. INFLUENCIA DE LOS ENLACES

Dependiendo de los enlaces de los extremos de la columna, la carga critica
varia. Dado que en la columna simplemente apoyada los momentos son nulos
en los extremos, para otras condiciones de enlace se buscan los puntos de
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momento nulo. La distancia entre dos de dichos puntos, se define como longitud
de pandeo L,. Estos puntos, segun la ecuacion (14.2), son puntos de inflexion de
la curva elastica. En la Figura 14.3 se muestran los enlaces habituales que puede

S
> — - -

Figura 14.3

tener una columna de longitud L.

l>lP l P H‘ l>lP

Las longitudes de pandeo correspondientes son:
Articulada-Articulada: L, =L
Empotrada-Libre: L, = 2L
Empotrada-Empotrada: L, = 0,5L
Empotrada-Articulada: L, = 0,7L

Para cualquier condicion de enlace la carga critica es:

_ 7’EL,

(14.9)

P

14.4. TENSION CRITICA Y ESBELTEZ

La tension critica es la que corresponde a la carga critica de pandeo:
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L _ ﬂzE]min

crit

Gcri = - 2
A Ar

Teniendo en cuenta la definicion de radio de giro i: 7, =

min

Por otra parte, la esbeltez A se define como:

A=—E
i

min

Sustituyendo la ecuacion (14.11) en la ecuacion (14.10):

(14.10)

iZ A

min

(14.11)

(14.12)

En la normativa del calculo de estructuras, la esbeltez de los elementos

estructurales sometidos a compresion es un parametro fundamental.

Representando la ecuacion (14.12) en una grafica, se obtiene la curva de Euler

que se muestra en la Figura 14.4.

o\

Oe

Ao )
Figura 14.4

Siendo o es el limite elastico, para asegurar comportamiento elastico la

esbeltez debe cumplir la condicion 1> 4,. Las piezas que cumplen dicha
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condicion se denominan esbeltas. Cuando 4 < 4, las piezas son cortas y la curva

de Euler no se puede utilizar.
14.5. COMPRESION EXCENTRICA DE COLUMNA ESBELTAS

Cuando una columna esbelta empotrada en un extremo y libre en el otro esta
sometida a compresion excéntrica, si el desplazamiento del extremo libre es del
orden de la excentricidad, surge un problema de grandes desplazamientos. Por
lo tanto, se realiza un analisis similar al desarrollado en el caso de la carga
critica, utilizando la configuracion deformada y la ecuacion diferencial
aproximada de la curva elastica.

Figura 14.5

En la parte izquierda de la Figura 14.5, se muestra una columna sometida a
una fuerza de compresion P con una excentricidad e,, con el sistema de
referencia que corresponde a la seccion. En la parte derecha, se muestran la
curva elastica y la posicion de la carga, con el sistema de referencia para la
determinacion de los desplazamientos. Tras determinar las reacciones en el
empotramiento A, en la Figura 14.6 se muestra el corte que corresponde a una
seccion a distancia x, siendo el momento flector en la misma:

M=Pv-P(e, +3,) (14.13)
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Figura 14.6

Sustituyendo en la ecuacion (14.2) se obtiene:

2
9V tv=ai(e, +5,) (14.14)

X

La solucion general de la ecuacion diferencial (14.14) es:
v=C,sin(a.x)+C, cos(azx)+(ey +5y) (14.15)

Las condiciones de contorno para determinar las constantes C; y C> y el

desplazamiento &, son las siguientes:

x=0 v=0
x=0 v, =0 (14.16)
x=L v=0

Aplicando las condiciones de (14.16) en la ecuacion (14.15), se obtiene:

C,=—(e,+5,)
C =0 (14.17)

~ [1-cos(a.L)]
o= cos(a.L)

Sustituyendo los resultados de (14.17) en la ecuacion (14.15), la funcion de

desplazamientos es:
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v=ev1_L(a2x) (14.18)
cos(aZL)

Sustituyendo la ecuacion (14.18) en la ecuacion (14.13), el momento flector

en funcion de x es:

(14.19)

Segtin la ecuacion (14.19), el momento maximo se da en el empotramiento:

1
Mmax ZMA =—Peym=—Pey SCC((ZZL) (1420)

En la ecuacion (14.20), sec(a.L) es un factor multiplicador que afecta al

momento de flexion compuesta (—Pe, ), siendo sec(a.L)>1.

Dado que cuando ocurre la inestabilidad el momento del empotramiento

tiende a infinito:

2
El
Mmax—>oo:>aZL—>£:>P:” =

. o (14.21)

Segtin la ecuacion (14.21), la carga critica que provoca pandeo es la obtenida
en el caso Empotrado-Libre y corresponde al momento de inercia minimo.
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