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PROBLEMAS DE FISICA CUANTICA HOJA 7

- Consideremos una particula fija en el espacio, de nimero de spin s = 1/2, y momento magnético
proporcional al spin M = yS. El sistema estd sometido a un campo magnético uniforme Bg en una direccion
que llamamos z. Considerando que nuestra particula no tiene energfa cinética por estar fija, y la tinica
interaccioén es con el campo magnético, describir los estados estacionarios del sistema y sus energias. En el
instante inicial t=0 el sistema estd en un estado en el cual el valor de la componente de spin en una direccion
determinada u es + #/2. Por lo que sabemos de forma general, el estado se podréd expresar en la forma:

-iZ

y(0)) = cos e 2

g
+>+ sen%eﬂ—)

donde 6y ¢son los dngulos esféricos de u con respecto a las coordenadas cartesianas en las cuales

z es la direccién del campo magnético.

a) ;Cudl es el estado W(t) en un instante t > 0 posterior?

b) Calcular y describir la evolucién en el tiempo del valor medio del spin  <Sx(t)>, <Sy(t) >,y < Sz(t)>.

- En la figura, A y B son dos dispositivos Stern-Gerlach que permiten, al estar modificados, solamente el

paso de los 4tomos con componente de espin positiva en la direccion z.
Z

A BI—

Si la intensidad del haz emergente del dispositivo A es N dtomos por segundo, ;Cudl serd la intensidad del
haz emergente del segundo dispositivo B, si su eje estd girado 90° con respecto al A? Contestar para el caso
en que el spin de los dtomos sea s = 1/2. Repetir el ejercicio cuando el dngulo entre los ejes de los dos
dispositivos (perpendicular al eje del haz) es 0°, 180° y 60°.

(:\‘ —_ —
}/.- Un haz de moléculas de spin s = 1, masa = 3.344 x 10%” Kg y momento magnético M = % S se propaga a
1

lo largo del eje OY. Un aparato de Stern-Gerlach dirigido segin el eje OX deja pasar solo las moléculas para
las cuales Sy vale +# . El haz emergente atraviesa una region del espacio en la que existe un campo
magnético uniforme y constante B dirigido segiin OZ, y finalmente pasa a través de un segundo aparato de
Stern-Gerlach dirigido segin ¢l eje OX.

a) Demostrar que finalmente se obtendrén tres haces de moléculas cuyas intensidades son proporcionales a
cos’(wt/2), 2 sen’(wt/2) cos(wt/2), sen’(wt/2),

donde w = puB/h, y t es el tiempo que tarda la molécula en atravesar la regién del campo B.

b) Si las moléculas tienen-una energia cinética de 25 meV y el campo B actiia a lo largo de una distancia de
20mm, se encuentra que del segundo aparato no emerge ninguna molécula con Sy = +# cuando B = 1.80
(nt+1/2) mT, con n un entero. Deducir el valor de w.

Datos para el calculo numérico : 1= 1.05 x 107 J seg.



ft/.— El estado cudntico de espin de un par electrén — positrén es

)= %|e+,p+>+%[e+,p —)+%le—,p+>+ %’e—,p—) ;

donde |+) y |-) son autoestados de S’y S, y |e+, p —) significa, por ejemplo, que el electrén se encuentra en

el estado |+) y el positrén en el estado |-) . Medimos S, para el electrén, ;qué resultados son posibles y con

qué probabilidades?, ;cudl es el estado cudntico inmediatamente después de la medida? Repetir el problema
considerando ahora que el estado inicial es

)= [3lexp-)- Bl ).

Comparando los resultados obtenidos, ;qué puede decirse de los estados iniciales [y, y [4,)?

/5:- El estado cudntico de espin de un par electrén - positrén es:
1
[1)=5llew.p)-le-p)]

donde |e+,p-) significa, por ejemplo, que el electrén se encuentra en el estado |[+) y el positrén en

el estado ]m) Supongamos que para el electrén medimos S, y para el positrén medimos S,

i cos@ .

demostrar que (S:S,{’ ) =—

ﬁ - El estado cudntico de un electrén viene dado por el siguiente espinor:

(r+l‘w)‘_ A(r)r’(0.9)

(r-tw)] 1)1 (0.9)

siendo |+) y |-) los autoestados de S’y ..

a) Sise mide la componente z del espin, ;qué resultados pueden obtenerse y con que probabilidad?
b) (Y sise mide la componente x del espin?

/?.\-;Considérese una particula de espin %2. Sea S su espin, L su momento angular y supéngase que el
siguiente espinor define su estado cudntico: : e <P g
. ; ) (m;w P YU ) dv e A

:: o\ [(r+|1p)] R(;*){Y(}U (8";0)"'%1’!0 (9=‘p)] J Qode: e
Eiw (0.0)-v2 (0]

'y

{r=[v)

2

Ll B

V3



donde r, 0 y ¢ son las coordenadas de la particula y R(r) una dada funcién de r.

a) ;Qué condicién debe satisfacer R(r) para que el estado cudntico esté normalizado?
b) Si medimos S,, ;qué resultados son posibles y con qué probabilidades?. Responder 1o mismo si
medimos L ; y también si medimos S,.

¢) Una medida de L’ con la particula en el estado |w) da como resultado cero. ;Cudl es el estado
cudntico de la particula inmediatamente después de la medida? Responder lo mismo si el
resultado de medir L es 2h”. '

E(— Considerar un sistema formado por dos particulas de spin 1/2. El hamiltoniano estd dado

por H =(%)Sl -8,. Suponer que el sistema estd en el estado |+-)para t<0. Calcular, en funcién
r .

del tiempo, la probabilidad de encontrar cada uno de los siguientes estados |+ +),|-+),[-=) y|+-)-

)/.— El hamiltoniano de un sistema de dos particulas cuyos espines son 3/2y'1 es H = A(S2 - ﬁSz),
donde § en el espin total del sistema y S. su componente z.

a) Determinar los valores posibles de la energia y su degeneracion. y
b) Se mide la componente z del espin de cada una de las particulas, siendo el resultado -1/2 y 0. Si
a continuacién se mide la energia del sistema, ;qué resultados son posibles y con qué probabilidad?
¢) Suponiendo que al medir la energfa se ha obtenido el més alto de los posibles valores, ;cual es
la probabilidad de que al medir a continuacion la componente z del espin de cada una de las
particulas se obtenga como resultado -1/2 y 07

Ak 02
{

10.- El positronio es un sistema ligado electrén-positron. Consideremos los estados 1s de dicho
sistema. Para ellos, el hamiltoniano del sistema inmerso en un campo magnético (0,0,B) puede
escribirse del siguiente modo:

H:As,-sz+2“f;3(s,z—sh)

1

donde A es una constante y S, y S, los operadores de spin de las dos particulas. ) Expresar la matriz
H a campo nulo en la base de estados estacionarios, indicando los niveles de energia y su
degeneracion. b) Determinar las energfas de dichos niveles en funcién del campo magnético
aplicado B, y dibujar esquemdticamente el correspondiente diagrama de Zeeman. 0

(.{(7?“"? (u}
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PROBLEMAS DE FISICA CUANTICA HOJAN°8

*1 - Considérese una particula en un pozo cuadrado unidimensional infinito de anchura
a. Se somete al sistema a una perturbacién W(x) =aw,6(x -a/2) donde w, es una
constante real. Calcular en primer orden las correcciones a los niveles de energia.

' 2.- Considérese un oscilador arménico bidimensional descrito por el hamiltoniano
1 I — .
H= -2—(1}2 +Pf)+ Emaf(f + Y2) . Obtener los estados estacionarios y sus energias.
m :

Supdngase ahora que el sistema es perturbado mediante un término de energia potencial
V =2uXY. Obtener, en primer orden de aproximacién, las energfas del estado
fundamental y del primer estado excitado.

3.~ El hamiltoniano de espin de un par electrén — positrones H,=A S,.S,.,siendo S, y S,
los operadores de espin del electrén y del positron respectivamente.

a) Obtener las posibles energias y los grados de degeneracion.
b) Suponiendo que sobre el sistema actiia una perturbacion W=B §,.S , con B << A,

expy?
calcular las correcciones a primer orden de las energias obtenidas en a).
¢) Supongamos que en un dado instante el estado cudntico del sistema es

W)= les. o)+ let.p-Y+lem )= —lep-),
5 N 7 7

donde |+) y |-) son autoestados de S’ y S.. Medimos entonces la componente de espin del
electrén a lo largo de z, ;qué resultados son posibles y con qué probabilidades?, ;Es |)
un estado producto o entrelazado?

d) Supongamos que en lugar de medir el espin del electrén medimos la energia del
sistema en el estado |-tp>, ¢ Cudl es la probabilidad de obtener la energfa mas baja de

H,+W?

* 4.- Considerar una particula de masa M restringida a moverse en el plano XOY en una
circunferencia de radio R (la inica coordenada del sistema es el angulo o).
a) Expresar los autovalores de la energia y los estados estacionarios de la particula.
b) Suponiendo que la particula tiene una carga g, y que interacciona con un campo
eléctrico £ uniforme y paralelo al eje OX, calcular la funcion de onda del estado
fundamental en primer orden en E.
¢) Determinar el coeficiente de proporcionalidad (polarizabilidad lineal) entre el
momento dipolar eléctrico adquirido y el campo E.

¥ « 5.- Encontrar en primer orden de aproximacién las correcciones a los niveles de energia
/ - - ~ . . - .
| de un dtomo de un electrén y Z protones al afiadir un protén mds a su niicleo. Usando

Dlo o da

3 ) =3
1 fn\_r



los resultados exactos discutir la validez de la aproximacién. Para evaluar las integrales
necesarias utilizar el teorema del virial.

\{(‘6.— El hamiltoniano de un sistema de momento angular J =3/2 es H = Hy+W , siendo
E . .
Hy= a[.l: +7} y W= b[.r’f —%hz] .a 'y b son constantes con las dimensiones

apropiadas.

a) Para b= 0 determinar las posibles energias y sus grados de degeneracion.
Ordenando la base de manera conveniente, expresar la matriz que representa el
operador H,,.

b) Considerando ahora que b # 0, pero b << a, determinar las correcciones a primer
orden de las energias obtenidas en a).

/ . I3 . . . .
% 7.- Considérese un sistema con momento angular J . Nos restringiremos al subespacio
j=1, es decir, el generado por los vectores |1}, |0) y |-1), autoestados de J*y J,. El
hamiltoniano de este sistema es

b

H,=al +—
0 z ﬁ'

JZ

donde a y b son constantes positivas con dimensiones de velocidad angular.

a) ;Cudles son los niveles de energia del sistema? ;Para qué valor del cociente bla
existe degeneracion?

b) Un campo homogéneo y constante B, es aplicado en la direccion u, definida por los

dngulos polares 6 y ¢. Demostrar que la interaccion entre el momento magnético
M =yJ yel campo B, puede expresarse en la forma

W =, [J’_‘, sinfcos@ +J, sinOsing +J, cos@] ,

donde w, =—y|BO|. Asumimos que la razén giromagnética y es negativa, con lo cual
w, >0 . Escribir la matriz que representa W en la base de autoestados de H,.

¢) Consideraremos en adelante que @, << a . Suponiendo que b = a, y que u es paralela
al eje OX, calcular las energias corregidas a primer orden en w, Yy los estados

corregidos a orden cero.
d) Suponiendo ahora que b = 2a, y que u es una direccion cualquiera, obtener la
expresion del estado fundamental |y,) corregido a primer orden. Calcular (M) en el

estado [y,). (Son (M) y B, paralelos? Obtener los coeficientes del tensor

susceplibilidad magnética x, que relaciona (M) con B, en la forma (M,)= 2 XiB s
F



- 8.- Estructura hiperfina en el nivel fundamental del dtomo de hidrégeno:
Se denomina estructura hiperfina al desdoblamiento de los niveles de energia de un
dtomo debido al campo magnético producido por el niicleo. El ejemplo mds simple es el
del dtomo de hidrégeno en su estado fundamental 1s'. En este caso el efecto se
representa mediante el siguiente término perturbativo

W, =AI*S

donde Iy S son respectivamente los operadores de espin del niicleo y del electron, y
A es una constante. El nicleo posee espin % igual que el electrén, de modo que si
consideramos los dos posibles estados de espin nuclear (|+) y |~)), el nivel fundamental
del d4tomo de hidrdgeno estd cuatro veces degenerado.

Determinar el desdoblamiento del nivel fundamental debido a la perturbacion W,

indicando la degeneracién de cada nivel desdoblado.

P ; o s g |
9.- Un electrén se mueve en un potencial arménico tridimensional V(r):Emwzrz.
Como el potencial es central, existe una base de estados estacionarios de la forma
|n.t,m,s,m). Concretamente, para el potencial considerado, puede demostrarse que

3
E, = ha)(n+5) y que

0,2,4,....n para n par

1,3,5,...1 para nimpar

a) Utilizar teorfa de perturbaciones para calcular las correcciones a la energia y las
degeneraciones residuales, para el nivel n=2, debidas a la interaccion spin-Orbita:
1 1av()

e LS.
2mie? 1 dr

H 5-0 <

b) Si para 1=0 el electrén se encuentra en el estado 2,2,],%+> y se mide la energia,

decir que resultados son posibles y con qué probabilidades.

o 18.- Considérese que H,=AL.S es el hamiltoniano de una particula de espin %2 y
momento angular orbital dado por el niimero cudntico [ = 1.
a) Obtener las posibles energias del sistema y sus grados de degeneracién.
b) Se aplica un campo magnético B en la direccion x, de modo que el hamiltoniano
resulta ser:

H,=AL.S +yB(L, +2S,)

Considerando al segundo término como una perturbacién, determinar la correccion (o
correcciones) de la energfa del nivel fundamental de H,;, asi como los correspondientes

estados cuanticos.



<11 - Obtener, mediante el método variacional una estimacién de la energfa fundamental
de una particula de masa m que se mueve en un potencial unidimensional

i 0 —a<x<a
D=1a t|>

Utilizar para esto la siguiente funcion de prueba:

(a2 -xg)(l +cx2) si —a<x<a

o(e.x) -

si ‘ﬂza



A\ Considerar un sistema fisico en cuyo espacio de estados se ha elegido una base
ortonormal formada por los kets |¢,); |@,); |#s); |@4); |@s); |@s) - En la base de estos
seis vectores, tomados en ese orden los observables H, y W vienen dados por:

50000 0] 0 0 -1 2 0 1
030000 000 0 0 O
Hyha| 0 0 1000 Webha| L O [T 1 0\ 2
000100 201 1 0 -2
000010 0.0 'o-0 =1/ 1
1000006 1 0 2 2 1 1

Considerando a W como una perturbacién de H, (b<<l1), se pide:

a) Indicar las posibles energias del sistema sin perturbar (b=0) y la degeneracion de
cada uno de estos niveles. _

b) Obtener las correcciones a estas energfas en funcion del pardmetro b
considerando el orden mds bajo de perturbacién, indicando el grado de
degeneracién de cada nivel corregido.

¢) Suponiendo que el estado del sistema es | W)= %\%) +-\—/1-_6—|994) + %ij) y se

mide la energfa. Indicar (para & » Q) que valores pueden obtenerse y con que
probabilidad.
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PROBLEMAS DE FISICA CUANTICA HOJA N° 9

I.- En un pozo infinito tridimensional de anchura L en cada una de sus dimensiones se
encuentran 8 electrones.

a) Calcular la energfa fundamental del sistema y su degeneracién.

b) Calcular la energia del primer estado excitado y su degeneracién.

2.~ Considérese un sistema de 2n fermiones idénticos de espin 1/2 sometidos a un
potencial de oscilador armdnico unidimensional. Encontrar las energias y grados de
degeneracion del estado fundamental y del primer estado excitado.

3.~ Considerar un sistema de 3 particulas no interactuantes que se mueven en un
. ] 2 r - 4

potencial V=Emw“(x3+y2). Dar las energfas y grados de degeneracion para los

niveles fundamental y primer excitado, en los siguienles casos: a) Particulas

distinguibles. b) Bosones indistinguibles de espin 0. ¢) Fermiones indistinguibles de

espin 1/2. D

LA

4.- Considérense dos particulas distinguibles de espin 1, ambas con funcién de onda
¥(r), pudiendo su estado cudntico expresarse como ()i (r,)| %), siendo |x) el
estado de espin total de las dos particulas. Expresar los diferentes estados cuinticos de
las dos particulas. Repetir para el caso de particulas idénticas.

5.- Dos bosones idénticos de espin cero no inferactuantes se encuentran en un pozo de
potencial infinito unidimensional que se extiende entre x=0 y x= D . En un instante

dado 1}() = \tpl > + ;\E‘(pz) es el estado cudntico de una de las particulas y

|w) = —?l(p,)-£—‘rp2> el de la otra, donde |¢,) y |, ) son los autoestados

correspondientes al nivel fundamental E, y primer excitado E, de una particula en el
pozo de potencial.

a) Verificar que |x) y |@) son ortogonales y escribir el estado cudntico normalizado de
las dos particulas.

b) En ese instante se mide la energfa. Calcular la probabilidad de medir una energia
E=FE +E, , es decir, E, parauna particulay E, para la otra. ;Cuil es cl estado
cuantico de las dos particulas después de la medida?.

c¢) Supongamos que después de la medida las particulas interactiian entre si mediante un
potencial del tipo V' = 1-%5(%T s ,\‘2), donde w,, es una constante real. Calcular, en primer
orden de aproximacidn, la correccién a la energia E del sistema.

6.- Considerar dos fermiones idénticos de espin 1/2 en un pozo infinito de potencial
unidimensional de anchura L y centrado en x =0. Supéngase que las particulas no
interactiian entre si.



a) Dar los valores de las energias y los grados de degeneracién para el nivel
fundamental y para el primer nivel excitado.
b) Escribir los estados estacionarios de los dos fermiones para el nivel fundamental y
para el primer nivel excitado expresando el estado cudntico de cada particula en la
forma @, (x,, )|%).
. , . . . . 2
c) Si ahora las particulas interaccionan mediante el potencial V(x,,x,)=C(x -x,),
considerando a V(x,,x,) como una perturbacién, calcular la correccion a la energia del
primer nivel excitado.
d) Ordenar los niveles resultantes de acuerdo a su energia indicando también su
degeneracion.
“e) Escribir los estados cudnticos que corresponden a cada nivel resultante de la
perturbacion (expresando el estado cudntico de cada particula en la forma ¢, (x|,z)|t>)*

o 1) ;Por qué los niveles quedan ordenados de esa manera?

7.~ Niveles de energia del Helio: El problema de dos particulas idénticas interactuantes
en una dimension se extiende directamente a tres dimensiones. Asf, por ejemplo,
" (x,) podrfa pasar a ser ¢, (1;) en el caso de un electrén en un dtomo hidrogenoide.

A

Aplicaremos esto al cdlculo de la energia del nivel fundamental del dtomo de Helio:

En el siguiente diagrama se representan, a la izquierda, los niveles de energia,
fundamental y primer excitado, del dtomo de Helio cuando no se tiene en cuenta la
repulsion entre los electrones. Las energias de estos niveles son -108.8 eV y -68 ¢V.

¢ Cuil es la degeneracién de cada uno de estos dos niveles?

Por otro lado, a la derecha se representan los niveles de energia observados
experimentalmente. Puede verse que el nivel fundamental ha aumentado su energia (el
valor es -78.62 eV), y el primer nivel excitado se ha desdoblado en cuatro niveles muy
Juntos. Las degeneraciones de estos cuatro niveles son 3, 1,9y 3.

Explicar porqué estos cuatro niveles presentan csas degeneraciones. ;Qué cilculos
deberfan realizarse para obtener los valores experimentales a partir del valor
aproximado (-68 eV)?

Calcular la energia del nivel fundamental mediante teorfa de perturbaciones (es decir,
pasando de dos particulas en una dimensién a dos particulas en tres dimensiones). Este
mismo problema fue resuelto por cilculo variacional, el resultado obtenido fue -77.45
¢V, y puede ser muy titil ver como se obtuvo ese valor. Comparar el resultado obtenido
con el obtenido por cilculo variacional.
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PROBLEMAS DE FISICA CUANTICA HOJA 10

A-Enun experimento de Stern-Gerlach, jcudntas marcas se observardn en la pantalla si
el haz de entrada estd compuesto por atomos de 1) K (Z=19), ii) Be (Z=4). iii) Ag
(Z=47). ‘

- Dadas la configuraciones electrénicas de los siguientes diomos en el eslado
fundumental:

Ar(18) 1s* 25° 2p° 35° 3p°

K{19) 15° 257 2p* 35" 3p° 4¢

Se(21) 1s* 257 2p® 35° 3p° 3d' 45
Br(35) 15" 25 2p° 3" 3p° 3d" 457 4p°

Obtener para cada uno de ellos los términos espectroscdpicos y ordenarlos de acuerdo
con las reglas de Hund. ;A qué se debe la diferencia de energia entre los diferentes

términos? N n‘a QM btk e sk Heo

;
- Tenemos dos bosones idénticos de espin | sometidos a un potencial central Vir).
Obtener los términos espectroscopicos correspondientes a la configuracion 157

4~ La estructura electronica del Se(34) es [Ar] 3d" 45" 4p". Obiener los érminos
espectroscépicos teniendo en cuenta la interaccin espin — drbita y ordenarlos de
acuerdo con las reglas de Hund.

ﬁ’f— Sabemos que el término espectrascipico correspendiente al estado de un dtomo de
varios electrones en la dltima subcapa es 7F. ;Qué conocemos del estado del dlomo?.
¢ Sabemos algo sobre el niimero de electrones en dicha subcapa?. ;Cudl es la
degeneracion de ese término?.

ﬁ',’- El nidimero atémico del Na es 11. a) Escribir la configuracion electrénica para el
estado estacionario fundamental del dtomo de Na, b} Dar la notacidn espectroscopica
estandar para el estado fundamental del Nu. ¢) La frecuencia mis baja del espectro de
ahsorcién del Na corresponde a un doblete. ;Cudles son las designaciones
espectroscépicas del par de niveles de energia a los cudles el dtomo es excitado como
resultado de este proceso de absorcién?. d) ;Cudl es el mecanismo responsable de este
splitting entre este par de niveles de energia?. e) El momento angular total J del dtomo
es diferente para estos dos niveles. ¢ El nivel correspondiente al valor mayor de j (el
nimero cudntico de momento angular total) cs ¢l de mayor energia o ¢l de menor? ; Por
qué?.

i R configuracién clectrénica del Ge cs [Ar]3d“4s’4p”. Suponicndo que hemos
calculado ¢l valor csperado de la cnergia total del dtomo mediante ¢l método de Hartree,
a) ;Cudl es la degeneracidn que corresponde a esa energia?

Ns ?;odu':a
Gtade  gecitade

h) Obtener los términos espectroscipicos que resultan de la interaccidn residual de
Coulomb. Ordenar estos niveles en un diagrama de energfa asignando a cada uno el
correspondiente término espectroscépico e indicando su degeneracion.

¢) Indicar como se desdobla el nivel de mids baja energiu de los obtenidos en el apartado
anterior cuando sobre 2l dtomo actia un campo magnético débil.

@ /ZJ- Considérese un multiplete de tres niveles. desdoblados por efecto del acoplamiento
Russell-Saunders. en un determinado dtomo multielectrénico. Las separaciones entre los
niveles de energiu adyacentes en orden creciente de dicho multiplete estdn en relacion
3:5. Asignar a cada nivel los niimeros cudticos L. S y I.

9! Estimar la tension de aceleracidn minima para que un tubo de rayos X con dnodo de
*Fe emita la linea Kt de su espectro, Asi mismo, utilizando los resultados del modelo
de cupas y la dependencia de Z, con n abtenidu para el Ar. estimar la longitud de onda
de un fotén K.
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Introduccién a la fisica molecular:

Vamos a comenzar por plantear el hamiltoniano de una molécula compuesta por N
éﬂoums, de modo que tenemos N nicleos v N, electrones, repeliéndose unos y otros
entre si, y atrayéndose electrones y nucleos. La enorme complicacion del problema es
mis que evidente. En efecto, tenemos:

Energia cinética:

Energia potencial: "V = V., + W, + Vo

siendo
Ne N
- 4 i s e e”
Ve Z{Z,Z“ﬂah”: = Intewaccion e
Ne N <y = i (ﬂ _
Z - Takaeeidn el vedcloos y e

. 41r£[,|r; R,|

=1 x=1

N N
1 Z ZEF.' N i

r;: posicion del electron i
R, : posicién del nicleo del &tomo «
Mg: masa del niicleo del 4tomo
Zy:nimero atémico del dtomo «
Resulta entonces

H(ruRy) = Te(r)) + To(Re) + Vee (i) + Ven (ris Ra) + Vo (Re),
y deberia resolverse la ecuacién de autovalores

H(ry, Re)¥e (i Re) = E¥g (ry, Ry).

La selucion analitica de esta ecuacion no se conoce ni siquiera para la molécula de HF
(dos protones y un electrén), que es la mds simple de todas. Vamos a ver, sin embargo,
cémo haciendo una aproximacion razonable podremos hacer predicciones que se
interpretan ficilmente y que ademds son comprobables experimentalmente.

Aproximacion de Born-Oppenheimer:

Si bien nucleo,s y electrones se mueven en la molécula, los primeros son mucho més
pesados (10° a 10* veces més pesados), con lo que es evidente que durante.el tiempo.en
que un niicleo se ha movido una.cantidad apreciable los electrones han evolucionado.
varias veces por todo el entorno de la molécula. Esto sugiere que en cada instante la
dindmica de los electrones dependera de las posiciones de los micleos y.na (o mucho
menos) de sus velocidades.

Esta es la ba.se de la apr orimacr‘tiu adiabatica o de BUm»Oppcnhuimcr En esta

fijado los niicleos en n unas dadas poswibncs R . Después se. comldera el movimiento de
los nuicleos y se obtienen sus energias y funcmncs de onda, que dependerdn de su
repulsion mutua y de los estados cudnticos electrénicos.

Podemos formular la aproximacién de Born-Oppenheimer en los siguientes tres pasos:

1.- Fijados los ntcleos en posiciones R, que aparecen como un conjunto de parametros,
planteamos el hamtltomano electromco

HE(r[. ) =T, (rlj-i; Vo) + Vo (riu Ry, Tq =0 vﬂﬂ - cte

y resolvemos la ecuacion de autovalurcs de este hamiltoniano:
HE(ry, ROWE(r, Ry) = EE(RIWE(r, Ry).

El subindice E denota los diferentes autovalores v autofunciones de H®, cada uno de los
cuales cambia si cambiamos uno o mas pardmetros R,. Asi, al variar R, variamos__
EE(R.) ¥ Yi(Ti, Rg). y per lo tanto estamos realizando trabajo: deformamos la nube
electronica y cambiamos la energia electronica. Esto quiere decir que la energia
electronica E£(R,) contribuye a la energia potencial de los nicleos.

2i- Para un dado autovalor E£(R,) construimos el hamiltoniano nuclear
H™(Ry) = Ta(Rg) + Van(Ra) + EE (Re).

Este hamiltoniano es consecuente con el hecho de que los niicleos se mueven
influenciados por la nube-electrénica, cuyo papel es.impedir que estos se alejen
indefinidamente por su repulsién mutua. Sin embargo el movimiento nuclear no da_
lugar a transiciones.entre estados electronicos de diferente autovalor (de diferente
subindice £). Por eso de denomina aproximacidn adiabdtica.

La Figura | representa esquematicamente lo que estamos diciendo: En la parte superior
se representa una molécula formada por tres dtomos dentro de la nube electrénica que
podria corresponder, por gjemplo, al nivel fundamental de energia electronica E£ . Al
moverse los niicleos la nube se deforma cambiando el valor de EE , pero no se produce
la transicién a un estado clectrénico correspondiente a otro autovalor E§ de H® como cl
representado abajo. Es decir, la nube electrénica se deforma un poco pero es
esencialmente la misma.

S wn3 |
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Resolvemos finalmente la ecuacion de autovalores del hamiltoniano nuclear
H"(Re)YE,(R,) == EEy‘PE‘v(RaJ-

El subindice » denota diferentes autovalores y autofunciones de H"(R,), los cuales
dependen a su vez del estado cudntico electrénico E.

3. En la aproximacién de Born-Oppenheimer los estados estacionarios de la molécula
se aproximan en la forma

Yeu(r, Re) = % (ri, R )Y (R
y las energias correspondientes por .EE,.

La suma V,,, (Rg) + EE(R ) es la energia potencial molecular. Si presenta minimos
para unas dadas posiciones R, entonces la molécula es estable. Por ejemplo, para una
molécula diatémica se tiene tipicamente la dependencia que aparece representada en la

Figura 2.

(RTESLR) |

mr

Figura 2 ——> Distancia de equilibrio

Resolucion de la ecuacion electronica:

Vamos a hager una estimacién.de la energia electrénica y del correspondiente estado
cudntico mediante cdlculo variacional, siguiendo un método de caleulo llamado
Combinacion Lineal de Orbitales Atomicos (CLOA, LCAO in English).

Supongamos que la molécula consiste en un electron y un conjunto de niicleos. El
método CLOA consiste en utilizar como base estados hidrogenoides del electron en los
diferentes nicleos. Tenemos asi, en general:_ & caleulamos

m:z Clgd. G wonocesemos (i)
Ve

Cada |@;) es un orbital mdrogenmde, puchendo cons1derar uno o mas orbitales por
niicleo. ﬁComo elegimos los orbitales? Lo tinico que podemos decir en este sentido es
gque debemos respetar la simetria de’la molécula. Por ejemplo, si la molécula esta
formada por dos atomos iguales, habrd un plano de reflexidn entre ambos (si reflejamos
cada dtomo en el plano tenemos lo mismo), y la linea que los une es un eje de rotacién
(Figura 3). No tiene sentido por lo tanto considerar diferentes orbitales para cada dromo.

P L)

Figura 3 \J

Tenemos entonces e —
(pg|H® |w§>
- (ElE)

Reemplazando (1) en esta expresion tenemos

_Zy CiClpidHeloy) _ i CEGH: N

Y CiClode)  ZiiCiGS; D

Los numeros Hjj se denominan integrales de Coulomb,

E=

Los nimeros Hy; se denominan integrales de resonancia

Los nimeros §jj se denominan integrales de solapamiento, y cumplen |Sy| < 1y
Si; = 1 por estar los estados |¢;) normalizados.

Minimizamos E con respecto a los cocficientes C;:



OE ¥, GHyD - 3;GSyN _ 3, GHij — 3, G5;;(N/D)
ac; D? D ;

O _XGHy—%,GSyE _ o

ac; D

Por lo tanto X; G H;; — X7 G;5;;E = 0, y llegamos asi a que

Z(HU-—SUE)C,-=D, t=12....N @y

i .
Este es un sistema de N ecuaciones, siendo N el nimero de orbitales considerados, esto

es, el nimero de términos en la expresion (1). El sistema tendra solucion no trivial
cuando

|Hij—51{'5f=0. 9 Det =0 3)

Las expresiones (2) y (3) constituyen la base para la solucion del problema. De (3)
_ determinamos las posibles energias E., y para cada una de estas, determinamos un

- conjunto de coeficientes C; que a partir de (1) nos dan el estado cuantico
monoelectrénico para esa energia.

La molécula de Hy': Asolo e

Esta es la molécula mas simple. Estd constituida por dos protones y un electrén.

n=r.-R,

']

n=r.-R,

e

R=R,-R

A

El hamiltoniano electrénico es:
2 H e e
Hime P o "
2m dme,r,  4meyr,

] ."I.'l

<rf¢pl>=7;;3-e !
0

. L

e ey =

Funcién de prueba: Iw:> =Cl@)+C,

@, ). con

Esta funcién de prueba se justifica por la simetria del problema y porque cerca del uno u
otro nicleo el hamiltoniano es el del atomo de hidrogeno.
z 2 r

. e e 1
Esdecir,cercade A —>>—=H"'=——V"- )
n n 2m dme,n

a5
2

Las expresiones (2) y (3) son para este problema

(Hu'E)C;"'(H];“SE)C1=0 s
(Hy = SE)C, +(Hy ~ E)C, =0
H,-E H,-SE
7P ©®
H,-SE H,-E
A partir de (5) obtenemos dos soluciones:
Ay +H,
4 1+8
(6)
E = H,-H, -
L 1-5
siendo
e A [ R 1(rY]-E
§= = e ™ vy =1e o[ 2] |o%
<Q7I qj_> way f ‘ ' ay 3(00] y
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h? e e? 1
Hiq= = Il - ( )
11 = Haz ("Pl| m meor, P1 ) 4z, Pl 991 @]
Ep==13.6eV
donde
1 1 1 R
=ri/@g -rifag = — |1 — p—2Rfag [ _
(ep1 qol ?mu J‘dne 1 = R] e~T1/%0 R [1 e g (ﬁn -+ 1)] . (8
Por otro lado,
¢ e? e? 1
= —3 —_— 2 - S———
Hiz = Ha = 02| =50, aneen |7 T dne, (tp; )
EpS
donde
1 4 1 R
p= e =lr1=Rl/a —rfag — = 2 o=ria
(qoz rz qa1) mag? f ArgE TN i —Rl® s ag [1 = a5l *

Puede verse que H,, (y Hy,) se aproximan 2 la energia del dtomo aislado (-£,) silos
nticleos se alejan. tas condiciones H,, = H, =0 puestoque S=0y

(03] ]os) ~o.

Reemplazando E, en la expresion (4) resulta € = €y, de modo que el estado cudntico
correspondiente es

|va)=Clin+ie)] |

£,)=C[1+1+28]=1. con Io cual

Normalizamos (w;_P

m“% |§U:

Si reemplazamos E, en (4) resulta € ==Cy. y ¢l estado cudntico cs

>‘ W:)]

. 1
ws">=:}2(1—s) [l

La Figura 4 representa las funciones de onda (r|¢§p) y (rlg)-

Cy'% CZ.

Enlazante
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Figura 4

La energia potencial molecular M(R) - E E(R) s —— + E, ;(R) resulta:

Energia|

1.77éV|...... flsgR

Figura 5 |

El estado impar ]gp&_)_es inestable. Los niicleos se alejan indefinidamente. Esto estd de
acuerdo con el hecho de que para.este estado la probabilidad de.encontrar.al.electrdn
cntre ambos protones.cs muy. pequefia. de. modo.que no existe. practicamente
apantallamiento.

Por otro lado, la energia potencial.melecular para el estado par |y > presenta un

minimo que corresponde a una distancia de equilibri. El clectrén pucde encontrarse
con bastante probabilidad entre ambos protones. con lo cual el apantallamiento es



importante. La nube electrénica “abraza” a ambos protones e impide que abandonen la

molécula. La funcién de onda (r ) correspondiente al nivel de menor energia se.

_orbital enlazante (bondmg orblta]], y la que corresponde al nivel inestable,
( |‘P¢.2 se denomina orbital antienlazante (antbonding orbital). La siguiente figura
representa el diagrama de niveles de energia orbital molecular:

denomi

El diagrama se interpreta como sigue: Silos protones estan lejos el electrén estd en el

estado |¢,) o.en el |g.) con energia E = E; = —13.6 eV. Al acercarse. los protones para_

formar la molécula el estado del elecn:on es lw&) lwﬁ-j_cgn energia E, 0 E;

respectivamente. La molécula se forma porque E < E;.

El niimero de estados I6gicamente no cambia. Partimos de dos estados hidrogenoides
|Q’;) y Imz) y llegamos a otros dos estados > >

La ocupacion por parte del electron del nivel enlazante baja la energia de la molécula y

mantiene a los nicleos a la distancia de equilibtio. En cambio, cuando el nivel
antienlazante es ocupado la energ1a aumenta y los nicleos tienden a alejarse. Puede

JLimitacién del modelo propuesto:

Desde el punto de vista experimental, la separacion observada entre los protones es 1.06

A y la energia de enlace -2.80 eV. Estos valores no concuerdan con el obtenido en el

presente calculo (Figura 5). Pademas.sin embargo corregirlos introduciendo una carga

efectiva en el niicleo modificando asi la funcion de prueba. En efecto, si la carga nuclear
es 1.228¢ se obtiene Rpin = 1.06 A v Epyin = —2.25 eV. Veamos esto con mis detalle:

S'E___.R_T"’.Oa= S=1y Hp=H; = .Eé‘;;éH.n

Decla c.\;prsgién (8) tenemos, desarrollando en seric la exponencial y haciendo R — 0,

(ozle) ~2

Qg

J.os UALORES  EX?

(v LoS ¢ALCu LA DOS.

)

itido que el sistema es mds antienlazante

o ERDAN

de modo que

2

2

-4
dmeg2ay

HH&= Ep — = Ey +2E, =3E, puestoque E;=-—

dmeya,

a la_ L_m.r_gn d\.I Hc‘ es dcur E'm =z ECI D\, a;_.g;:(do mn_;::.,m l.] funr_:igu d=. nnda no

L ¢~"/ao | sino.adadel H-.{ R
Irmn

Elproblema.se resuelve.£omo se menciond antes con una eleccién adecuada de la
funcién de prueba.

debe tenderaladel H,

fﬂn) cuando R — 0.
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método CLOA en su forma mas splc para obtener apmnmadamenw los niveles
monoelectronicos que iremos ocupando s los electrones respetando el principio
de exclusion de Pauli. Tenemos asi:

e N e e

@%Qgﬁ 7z

f |‘P(’

V() con |r P

2m : 4m:,,|r --R! 4:‘1’80

siendo (r') la funcién de onda del otro electrén en la moléeula y. como antes,
](,uf:) =Clg) +C.lg.). Las ecuaciones son las mismas

{(Hu"E)Cr"'(HI: -SE)C, =0 ©)

(Hy - SE)C, + (H, - E)C. =0

donde ahora los valores de A, son diferentes.
Vamos a simplificar el probiema todo lo que sea razonablemenre posible, m
interesados en el calculo riguroso de us §

del sistema de ecuaciones. Asf tenemos que, por un lado

Hy=H,=FE, "‘(@71 |'m+vm (ﬂi@}"
— L
L
[r=r] | e
o)

1 .
puesto que +fd!' —=0. Seria estrictamente 0 si ¢l electron 2 apantailara
[r-R| [r=7"

2
+%nfdr|qul (r | Ee—n—

completamente al nticleo 2.
= sy
Por otro lado llamamos

2
U=H1:‘EHEJ=EUS+<¢I| _MTEI ( |‘P7

El seglmdo término es pequeno y por lo tanto U <0 y aumenta (tiende a 0) al aumentar

Tenemos asi

_iu|__

: ; 3
1 Ec—E =|U]- ssl 5 ‘i Seo&w' St
SE E,—E T f

RESULTADOS

Las expresiones que resultan son ahora

o _ el =1l

S8 148§

o _clElr i T B <h
—— f

v reemplazando E, v E; en las ecuaciones (9) llegamos a
{ E, — =0
E = G=-C°
lo que da lugar a los orbitales enlazantes y antienlazantes que se describen en la Figura
]
2 % < + o « 3 (4

s »
4:.'rsR

W:-w ~ 2
enlazame La suma d en @aﬂ dc Ioa dm mos a]q]adm es —-’?P EB 'Ja moiecu a
de H, los dos electrones oc as bajo. con energia E_, la cuaI es ma%

favorable energétu.ameme Por es0 se fm'ma la molécula de H,. El estado cuénttco de
————i
los dos electrones serd 1, (1, (2)[]+ =)= |- +)] debidamente nurm::luado

(,Puedc ser [ > 0 La respuesta es si. y ocurre cnando combinamos orb1ta1=¥n Veamos

como es esto;

En este caso tendriamos

—|Eo| + U]
Ey=——— :
145 SE 1
& _—|El=1Ul Bl
T8

Como antes, reemplazando E, y E; en las ecuaciones (9) llegamos a

{ Ep — C‘l = Cz
E,: — Ci = _CZ '

Pero ahora si C1_ Cz renemos lo siguiente:

que corresponde al orbital molecular antenlazante. En cambio si €, = —C; resulta

A

?d\ape eu &ole cane YU
Eo? E¢




que es ¢l enlazants..

Por otro lado, en este caso § < 0, de modo que tenemos

=|Ep| + U]
B =175
—E,| — U
5 o ZlEl =1
1+15]

de modo que el diagrama de niveles de energia orbital molecular continda siendo mis
antienlazante que enlazante,

E=-E, \_ / E=-E,
l E }

tomos aislados e

el primer nivel excitado. .?d:q'u_e eslames kablado

del mbm*ﬂl P-

Orbitales moleculares homonucleares. Notacion espectroscipica:

Para una ruoléﬂulg formada por dos é@ﬂmos igual;;._;LLinca qua lu& une (qu» haccmos

I/ creado por los dos protoncs v consecucnmmcmc el hannlwmano H.dei electron,no_
depende del dngulo de giro ¢ en tormo a z. Por lo tamo H va a conmutar con cualquier

funcién de ¢, en particular con el opcrador L ) qucm £ntonces encontrar un

conjunto de autogstados de H que son a su vez a.utocstadoq de Lz, ¥ que.vamos g
etiquetar mediante el niimero cud mnmcaracterlsnco del autovalor m# de T,

El potencial V también es invariante ante una reflexion sobre cualquier plano que

contenga al cje z. Sin embargo esta operacidn cambia un autoestado de L, con autovalor

mh en un autoestado de L, con autovalor —mh, dade que se invierte el sentido de giro.
Por lo tanto ¢l estado estacionario serd etiquetado por |ml,

En la llamada Mnﬂwﬁm@r@ designamos en primera instancia los orbitales
molecularcs come s¢ indica en la siouicnte tabla, en la que aparceen también los
orbitales que corresponden a esos valores de |m|.

NLE(MLR HOMONWCLEAR : ,gamada ?& Qa-{\.

C'a,ua (en

S -

Im|l | Simbolo Orbitales
0 a 5§ Py d
I T Bx Py dy  dy
2 5 deyr  dyy

Por otro lado tenemos en t,uenia la We] problema. Una molécula homonuclear

imetria:

# SR S S |
5 \
v 1
]

I ) |
! Z 1
} —® o & i
: f |
I Eje de rmaui(m__l_ { Centro de im'crsi@ I
[~ - J

- - —

La siguiente figura ilustra la diferencia entre las operaciones de reflexién e inversion.
Brevemente, se refleju por un plano: se invierte por un punto.

A partir de aqui hay que analizar cuale: de estos elementos de simetria tiene el orbita]
molecular. En base a esto se define o siguiente:

a) Silainversidn.esuna.operacion.de simesmia, entonces decimos que ¢l orbital es
par, v se agrega la letra g (gerade).

b) Silainversién no es una operacion de simetria. entonces.decimes que-clorbital
es impar, v se agrega la letra u (imgerade).



¢} Sila reflexién es una operacion de simetria, entonces el orbital cs enlazante, Moléculas heteronuclearcs: FORMADA  PoR AV DIFE RENTES.

d) Silareflexion e €S N0 Una « oPcmc10n de simetria, entonces ¢l grbital es La molécula de LiFH

azanty ! erisco ¥, . . ) . . -
dpficniazantc, ;’ 3 a._rem 2l i Vamos a ver un ('.‘jBl’llp]O slmple de molccula iormada por dos atomos dJStmtos, en este

La Figura 6 representa los casos que pueden darse en orbitales moleculares . o, g3 e
homonucleares que resultan de la combinacién de orbitales s v p. H = _EV = Amer Aol eyr R| Vlr) con dre, f = |
Aakelaraute O y ahora planteamos la CLOA en la forma

Y(r) = agy(r) + b, (@),

.. ..- : *
S e =i O Oﬂ' w asumimos que [os dos electrones 1s de Li no intervendran en el enlace.

donde ¢ (1) ¥ ¢;;(r) son orbitales Lsy 2s respectivamente. Esto significa que
- El sistema de ecuaciones (2) es por lo tanto
tlaraute

.

g (Har = E)a + (Hure = SE)b = 0
s : . O aa {(HLlH—SE)a+(;;L;—E)b=O

+ +

ok exlasauke Para simplificar hacemos S = 0, Hpy = Ey,  Hyyy = Ep.
PRt : etaae BB Siendo Ey v E); las que corresponden a los dtomos aislados, y por otro lado
Tt 9D 6D — s el Huw = Huy = (@glHol@u) =U  con  U<D
- - + - - -t . T

consecuentemente con el hecho de tratarse de orbitales t_jgg s, Ey. Ey; y U son datos del
problema. El sistermna de ecuaciones es entonces

-

"
Ef%g
B

{(EH —E)a+Ub=0 103

Ua+(Ey;—E)b =0

y por lo tanto

Pt s el e tee

u Eu'—5|=0

o . L] & =
N . s L N
5 b - i Wﬁ E = EutEn (En ; Eu)z U2
=h

2

¢ @
L i E +E E — E
?" P a . ‘W&u = H2 L (Hz Lf) e

Con lo que ¢l diagrama de cnergia orbital molecular es cl siguicate

L

Figura 6



E, LUMO

B

1 HOMO

LUMO: Lowest Unoccupied Molecular Orbital.
HOMO: Highest Occupied Molecular Orhital.
Definimos ahora

_EH'E'E“

Ep = 7 A= (Ey— Ef.i)zx

con lo que

F 1
Ey = By — 587 + (2U)? v Ey = En + 58 + 20)

Definimos también

Ey = By — Ey = /82 + (2U)? — E2 = A2+ (2U)?

- (8) +(8) -9+
=== — :a,p Q’c
. E,) "\

. - .
%, = —————  es lapolaridad. Z
PTGy || — A, = A- “?z
Ul

e |

Vamos ahora a determinar los estados cuanticos del electrén para el nivel de energia
fundamental £,

Para csto reemplazameos E; cn la primera de las ceuaciones (10):

(EH_El)ﬂ+Ub=0 — (EH_El)a—IU]b-_'—O

1 — A 1
EH"'£1=EH‘_Em+E ﬂz+(2U)ﬂ=~“—2'+E A+ (2U)?
2|U]
ol _ JE+r@0E

e N EaeT)E al__,; 1-®

~ /B + 20)2

. a,’ _ (1-ay)(1+a,) _1+ay

= i " S % TR s
Beag) Bn) Gez) %

| =

[X)

i
b—lﬁ

[E]

De modo que llegamos a

b=C Ul +aydy + J1 —a,,q:a“]

y normalizando

l1+ea 1—a
w=[ 2”¢H+J 2p¢Li
N

Resultz por lo tanto que el electrén estd preferentemente ubicado en el H, es decir, el H
es el més electronegatives

El orbital enlazante es el siguiente, donde se presenta también el de la molécula de H,
para su comparacion,

A A A
‘Il"-,‘ ;’J )
/ 4 I."'&J 1"\\ /.‘ ) }k\ -
— Y @—— ——
H H H Li

Para obtener el orhital antienlazante reemplazamos E; cn la primera de las ecuaciones
(10). Llegamos a

b= [Ij“”qay—j“;“”m,-
i 2

I & L



Q casi guramcnte Eolma i6nico como e NaCl J:'.n la gum7 se r:xpllca dede
e:! punto de vista energetico la formacion de la mol [écula de NaCl en estado 2a8€080.
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Figura7
FORMA LoD 7

Fijamos el cgro de energi ) ion ¢ s iones Na entran. r
infinitamente separades. Dara csto o debio cxtracr ol clcctrén 3s' el Na, lo cual &{a dous a,,uc 3‘1 molzcula € M
requiere un trabajo de 5.1 eV. y completar con éste el orbital 3p del Cl, con lo que se

ganan —3.8 eV (es ¢l valor de la afinidad cleetrdnica del CI). De modo que sc ha ganado /

una cncrgla ncta dc 1 3 ¢V con respecto a los dos ‘.icmcntos ncutroq Alacercarse los &,{QHI ?l-l ) ,& rLu‘..C(ﬁOS ?‘n s‘-?"-‘*adb |
ione: i | _-. aTra -
m&mlwﬂmmmk“evnmf? 234) f
anar importancia la repulsid lear. La linea de trazos (Na+C1] representa la energla ) P
dc intcraccion cntre ambos dtomos ncuiros Es evidente que la molceula de NaCl existe

debido a la transferencia de carga.
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La figura representa una molécula formada por dos dtomos A y dos dtlomos B en los
vértices de un cuadrado. Consideraremos los orbitales moleculares monoclectrdnicos
formados mediante la combinacian lineal de orbitales atdmicos 15

P =Cipy +Cags + i, + 08,

Despreciando el solapamiento entre estos orbitales atémicos, y asumiendo que los
clementos no diagonales del hamiltoniano son nulos a excepeidn de (@, |H |®,) ==t
resulta que las posibles energias £ del electrin en la molécula son los siguientes:

E = 4al7 E,=e+vA + 407, E,=E,, E,=E,,
siendo

E, :energia del electrdn en un orbital g, |

é 2 ) N < [ e o S
E, renerzia del electrén en un orbital %.J i
E. ¥Ey - o Ex~E
e A
Se pide:

a) Representar el diagrama de niveles en funcién de U] partiendo de |1/ =0.

b) Demostrar que si =F£5 o [=]2) el electron solo puede encontrarse en los dlomos

A o B respectivamente. dando lugar a cstados antienlazantes.
¢} Deflinir la polaridad o, y la covalencia e, en términos de A] y |t].
d) Expresar el estado cudntico normalizado del eleetron en la moléeula para el

nivel lundamental. Representar el orbital molecular a lo largo de una linea AR,
¢Dénde es mas probable encontrar al electron si todos los dtomos son iguales v,

por lo tanto, E, = E,;" Razonar la respuesta.
¢) Repetir el apartade d) para ¢l nivel de mayor energia,

(k@
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‘Vamos a limitar nuestro estudio al caso simple de una molécula diatémica, Tl
hamiltoniano nuclear es:

} H"=T,(R,) :;;(k“% E"’(R“)- t

siendo la correspondiente ecuacion de autovalores:
Hnw;v (‘Ruz ) il Etvw: (Rﬂ) -

Utilizaremos como variablesla posicion relativa entre los dtomos v la coordenada del
centro de masa de la molecula

R=R, —R,,
Rey == (R +R,)

Consideremos ahora, para simplificar, una molécula con dos dtomes iguales. Fn
términos de R, v R, H" queda cxpresando como

______,,____..._——-——-;

¥ [t z'e B oo B A Z '
- lv, sov - L E*

2114[2 o ]+4:rs,,R+ (&) 2(w) H ,(g{) Famr E R |

7 2 . snptiineen-wunnish

8

= Va(R)=v™ (Re WE(R)

£
2(2M)

cEl

La energia es EyeEtyEy .

Vf‘xwr‘“ (ch ) =E CM‘}'"(N (Rm ]

siendo
7+ E'(R)ye(R) = ETYE(R)

energias T’)M £N UN espectro continue. No tiene umgﬁn interés.

Por otro lado, ¢l hamiltoniano relativo esun hamiltoniano de filerzas.centrales,
Corresponde a una particula de masa M/2 que se encuentra auna distancia R del
centro de fi fuerzas Vamos a expresarlo como la suma de una componente,
rntg_&_gnglh’m_ml’dm esto comenzamos expresando el laplaciano en

coordenadas gsféricas:

: 1 af.@ 14 17
Vie ——| R — |+ e — |y — |+ ———— =
R 4R\  dR] R senf g8 d8) Rsent dgp~

de modo que Tm=——h-—i—a»(R:i]+L_L; .

Zhen 2(£]R’ SR\ aR) R'h
2
Twn‘
0
resulta -
Z%* ; I
T i + E4(R)+ —— R)=Efyr(R
i 44"7.'5“R ( ) MR(_, ‘TE\( ) v .Ev( )
—— e e
H, H_




2 2

Er R .:;)_- R EE»'-I.H wib R
e (R (R) = Ey" (R)

sicndo T+

y TR -Ewin(0e). con | B = JUs i J=012...

Para tratar la partevibracionalutilizamos la aproximacion arménica, consistente en.

desarrollar.en u.m:%— + E'(R) alrededor de R, hasta erden 2:,

T I SR S
4me,R dae,R, 2
Con lo que la energia vibracional es

EF = —_-Z_c_ + EY(R)+ (v + é)?zw .con @ = ,l'[lka(?' .

Las fl.m:.wne% de onda son lus que uum:epumiun 4 un (]b(.lidd()l’ drrn()m(,g) de esus

1 Lcmradu en R Laener otal p(u‘u el movimiento 1'clauvo entre luc

S L L B La. separacion entre niveles vibracionales estd en el rango
del mfmnnjq Por otro lado, para.los niveles rotacionales la separacion corresponde a
las microondas.

R Niveles rotacionales

Niveles vibracionales

Qo @ cionhL = Hice coRDAS

ViRRA cohe -~

Fef ool |

ez —
Jo |
B |




Introduccion a la teoria de bandas. Aproximacion tight-binding:

Vamos a hacer una breve introduceitn al estudio de los gsta electrd o
sdlido.cristalino-unidimensipnal. En la lamada aprox1macmn cn]a(.e

fuerte) representamos al solida cristaline mediante un cadena lineal de N dromos iguales
(con N grande) separados por una distancia a que denominamos pardmetro d de red

Tenemos asi una moléeula de V dtomos, por lo tanto de longitud Na, sobre la que
aplicamos-l método de combmacmn lmeal de orbitales atomicos (CLOA). Se trata,
como siempre de resol ;

\ Z(H.-J- - S4E)C; =0 .;“ i=1,2...N (1)
| S—y =

para determinar las posibles energias E y. para cada una de ellas, el conjunto dg
coeficientes C;L.a

modo el sistemna de ecuaciones (1) pasa a ser tna ecuacion de autovalores:

Hy-E Hy Hy 4 Hoy G
Hy, Hy,-E Hy s H,, G
Hy Hy Hy=E . . Hyy c, =0
Hm HN: Hys Hyw-E ] Cy

Adcemas consideramos que solo hay.in

= ‘%{ljaf:Osolosij:iiTjL_

Llamamos

con lo que la ceuacidn de autovalores se reduce a

a B O . o] ¢ o
gapo . o0fc ¢,
Ve o Pl G llagh G @)
.. 0 B oap . .
Ooo'ﬁajc,\' C\.

Se trata.asi.de diagonalizar la matriz tridiagonal de NxN de Ja ecuacion (2). Haciendo
esto obtenemos para cada uno de los N autovalores E el correspondiente autovector
(€1, €5, G5, oo, Cy]. To que nos permitiri construir el estado, cudntico
- re———————
Y= Coilx) .| ®
l=! o=

Estamos considerando un tinico orbital por dtomo y. por supuesto, el mismo para todos

lmmogkpoﬁw

@i(x;) = e(x —ia). €]

Tenemos
[« g 0 0 v ¥
foa f 0 .
0 B a« B 0O
Ve V-
v, |[=Al v,
a g ol ™ e
B a p
0 f a vy Vi
de modo que

(AL

Esta es la ecuacion de la cual obtendremos los autovalores v autovectores de la matriz
tridiagonal. Pero antes llamamos la atencion sobre cl siguicnte punto, muy importante:

o —_— e "
4 Qué ocurre con el primery altimo dtomo?.



Es evidente que para ¢stos la.ccuacionanterior-no-se-cumple pucsto que, a diferencia de De las ;.xprebmnes (5) y (6) resulta que E;, y 1, (x) son lunciones periddicas de I con
los dcmas solo tienen un Gnico primer vecino. Esto es Ire.suel\-'c mediante las llftrnfxdas pcnodo ==, De modo que solo ticne sentido consider

condiciones.de.cont de-Born-von.Karman. o condiciones de contorno periddicas.
In RUCSTrO ¢aso simple de cadena unidimensional. a,,.g,n,,;;stc on asumir. qucla, ;.ad.;,uajc m}.‘?.‘f‘.’?]q de dmhq ':' que el":‘,él“_"?_SL;;';J

rrgv!m 1011, dado que podemos csplmr !.4 cadena a 14 derecha o a la 1/qu1erda un . s
nimero entero de pardmetros de red v tendremos lo mismo. En un sélido en tres E,=a-2ip |’“U"J‘”

dimensiones las condiciones de contorno periddicas permiten hacer predicciones sobre . +25’p‘!
propiedades del bulk sin tener en cuenta el efecto de la superficie.

=
Por lo tanto la (A 1} se cumple para cualquier trio de dtomos consecutivos. La -
escribimos en la forma =214 |

(l ; a) Uy = Upey + Vpay,

v proponemos como selucion

T U 1
=l a il
v, = e'P® (A2) Figura 1 a *
Reemplazando tenemos
(’I = “) Pt — ilp=11d L ptlp+1ld — Lipd2 oo & La Figura 1 representa lu energia Ej, en funcion de . Las posibles energias estin
B comprendidas en el intervalo [ — 215, & + 21811, ;Qﬂl&nﬂuﬂ& una.bmdgd& J.‘.ne{gga
= EREIEER cuyo.ancho 41| es proporcional’aTa intensidad de
isw —— (43) al resultado esencial de quem t mﬂ} traslas ; ,a; ;n,za ala gﬂdena lineal
— pen la (A 2) designa las d]fereq’{b_g_, componentes de u de un da daﬂo amg\,recwr (teniendo en cuenta las condiciones de contorno punodlcas) da Iugar a bapdas de,
energia, La.banda de la Figura ] es.la banda.s porque resulta de hacer CLOA con
= @en la (A 3) designa diferentes autovalores. y por lo tanto diferentes autovectores. orbitales 5. debido a lo cual consideramos.f.< 0.

Si partimos de orhitales atdmicos correspondientes a niveles excitados obtendremos
bandas.a energias mas altas, separadas por bandas prohibidas. En la Figura 2 se
representa £y para dos bandas simultdneas, la azul es una banda s como Ta que hemos
visto, la rgja.es una handa p. ), que resulta.de combinar arbitales g, de modo que ahora

Volvemos entonces a nuestra cadena lineal de dtomos. De (3) y (4) tenemos que

——e

Y= Z Cop; (x) = Z v,p(x — pa) = Z e?Po(x—pa). | B > 0. con lo cual E, = @, + 2|f] cos ka.
p=1 s B
Sin perder generalidad expresamos la fase ¢h.en la forma “zpcg,_lg_gs donde # tiene &

obviamente dimensiones de 1/longitud.

Asi, k designa.las diforentes cncrgias: o (ZP
Eg= « + 20 cos ka = @=2Ipleoska (5)
y.Jos diferentes estados cudnticos: = / = a,\-
N
Py (x) = Z e*Pep(x — pa) . (6) k
id 0 =

Figura 2 d



Las condiciones de contorno de Born-von Karman implican que la funcion de onda _g_icl
;l;gtrnn _en un dado punto x es la misma que en_x + Na (la cadena se cierra sobre si
n:mfima) Por lo tanto

Y+ Na) =y (x) .

Tenemos entonces

N
Y (x + Na) = Z ei*®'ag(x 4 No —p'a) =
p'=1
N
= plkNa Z eik[})'—:\")a(a(x = (pr —NJ(I) .
p'=1
Llamamosp =p' — N
Ylx + Na)
0 N
= piNka Z e“‘p“tp(x —pa) = pilka Z Eikp“go(x = pa} =E?mm{XJ
p=1-N p=1

puesto que. independientemente de cémo lo hagamos, sumamos sobre los N dtomos de
la cadena.
= 'f“‘”"“ =1 =  Nka=2mm,

y por lo tanto

! m2an
k= -—? con_m. entero.

De modo que, estrictamente hablando, cada una.de-las.lineas-de-la-Figura2 (la azul y la
roja) es.una sucesion de N puntos discretos. Sin embargo. dado que N es grande, todo lo
grande que se quiera, el conjunto de posibles kes.constituye practicaments un continuo.
No obstante. como siempre. el nimere de estados no cambia: los N términos de la suma
(3) pasan a ser los N cstados 1, con energias E;, de cada banda.

Si cada dtomo aporta un electrén s (o p) la banda s (o p] estara llena hasta la mitad.
Decimos entonces. que-esuna.banda.de.conduccion. Si.cada dtomo aporta dos
clectrones entonees __l‘gwpgmda cstaré liena, con lo que tencmos una banda de valencia.
La Figura 3 representa el diagrama de energia orbital molecular para la cadena. R es la
distancia entre atomos. Siestos estan.algjados.entre.si, los posibles esta
del ;lecn-on son, por ejemplo, las.arhirales correspondientes a las energia ay
E‘___r ' del las ‘atomos aislados. Estos niveles estin n por Ip tanto N veces degenerados. A
medida que vamos acercando los
consceucntemente ambos niveles se van desdoblando dando lugarﬁ.ualmcmc alas

‘bandas que resultan cuando la distancia es el pardmetro de red a. Los lrazos gruesos son

las bandas prohibidas,

Figura 3

En el miximao y minimo de la banda la funcién de onda ¥y, (x) es real. Tenemos asi,
parak=0
=o(x) =

N
=er{x—pcz)= v +plx—(p—1a) + glx—pa) + plx—(p+ La) + -
p=1

y para k"f":u



Tﬁhgm =

=) gl =pa) = .. =p(x = (p= 1)a) + o(x = pa) = p(x = (p + Da) + =
p=1

que corresponden a un estado totalmente enlazante y antienlazante respectivamente.




Dado ¢l estado cudntico (6)

N

Yelx) = Z e"Peq(x — pa) ,

p=1

hacemos una traslacién de red na. con n entero:

N
Yplx +na) = Z eP'Fp(x tna—p'a) =
p'=1
N
= gl Z el -mkag(x — (p' = n)a).
pl=1

N-n

Si p=p'—n — Ylx+na)=ekna Z e¥Pig(x — pa) = enay, (),

p=1-n

Resulta por lo tanto
Wi (x +na) = ey (x). (7}

De modo que . (x) es una onda de Block. Una onda de Bloch es.una funcidn. que
cumple ¥(x + T) = e*y)(x). donde Tes una traslacién de red. El hecho de que la
) del problema de la cadena lineal de atomos de lugar 2 ondas de Bloch es
consecuencia directa de la s:mema de traslacion,

La funcidn . (x) = Tp-, e™P2p (x — pa) puede en general expresarse como

V() = e™u,(x) . (8)

Veamos como es la funcién uy (x). A partir de (8)
() = Yy e)e™ ™
= w(x +na) = P (x + na)e *xe e = o (e~ * = o (x),
donde se han tenido en cuenta la expresiones (7) v (8).

Es decir que @ (¥)'es una funcion periddica con e] periodo de la red de traslaciones.
Esto significa que, como era de esperar, la densidad de probabilidad. jﬂ}k(x)lz es
periédica red.

Estados clectronicos localizados:

En el estudio de la particula libre expresamos el estado cuantico més general (paquete
de onda) superponiendo ondas planas, autoestados |@, ) del hamiltoniano H = P2 /2m;:

Y@ == [ akgeoeipg),
[¥( T g(k) P
siendo wy, = E,/h. kn el espacio de coordenadas

W(x,t) = (x|¥(@) = % f dkg () e*’("x'%f‘f), (10)

i2 i e i — ,
puesto que (x]g,) = e't™ = %, La funcién g(k) tiene normalmente un miximo bien
definido para un dado k = ky:

k
¥ la velocidad de grupo es
desy, 1dE;
VG = — = ——-———I
dle ly=g, R dklg=y,

& h2k? = hky

= —1 - —

T 2m “T m

Ahora en lugar de superponer ondas planas superponemos ondas de Bloch, es decir,
estados cudnticos del electrdn en la cadena lineal de dtomaos:

N

Pe(x) = Z e*Pig(x — pa),
=1
que escribimos como
— .
[y = Z eikmi‘ﬂ'ﬂ)'

- p=l

De modo que superponcmos kets [i;.):

[#() =_J2:§f dieg(k) e™ 'kt i) ,



hablamos dc encontrar ¢ al clcctron cn

T B

prubabﬁdad s

(ool(e) == [ kg™ ¥* (py )

pikpa

= (o) =% [ agi et

Elgi,eu;tm; ,9._ﬂyy&mmmdmmhmmid&m
§, 145 \1d 2|pla

'f““ﬁ?ﬁ?m Rk i B

— | — 2| 5] cos ka]

e ————,

La Figura 4 representa V; (ko) para kg en el intervalo [—— —] También se representa la

velocidad de grupo de la particula libre. En la cadena Vi (kq) = 0 para ko = 0 igual que
en la particula libre, pero paravalores.no.nulos.de.ko.la. velocidad ds-grupa.del eleciron
en. lmmmmmmm“m a la particulu_ L;J;re Puede verse
que para |kq| > E la velocidad de grupo disminuye y se anula para kg = I Bs decir
que up.glectron no puede moverse si.sy energia estd demasiado cerca.del .Jm;.t_i.sﬁﬁs zona,
Fl andlogo dptico de esta situacion es la lev de Bragg pura rayos X: Los rayos X que
inciden normalmente sobre un cristal no se propagan cuando su longitud de onda es
igual al parametro de red del cristal. Lo que ocurre es que la radiacion dispersada por
los diferentes atomos interfieren destructivamente en la direccion incidente y
constructivamente en la reflejada.

V. hk,

Figura 4




PROBLEMAS DE FISICA CUANTICA HOJA 11

/i/.- Considerar el orbital molecular del estado fundamental de la molécula de LiH como
una combinacién del orbital atémico 2s del electron en el atomo de Li ( 1o que represen-
taremos por @, ) y del 1s del dtomo de hidrégeno (¢, ). esto es & =aq, + by,.

Calcular las energias correspondientes a los orbitales enlazante y antienlazante en la
separacién de equilibrio escribiendo la ecusacidn de Schrodinger en forma matricial y

subiendo que en la separacién de equilibrio Sig¢e da S=» § als

H, ==540 ¢V; H,, =136 eV: S=0475; H, ==-9.025 eV

;En cudl de los dos dtomos serd mds probable encontrar al electrdn si éste estd en un
orbital enluzante?

2‘.(- Un trimero, una molécula consistente en 3 dtomos idénticos puede existir en dos
‘formas alternativas: como un tridgngulo equildtero o como una cadena lineal. Estudiar
comparativamente la energia electrénica de estas dos configuraciones, suponiendo que
los orbitales moleculares estdn formados por combinaciones lineales de un solo orbital
por dtomo, que las lengitudes de enlace son constantes, independientemente de la
configuracion. y que los elementos matriciales del hamiltoniano no diagonales son cero
excepto los correspondientes a vecinos proximos que tienen un valor b, Despreciar el
solapamiento de los orbitales atémicos y considerar la energia electrdnica en cada caso
en funcién del nimero total de electrones en Ia molécula (de cero hasta el mdximo
posible). ;Qué configuracidn serd la mds estable? ;Es 1a respuesta anterior
independiente del ndmero de electrones?

/3’.- Molécula AB:
Demostrar que los orbitales moleculares s de una molécula AB (despreciando
acoplamientos con otros orbitales atémicos y solapamientos), tienen energias:

EM apo oA+ U ED mee At + 1P

Ei+E,

donde £= s A:t‘_ﬁ"

.siendo E, y E, las energias de los estados s de los

dtomos aislados respectivos y U (< 0) la integral de salto entre los dos estados.

Demostrar que si denominamos a y b a los coelicientes de la combinacién lineal de los
dos estados atémicos que corresponden a cada orbital, éstos cumplen:

@ 1

ok

1+2x% = 2xv1+x°

donde ¢l signo mds y menos en la expresién corresponden a los estados enlazante y

. ; A . £
antienlazante, respectivamente, y x = |<'J_| . Hacer un esquema grifico de la relacion en
[uncién de x, e interpretar el resultado fisicamente én términos de translerencia de carga
entre los dos dlomos.

Sl ] Qate e o, B eX ¢-
HA b o G ok OBOS 2

Mecande “ledd © 2 44

4.- La figara representa una molécula plana formada por cuatro dtomos: tres dtomos B
en los vértices de un tridngulo equildtero y un dtomo A en su centro. Consideraremos
los orbitales moleculares monoelectrénicos formados mediante la combinacion lineal de
orbitales atémicos 1s: W'=a®, +b®, +cPy +dD; .

3(B)
L
.r/- \\‘
{ A )
N 2 S
a7 S
\B)1 (B2

a) Despreciando el solapamiento entre estos orbitales atémicos, y asumiendo que los
elementos no diagonales del hamiltoniana son nulos a excepeion de (@, |H|<D s, ) ==

determinar las posibles energias del electrén en la molécula y su degeneracion. Expresar
estas energias en funcion de los siguientes pardmetros:

E, : energia del electrém en el orbital & .
. . siendo E, <E, ,
E, : cnergia del clectron cn un orbital @, . !

o
E,+E,
=
A= E-E
2

Verificar que existe un nivel en el cual el electrin solo puede encontrarse en los dtomos
B. ;Corresponde este nivel a estados enlazantes o antienlazantes?

Representar el diagruma de niveles en funcién de |U| partienda de |U1 =0.

b) Definir la polaridad c, y la covalencia o, en términos de [A| ¥ [U].

¢) Expresar el estado cudintico normalizado del electrén en la molécula para el nivel
fundamental. Representar el orbital molecular a lo largo de una lineu AB. (Dénde es
mds probable encontrar al electrén si todos los dtomos son iguales y, por lo tanto.

E, = E;? Razonar la respuesta.

d) Repetir el apartado c¢) para el nivel de mayor energia.

5.- Las lincas advacentes cn ¢l espectro rotacional puro del CIF estdn scparadas por una
frecuencia de 1.12 x10" Hz. Calcular la distancia interatémica para esa molécula.

6.- El potencial de Morse es una expresién empirica que reproduce con bastante
precisidn la energia potencial de una molécula diatémica en un estado ligado. Su forma
es:



é Qu 3

V(R)= A[{l-exp(-%nz-l} .

a) Explicar el significado fisico de los pardmetros que aparecen en la expresion v
dibujar aproximadamente la forma de la funcién.

b} Obtener la relacion entre dichos pardmetros y la frecuencia vibracional de la
molécula.

7.~ Consideremos el caso de un electrén (carga = — ¢ ) en una cadena lineal de N
dtomos iguales (con N muy grande) separados una distancia . La enerefa del electrén
en un estado estacionario es &(k) = or—2|B|coska .

a) ;Cudl es el significado fisico de @ y 7 ;Qué valores puede tomar k? ;Cudl es el
intervalo de energia de la banda?

b) Supongamos que el electron se encuentra en un estado cudntico localizado, es decir
que su funcién de onda viene descrita por un paquete de onda centrado en k=%, .
Demostrar que si se aplica un campo eléctrico E (en la direccidn de la cadena). el

; ; -¢E)2|f]a’ cosk,a
electrén adquiere una aceleracién A que viene dada por A = gw 1
%]

¢) {Como deberia escribirse la “ley de Newton™ para el electron en la cadena? ;Como
queda definida la “masa”, y c6mo depende esta magnitud de &, ?

i
Ayuda: A= ﬂ:;—" .con V: velocidad de grupo. Plantear por otro lado el cambio de
t

energia ¢ del electrén por unidad de tiempo debido a la fuerza —eF que gjerce el campo.

S
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Tema X

2n fermiones idénticos de espin 1/2

1
Ep=(p+§)flw, B =0,1,2, e

p=0
n=1 n-1 n-1
=1
E=2 (p+—)hw=ﬁm n+22p Zp:n(nz )
p=0 p=0 p=0
= E=nhw g=1
n
n-1
n-2

n-2
1

1 1
E=ZZ(p+§)ﬁw+(n—1+§)hw+(n+i)ﬁm=hw[n2+1]
p=0

El estado cudntico para una particula es @ 5, = @n, (x)9n, ()

Engny, = (ny + 1y + 1)ho

Ny my Enen,
0 0 hw
1 0 2hw
0 1 2hw
2 0 3hw
1 1 3hw
0 2 3hw

Particulas distintas:

Ey = 3hw

Y = 9o (1) 00 (1) @0 (x2) 00 (72) o (23) 00 (73) g=1

E| = 4hw

Y = 01 ()00 (1) 90 (22) 90 (72) 90 (x3) 00 (73) g==6

Bosones idénticos de espin 0:

Ep= 3hw

Y= o (x) 9o (1) @o(e2) @0 (v2) o (x3) 0 (v3) g=1

E, = 4hw

Y, = ({Pl(xl)‘pn(xz)¢n(x3))(¢0(yl)¢ﬂ 0’2)%(3’3))

Wy = (%(xljﬁoo(xz}@n(xa))(‘Pl':J/l)‘Po(Yz)ﬁouUa)) g=2

Para cada uno de los cstados debemos simetrizar (cp1 (x1)@o(x2) @0 (x3)) 0

(fpl ) we(2) e @3))




Fermiones idénticos de espin :

20 11 02

1
10 01 E[¢1(x1)¢z(xz) = 402(751)?91(3‘2)]%[]"‘ +)
1 1
00 —= (91092 (22) — 2 (1)1 ()] == [I+ =) + |= +)]
E, = 4hw \?[ o 2]\?
—= 1 (1) @2 (x2) — @2 ()1 (62) | —=[|1= =)
DET[|1:00 +) |2:00—) |3:10 )] 2 \a == SRt
DET([|1:00 +) |2:00 =) [3:01 )] 2 1 1
g=+4 -E[coi(x;)fpz(xz) + fpz(xl)rpl(xz)lﬁfll** =) =I=+nl
E, = 5hw
DET[|1:00+) [2:10+) |3:10—)] 2 5%, 5, S=s;+s;
DET[|1:00 ) [2:01+) [3:01-)] 2
DET[|1:00 +) [2:10+) |3:01+)] 8 Y i)l [x) = |SM)
S i i BBy LD
[22) = |11) |11) = |mgymg)  mg =—1,0,1
DET[]1:00 +) |2:00 ) |3:20 +)] 2 |21>=,V%[|10>+[01>]
DET[|1:00 +) [2:00 =) [3:11 4}] 2 g TR ad,
o . . ) |20>mv,g[11 1)+d§101)+v,gt 11)
1:00+) [2:00—) [3:02 + 2 e B
g=18 12 1)—\5[[0 1) +[-10)]
122) =|-1-1)
|11) = —=[[10) — |01)]
R
f10}=5[lil—1)—|—11}]
|1—1)=v‘—§[|0—1)—|—10)]

1
|00} = G [11—1)—100) + |-11)]

W) =Y )Yr)[I1 - 1) - 100) + |-11) + [11))]



i

lx) = |¢91)+EI¢2)

'\}{5 .
) =TI¢1)~,%I¢:)

Xlw)=0

(xlx) =4y (wlw)=1/4

[} = Cllxw) + lwx)]

W) = C?[(xol + (wxllllxw) + lwp)] = ClxlxNwlw) + (@|w)xlx)]
= ¢? [4%+%4] =22

1

= hb)=ﬁ

[lxw) + lwy)]

El autovector correspondiente a E = E; + E; es |E ;) = %[I@l(pz) + |@,¢04)] de
modo que la probabilidad es

1
P(E;E;) = (E1Ez 1) = | {p192lxew) + {p19z|lwy) ~%
término directo término de intercambio

12 = @121V | 1005) = f dxydx; @F () @3 (x2)V @1 (x1) 92 (x2)

= [[ amdzs lo: PGV a1

Kip = {p102|V' @201} = f dxydxy 3 ()03 (62)V 2 (31 )04 (x2)
= [[ @xidx viea@V i)

Jiz= 1257

E,+E, / 2W,/D

a) Nivel fundamental:

g 2mh?
17 2mi?

g=1
1 Nivel excitado:

Sm2h?
2= gmz 97H
b) V(xy,x3) = C(xy — x5)*
1
Ey— )=, (11)991(12)‘\5“‘!‘ ===+
Ezl

[Wass) = —=L1 (t1) @2 (x2) = @1 (x2) 02 (x1)] 1+ +)

[P2s-) = —=[@1 (x1) @2 () |+ =) — @1 (x2) @2 (1) |— +)]

-l =5 -

[oes) = —= @1 (1) @2 ()| = +) — 01 (x2) @02 (1) |+ =]

-8

[tho_) = —=[@1 (x1) 2 (x2) — @1 (x2) 2 (x1)]1— =)

I~

¢,d) Al aparecer la perturbacion el nivel E;, se desdobla en dos: E3 y ET

E§ = 2CI2 1—2—%—%} g=1
E{:ZCLZ[%—TE;Z+%] g=3

% 1 1

V) = = (01 )02 (22) + 03 )] 14 =) = 1= 4]
[ra) = %[wlﬁxl)qazcxz) - wic:cz)qaztxlmi +

W) = 75101 0)0s(x2) = 1) )] = 1+ =) + |- )

) = %{«al(xl)«oz(xz) — 010 @2 (e)]I—)



1s2p

-68eV 1s2s
16X

J,,. g=1 -7862eV

-108.8 ev ] 15°
X

g% 52

4’15.15 o 4“_50 80.0

¢ 77 51

E o ———
15,15 4?_[80 ag 87

Z=2 = Ey,=-748eV

Ei51s =—77.45eV  « Método Variacional




TEn\a

B=Bi = F=M,VB

Mgz = ppM;  siendo M;k autovalor de Jz

1 1 " _ 1 1 B
L=0 5=§ = j=§ = 81 — M"_"E' 5 = 2 lineas

Be: [He]2s” Capacerrada — L=0 S=0= /=0 = 15, = 1linea

Ag: [Kr]4d''ss'

= 2lineas

=

I
[=]
ta

Il
SR
—

I
| =
g
=

|
=

1]

|
[T

I

Ar(18) — 1s22s22p®3s23p® = L=0 S5=0 = =0 1§,

K(19) — 15?2s22p®3523pS4st = [Ar]ld4s? = L=0 S=1/2 =

= J=1/2 = 25, g=2

= La IRC no rompe la degeneracion (1 solo término).
La interaccion espin — orbita tampoco rompe la degeneracion.

Sc(21) — [Ar]3d'4s? = L=2 §=1/2 = D =

= La IRC no rompe la degeneracién (1 solo término).

]:

‘

5
2

B3|

2D, 6X
D 5/2

10X 2D3f2 ax

La diferencia entre los niveles desdoblados se debe a la interaccién espin — drbita.

Br(35) — [Ar]3d'%4s%4pS = L=1 S§=1/2 =

= LaIRC no rompe la degeneracidn (1 solo término).

L
2p 12 2X

eX 2Py, 4X

La diferencia entre los niveles desdoblados se debe a la interaccidn espin — orbita.

g=1

2 g=6



QO=%AHUU+1)—L@+1)—SG+1H

LyS sonlosdel término 2*1L =3 Egp dependede J

SiA>0 — si ] aumenta = Esp aumenta

SiA<0 — si ] aumenta =  Eg disminuye

1 1dvV
@

ParaelatomodeH — A= e

Lo extendemos a un dtomo multielectrénico:

. ) . 1dV(r)
Si hay dos 0 mds electrones en subcapa abierta — A o

5,

Pero si tenemos huecos — 7 = A«

¥ 1dv(r) %
-

dr

Resultan los términos

=

=1

55(g=5)

L=0 s=1 = §=0,1,2
= S5(g=1  3@g=3)  55(g=5)
= g=6
\ds—*
-1 0 2
MLl
0 1 2
58 = L=0 S§=2 = Mg =-2,-1,0,1,2 — si estd
My —
-1 0
ML
0 0 1
3§ = L=0 S§5=1 = M 1,0,1 — noestd
I$ = L=0 §=0 = M;=0 — siesti




M....nuﬂﬂl.llﬂﬂ olols|=|=|= M.._..UDDI ~lelale|alela|s|=|~ MSOU.U.I.Il
Mr.Z:..DZ.ﬂ.U]JO ! =d Rl R R Ll MLJ:UZT.. bl herd E=1 Rl el K=1 B Bl =1 Kol MLQU.;..._.O.!
- -
...u — — — e — | _II' — — - —f— — = > =5
-
= = o =
=g = -
ﬂ = - == — = — = = ..ul. - —f— —|— — [ B MII 3
v = -
Lo B ) ol ) =0 ol -1 D= led|en| =0 —erfen |t Wi~ || O —| el en =t {un =|ejen| =i o
—
(Fp]
-
4 ]
=} 2
o8
) -~ Hololo|=|=|—l=|c|o|ole|es|=|=|~ No|lo|o|m|m—|m-
1 (73] ha R i =
Il
|~ /w M...J.O?.l.ﬂl.ﬂﬂ Zlel=l7iel= MJ.O?_JO.I
[ P
4
2 i
=t o = — -+
% _ L i
o
fﬂw ﬁ
N A& g
o .
=) I m
__ Il =] .II- — —|— — —|— - ..H
-3 v -
=] -
/Ww D =} =
n L
i 2 4 & g
I oy
o o
- P o
1 m K] s "
— kg ]
— ~
- =
o oo o s I
= I w
o =] —|eafen )= |00 Sl fea]en = v —|etfen || fo
2 5 H et b i) Lo ] )
2 )
T
7]
o =]
L, | =
=1
i=9 r_m =}
= =




Se(34): [Ar]3d'%4s%4p*

Contamos los dos huecos = Tenemos dos particulasde =1y s=1/2

my

-1 0 1 My Mg

1 Tl -2 0

2 Tl 0 0

3 T 2 0

4 | T i -1 |

9. T T 0 1

6 T T 1 1

T T 1 -1 0

8 T 1 0 0

9 T i 1 0

10 1 T -1 1]
11 i T 0 0
12 i T 1 0
13 4 L -1 -1
14 1 1 0 -1
15 1 1 1 -1

Los términos resultantes son:
S(g=1); *P(g=9); 'D(g=>5)conloquelasuma de las degeneraciones es
15.

De acuerdo con las reglas de Hund, los niveles desdoblados por la IRC se ordenan de la
siguiente forma:

'S

S=0 /

NS )
np?/ . 'D
I\"' S=1 ip

I$ - L=0 S=0 = =0 = 1§,

p — L= §=0 = =2 = 1ip

% - L=1 S=1 = J=01,2 = 23 3P, 3P,

1
i S, 1X
Ip, 5X
4p*
15X \ p, 1X
S=1 3p, 3X

. S 3p, 5X



Término de los elementos:

Tarm symbal of the chemical elements e
T ] L] ® n 12 13 1 15 n L4 i

8o,
5 N e JF |ne
iy i B 5!
B e o
Pl 4 1B, B, 8,
A i e p
syl el Om
® =
Bofl 4By Iy
I [l A

Ml | Assire

rotw Larranee  Aaede Trasioemetd Ros

F — L=3 25+1=7 = S§=3 g=25+1)2L+1)=49
§=3 = M;=-3,-2,-1,0,123

Los Ms sonnimerosenteros = Elntimero de electrones es par.

Si Mgdebellegara3y—3 = Tenemos al menos 6 electrones.

En un orbital d no entran 6 electrones de modo quesea Mg =30—3

En un orbital f si puede ser. De modo que tenemos f©

m -3 -2 1 0 1 2 3 -

Y también puede ser f8

Espin — orbita:
IL=-Sl<]<sL+S = ]=0,123456

= T"F, (1) "R3B "FR(B) K@) TR TF (1) "F(13)

AEsoUJ—1) ]

AEe(J-1,]=2) J—1

71
|
———— J
Multiplete normal Multiplete invertido
Fi 7
FE‘ FL‘I
) 5
F F,



Term symbal of the chemical slaments ce] Na: 1s% 252 2p6 35t

Cetug -+ 1 2 3 4 H n 7 L] L] 10 L1 EF] 1 1" 1] 0 17 "
P
1

Estado fundamental: [=0 s=1/2 = L=0 §=1/2 = [=1/2

El término espectroscépicoes — 25, (g=2)

.

i

12 nivel excitado: 1s? 2% 2p6 3pt
2Sm: [Xel6s24f°  S2Eu: [Xe]6s%4f’ ©Gd: [Xe]6s24f’5Sd  ©Tb: [Xe]6si4f? I=1 s=1/2 = L=1 §=1/2 = [=1/2,3/2
#Pu: [Rn]7s5f ¢ “Am: [Rn]7s?5f7  %Cm: [Rn]7s?5f '6d 9/Bk: [Rn]7s%5f* Resultan — 2P, (g=2) Pyp (g=4)

5f 6d 2p
{ _ 7s 2p 3/2 4X




Como B es debil primero actia espin — orbita:

§=0 = J=0 = 15

=0 = =2 = 2D,

£= = ]:0,1,2 el BP(;; a-P]_-
15 1X
5=0 ?
1D2 5X
3P2 5X
S=1 ’p, 3X
3P0 1X

Ge(34): [Ar]3d'%s4p" E(M)) = E(**L)) + glus|M;B
= Tenemos dos particulasde [=1y s=1/2
mi 8 — L=0
-1 0 1 My [ Ms
1 Tl 2|0 1 -
2 T 00 D - ke
3 T 2 0 3
4 7 T o [ 1 B bl
5 T T 0 1
6 T T 1 1
7 T 1 -1 o
8 T ] [
9 T 1 1 0
10 1 1 -1 o 2
11 1 T 0 | 0 4[3 /
12 1 T 1 0 4
13 1 1 1| -1 15X ‘
14 1 1 0 | -1
15 1 1 1] -1
Los términos resultantes son:
§(g=1); °P(g=19); 'D(g=>5)conloquelasuma de las degeneraciones es
15.
De acuerdo con las reglas de Hund, los niveles desdoblados por la IRC se ordenan de la
siguiente forma:
151X
3
S=0 P,
ID 5X
4p?
15X
X 5=1 3p 9X P,
3p
Ahora se aplica un campo magnético débil. 0

3P2



(5/3)e 5 _J+2

e 3 J+1
J=IL-8l,.....L+S
A 2L 5+1 3

— ===

20 2
B 2L e 2
— ===
2 2

Resultan los términos:

*Pija

(3/3)¢

J+2

J+1

5J+1)=3(J+2)

1
ESd j=‘2-

1=5/2

1=3/2
1=1/2

=~
[

%]
Il

No puede ser.

L=

2
2

[

LS TR N S Y N ST

» 2 hv

: ®

Zan®
Ep=— (?) 13.6 eV Zy=1

Zy = Z(")]r=radio de ta capan ¥ Z(r) = Z cuandor — 0,y Z(r) - 1 cuando T — o0

Z(r)e?
W= 4me,r
-t
=f I 2,-16
::Irl' _'l Ill s l-l
1€ li.-;ll"'-r
45
b n
(] :ﬂﬁ" |
Egwfl | -8

= Ar —  Z,=2Z,-2=18-2 Z,=Z, —10=18-10

= Fe — Zy=Zp,—2=26-2 Z,=Zp, —10=26—-10




(26 —2)2
1366V = ~7.83x10% eV

EK = E':‘|'.|1'z=‘1 =
hace falta

Vaceteracien = 783 X 10% eV

(26 —2)? (26 — 10)?
=——"13.6eV—————13.6eV = 6923 eV

hv I >

he Joule
7= 6923 eVx 1.603 x 10'1°—ev— = 1=1784

Experimentalmente se mide 1= 1.94A

El error estd en la estimacion de Z,.

Ti (15°252p%35%3p%4573d°)

Ni (1s"25"2p°35™3p%4573d")

2 electrones o 2 huecos en un orbital d.

= Il=2 12=2 = L=01234
= 5=1/2 s5=1/2 = §=01

Maxima multiplicidad = S§=1 = M;= -1,0,1

= espines paralelos

m 2 -1 0 1 2
M=3 Mg
m, 2 -1 0 1 2
Mz=-3 M1
= [ =3 gaq =  Eltérmino 2%*1L es °3F

Ti 3,

=
= 2,34
j 3 =?‘[Nl = an.



Tema 9

¢ = agp, + be,

N
Z(Hij—sug)q' =0 i=12..N
j=1

[(H.,,, —E)a+ (Hy, —SE)b =0
(Hgp — SE)a + (Hyp — E)b =0

Ha—E Hy—SE

Hy~SE H,—E|=°

0.73 eV

Z = = =
0.774E% + 10436 ~801=0 — E={"73eV

=% T 026 — E=-142¢eV
a_ _Hay—SE . :
; - para e

¢ = C[0.260,; + @]
(@lo) = C?[0.26% + 1+ 0.26(p:l@y) + 0.26(pylp.)] = 1

(oulon) = (eulpy) = S = 0475 ¢ =0872

¢=023¢,+0872¢, ——

Para el antienlazante:

¢ =-0.698¢,, +0457¢, —

|H; —SiE| = 0
Cadena lineal:

—o—9

1 2 3

Hyy = Hyz = Hyz = Eq

Hyz = Hy3 = —|b|

Ey—E —|b]| 0
—lbl  Ey—E —|b]
0 —lb| E,-E

=0

(Eg — E)® — |bI*(Ey — E) = |bI*(Es —E) = 0

E =E, E = E, ++/2|b|

Vamos llenando los niveles respetando a Pauli:

E = Ey —/2|b|

le E =E,—+2|b|

2e E = 2E, — 2\/2]b|

le E = 3E, — 2v/2|b]

4e E = 4E, — 2v2|b|

Se E =5E,— ﬁibi

6e E = 6E,

Triangulo:

3

Ey—E  —|b]
L 2 -|b| E,—E

=16l —|bl

(Eo — E)* = 2|b]* — 3|b|2(E, — E) = 0

—|bl
—1b|
E,—E

=0

x=(E—E) — x*-3|b*x—2[b*=0 — x=-|b] = E=E;+|b|

Dividimos por x + |b|



g . (b0 O 5

2 =3p2x=2|p]* =0

E.—E —U||_ 2 _
i 0l Bop=0 = G-BXE-B-lUF=0
g=72 .
2 E, +h|
x2—|blx—2/b2=0 — x=2|b] x=-—|b| = E,-2|p| =
—blx— = = = ! E,+E Ey—E
E® = "2 5 ("2 5) +1U)2 =g~ /22 + U
le E = E, — 2b|
2e E = 2E, — 4|b]
38 E=3Eg‘—3b[ E +E E_E- 2
e E = 4E, — 2Ib| EQ =2y |(A=2) +|up2 =e+ B+ UR
Se E=5E,— bl
e E = 6E,
; De la primera de las ecuaciones (1) para E = E(*);
le E = E, —2|b| a U]
2e E = 2B, — 2v2|b] b E,—E®
3e E = 3E, — 2+/2|b|
i E = 4E, — 2V2)b| Ex—EW =E —e+ /A2 ¥ [UP =&+ /B2 + U]
Se E = 5E, —v2|b|
Ge E = 6E, a U] 1 A

X =T

b A+ /R+IUE x+Vit 22 U]

e | Mas estable
a? 1

1 EE = P aritzoiE e

A\
s e
L — e

aZ/bZ




Si x=0 = A=0 = a?/b*=1 = elelectron estd repartido por
igual entre A y B.

Si x<0 = A<D = a?/b*>1 = elelectrén estd . .
predominantemente en A.
Sij = 8
Hyp = E,
Hpp = Ep
Si x>0 = A>0 = a?/b* <1 = elelectrdn esta T
predominantemente en B. A8 = Hpa =
Ex
HEB'=0
EA<EB
(E,~E)a - vl - e - |uld=0
Si en la primera de las (1) reemplazamos E = E) llegamos a —|U|a + (EB—E)b + 0 + 0=0
. ; ~[Ula + 0 + (E,~E)c + 0=0
B2 ot 41-2xVii a2 -Ula + 0 + 0 +  (Ez—E)d=0
| az/bz
E-E - - -
—|U| (EB—E) 0 0 0
-[o] 0 (E,~E) 0 |
== -] o 0 (E,-E)




(Ez — EV*[(Ex— E)(Ez — E) —3|U|*] = 0

— E1=E2=EB

(Es—E)(Es —E)=3lUR =0 — {

E;=¢+

A2 + 3|UJ?

E4=£—1}ﬁz+3|U|Z

_EA+EB ﬁ—EA_EB
R =g
E
3x B ===
E
1x =
Uu=0 Uu#0

Del sistema de ecuaciones:

Si E=Ey = a=0

=

b+c+d=0

= orbital antienlazante y localizado en los atomos B.

Si E # Ep de latltima ecuacion del sistema

(Es—E)d=[Ula =

a (Ez—E)
T

y teniendo en cuenta la segunda y tercera

[l

“1x

2x

Por lo tanto de la primera
= (E,—E)a-3|Ulb=0

Para el nivel fundamental E =& — /A% + 3|U|?

a 3|U|
= ==

El gap entre los dos niveles de energia extremos es

E,=e++/B2+3|UF - (e — A2+ 3]UR) = 2,/a% + 3[UP2

E2 = 4(A% + 3|U|2)

a

5=

b~ A+ /A +3[UF

3|U]
(E4— E)

2

(1 = “9)2 il = “p)z

(1- %)z

E 2 A 3|U
(—9) =8 +3lUF = 1=|37— V;' |
2 g/ 9/
2 2
Donde hemos definido
i = ] — V3|U|
? = 7E, ¢ = 7E
(*72) (*72)
3|Ul
i B 3|U| _ JAR+3|UP
b a+az+3iup 8 o
A2 +3|UJ?
E,<Ep = A<0
3l
3|U] Ei |
_e_ JAT+3[U2 ( /z) V3a,
b 1— |A] __1a| 1—ay
F 2 E
A%+ 3|U] ( 9/2)
a>  3¢? 3(1-o?) 3(1-a)(1+a,) 3(1+ay)
7= = = =

(1 s “}n)

=2 2
l=a,*+a;



= wl=c[’3(1+ap}¢,‘+ 1-ayps, + [1—ayds, + 1~a,,¢33]

Normalizamos = € =1/

’1+ 1-— 1- 1
= P = zap‘p.q‘i“ 6“p¢sl+j sfxp‘psz J Gap¢'sn

AN

A B

Para el nivel de mayor energla £ = £+ /A2 4+ 3|U|?2  y se obtiene

a V3a, a’ 3(1—%)
-_——— =] —
b l+ct b2 (1'['“;;)
1+a 'l+ ‘1+a
= %= 2, - j 25, — |—=2¢p,— |25,

4\ o

A

35c]19F

Los autovalores de la parte rotacional son
E = 5 +1h?
) =gl

mgmg [ 35x19
m51+mp - mp [35 +19

I'=pRZ  pwmasareducida — pu= ] = 2.06x107%%Kg

J+1
J

h? h?
haw =M—Rg[0+1)0+2)‘*}0+1)] = U-HJR

h
w={J+1)—
HR§

J+2
hw,
J+1
haw,
J
ARy il s
© =R ) DI=
i h
- T = S T 20 .2
RS = he = oy = 7274x107 m

=  Ry=27x1071°m=27A



V(R) = A {[1 i e‘(@)r - 1}

B=1.8
R,=2
- B=2 ¢
B=2.2 A=2

En la aproximacion armdnica

1
V(R) = V(R) + EV"(R)!R=R9(R = Rg)?

24
V' ®lper, = 57
124
= V([R)=-4 +EE(R_RO)Z
Pero
1 24
VR)=-A+5kR-R)* = k=3
k , 24
Wy = ]._L = wy = ;1?2-

En este problema he introducido modificaciones y ampliaciones con respecto a lo que
presenté en la clase de problemas en BBC.

E =u- 2|{1‘[L‘0.~')‘.‘u

-+ 2|

a a
o= Hj;
B=H,
La velocidad de grupo se define como

_ 1de(k)
" h dk

k=kq

donde kg es el k para el cual la funcion g (k) es maxima (pagina 2 del documento
Introduccién a la Teoria de Bandas. Parte 2). Para un electrén cuyo estado cudntico
localizado (paquete de onda) tiene una g (k) con maximo en k = kg, la velocidad de
grupo viene dada por la pendiente de la linea de trazos de la siguiente figura:

E, =a-2|p|coska

- a+2

Bl

mcseeilll

a2

i 0 k, ™

€ a



Si aplicamos un campo eléctrico hacemos trabajo sobre el electrén, de modo que m” es la masa efectiva
cambiamos su energia, pasando a otro punto de la banda £(k):
La masa efectiva no es realmente una masa, sino que describe como cambia la

E =c—) | ,6|co-; ka velocidad de grupo del electrén bajo la influencia del campo eléctrico.
— a+2|f
Para una particula libre de masa m:
— h2k?
k) =——
_ (k) =——
=2
| de(k) 1de(k) ok
dd ~ hdk ' m
k 4o 1d (de® 1d(Fﬁk) Fo_ .
= = = —— S— = =
T 0 T Rdk\ dt ) Rdk\' m) " m me=m

€ 4]

Con lo que ya no tiene sentido decir que hacemos la derivada para un dado k = k.
dado que la funcién g (k) sera maxima para un vector de onda distinto.

Por lo tanto derivamos sin especificar ningtin vector de onda en particular:

lde(k) 1d 2|Bla .
" —};W—Ha[a—ﬂﬁlcoska]— > sin ka
y la aceleracion es
_dvg l:d_ds(k) _1d (de(k)
T dt T hdt dk hdk\ dt
_ _ de(k) _ _ . lde(k)
de(k) = Fdx = FV,dt oA L

A_

~ htdk

1d( de(k)\ _ Fd’s(k) (—eE) ,
(F dk )"ﬁz dkz . Re 2|Bla? coska

Por lo tanto, en general

h?. hz
¥ =t m =T
dk? dk?
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| DELTA DE DIRAC

FCFM Juvier Alejandro Carrasco Avila 2015
(javier.carrasco@iug.uchile.cl) Enero

1 DEFINICION

A la funcion (generalizada) delta de Dirac se le suele
llamar distrubucion delta, pues, nos referiremos 2 un
delta de Dirac como a aquel objeto matemdatico que
posee ciertas propiedades y cuyo sentido (y utilidad)
aparece al aplicarse sobre integrales en el integrando.

DeriNiciON SiMBOLICA (Derta DE DIrAC)
Simbalicamente, un delta de Dirac es una funcitn

d:R— {0,2c}

A J 0, s=xz#ED
:r.-—pé{.c)_{m: im0
tal que Va,be R,a <0< b,

b
[ d(w)dr =1

va

Nota

Es importante notar que 4 no es una funcién en el
sentido del caleulo habitual, y por lo tanto, tener en
cuenta que cada vez que se hable de funcidn delta de
Dirac, hablamos de una funcidn generlizada (cuva
definicitn formal no corresponde a la recién mostra-
daj.

Notemos que, en particular, haciendo a — —nc ¥
b —+ 0o, se cumple

fm d(e)de =1

La razén importante de tener en cuenta esta defini-
cién o representacion simbélica, es que, nos recuerda
que no nos interesa el significado de un delta de Di-
rac como funcion generalizada, si no que la accion
que ejerce sobre integrales, de hecho, la propiedad
més importante que se utilizard de un delta de Dirac
es ficil de obtener a partir de esta definicién simb6-
lica, y es la que se muestra a continuacion,

PROPIEDAD DE SELECTIVIDAD
Sea f:R — R una funcién cont{nua. Entonces:

5
f dfx) fla)de = f(0),Ya,beR,a<0<b

Se debe tener en cuenta que no existe una represen-
tacién general que cumpla las propiedades mencio-
nadas de § para cualquier a,b € B, luego, cada vez
que escribamos ¢ estamos aceptando que hablamos
de cualquier representacion formal que cumpla estas
propiedades en los intervalos [a, b] fijados previamen-
te implicitamente, es decir, cuando anotemos varias
veces un delta de Dirac, no necesariamente corres-
ponderan al mismo. Esto no produce confusién ya

que, como se dijo, no nos interesara la representa-
cion explicita de 4, sino su accion al integrar en los
intervalos que necesitemos.

Un caso particular de la propiedad de selectividad se
tiene considerando a =+ —xc A b — =c:

[ wrsterie = ro

Para una definicion completamente formal de un
delta de Dirac, es necesario conocer coneeptos de la
teorin de distribueiones (funciones generalizadas),
sin embargo, existe la alternativa de utilizar limites
de sucesiones de funciones para obtener una buena
representacion mateméatica.

DeriNicION (SUCESION DELTA)

Sea f:R — B una funcion continua, Una sucesién
delta (o secuencia delta) es cualguier sucesion de
funciones {¢n()}wen con dominio v recorrido real
que cumple:

b
Ja,beR,a <0 < b, ﬂli:};lcj dnla)f(2)de = £(0)

A diferencia de la definicién simbolica dada para un
delta de Divac, las sucesiones deltas, sf existen (y al
menos una para cada par de valores a.b € B) v son
una buena forma de representar un delta de Dirac,
ya que, en conjunto, cumplen las propiedades que
deseamos ¥ que exighnos en nuestra definicion idea-
lizada anterior. De hecho, notemos que, considerando
el caso particular en que f(z) = 1, obtenemos:

b
lirn f ulz)de =1
n—s3a a
Ademds, existen sucesiones delta que cumplen lo
mencionado para el caso en que a — —so A b — oc,
es decir, que cumplen:

o0

lim (‘:’u(m)f(m)d:r = Jr(n}

n=ezo

{~]
lim / ty(z)dz = 1
n—oo [
Algunas sucesiones delta construidas a partir de fun-
ciones diferenciables son:

1
= dnlx) = $|+,,".|_,,.-

* du(z) = e

L] Gf'n(a:} = ;%sh.l("z

Notemos que la sepunda corresponde a la densidad
de una distribucion de probabilidad normal (distri-
bueitn Gaussiana).

T Resumen

Estas son sucesiones delta con a — —oo A b — 50, v
ademis, tienen la particularidad de que cumplen:

]: fnla)dz =1

es decir, su integral se encuentra normalizada (sin
necesidad de hacer n — oo).

NoTa

Una sucesion delta no converge a una funcién del-
ta. De hecho, las tres sucesiones delta presentadas
explicitamente, divergen (recordar que estamos en el
contexto de limites de sucesiones de funciones, es de-
cir, en el de los espacios de funciones, luego, lo que se
debe comprobar es que no existe convergencia unifor-
me). En efecto, es ficil ver que ni siquiera se cumple
la convergencia puntual (o simple), entonces, no se
cumple la convergencia uniforme [(conv. uniforme =
conv. puntual)<{no conv. puntual = no conv. uni-
forme)].

En lo que sigue, siempre se considerarén, solo los ca-
s08 en que a = —oo y b — oo, de forma implicita.
No obstante, se debe tener en consideracion, que lo
escrito serd valido para los casos en que se reempla-
cen los limites de las integrales indefinidas por a y b
tal enal como se mostrd en esta seccion, con el cui-
dado de que, en algunos casos, pueden ser necesarias
ciertas condiciones adicionales o modificar alpunas
de estas.

2 PROPIEDADES

En la seccion anterior se menciond la importantisi-
ma propiedad de selectividad. Ahora veremos otras
propiedades muy atiles de un delta de Dirac.

DEFINICION

(FUNCION ESCALON DE HEAVISIDE)

La funcién escalon de Heaviside (o funcitn es-
caldn unitario) es aquella funcién con dominio real
definida por:

0, sizx<i}
ot { 1, saz20
NorTacion
Cuando escribamos gy (2)d(hy () = go(2)8(ha(z)).
£on g1, ga, My, ha funciones de R en R cualesquiera,
tales que gy, g2 sean no nulas, nos referiremos a que
se cumnple la igualdad:

[ a@stuense= [ a@itaensey

para toda funcion f: R = B continua.

En la notacion recién indicada, se excluyen los casos
en que g, V gz son nulos debido a que, como se verd
mis adelante, existe un caso especifico en que no

se requiere que la funcién f sea continua, lo cual
es muy importante tener en consideracién, ya que
se utilizard la misma notacién recién sefialada pero
significardn cosas levemente distintas (son otras las
exigencias de la funcién f).

PROPIEDAD

dH(x)
() = —2=

) i
Una demostracién informal se puede lograr conside-
rando una sucesion delta ¢, (x) y verificando que

"Igrgodi,.(z] = H(zx)
donde "
o) = [ sulerie

Cualquier demostracion formal de esta u otra propie-
dad de un delta de Dirac, requerira, naturalmente, la
aplicacion de fundamentos de la teorfa de funciones
generalizadas (2 menos que se pueda demostrar a
partir de propiedades ya conocidas).

PROPIEDAD
Sea [ : R — R una funcién m-diferenciable. Enton-
ces:

= dmd(a) . - AAL0)

[ S e =y EL0)
Notemos que lo anterior se representa mediante la
expresion
Yin f L2002 2y = (-1 Q)

L) dam

que exige que @y, () sea diferenciable m veess y que:

a0 gk
$60(2) pa3ds < oo, ¥n e NAVE € {0, B
—oc  OT*

PROPIEDAD

Si f: R — R es una funcién continua en » = 0 o si
satisface que lim, oz f(z) = 0, entonces:

f 26 (2)de =0

Esto se resume en la notacion zé(z) = 0.

Notemos que la propiedad anterior no exige que f
sea continua.

PROPIEDAD (SELECTIVIDAD CAMBIADA)

dlx —a)= %H(.ﬁ —a)

es decir, ¥f : R — B funcion continua,

j i 8w — a)f(ajde = f(a)

Delta de Dirac 2
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PROPIEDAD

dlax) = lﬁf;r], Ya#0
|l

Del caso particular a = —1, se obtiene que d(z) =

d(—x), es decir, el delta de Dirac es una funcién

(generalizada) par (esto significa que las sucesiones

delta estdn conformadas por funciones pares).

PROPIEDAD
§(z? —a?)= %.{5(3-#&}.—{-6(1 —a)l, Ya>0

PROPIEDAD

Sea g : B — E una funcién diferenciable con m
raices distintas entre s{, Sean zi...., 1, estas rai-
ces (e glzi) = 0,%k = 1,..,m). Entonces, si
dalze) £ Wk € {1,...,m}, se tiene que

; = 1 ;
d(gle))= r—l-él-v ~ i)
E "‘Hé“!. &

Esta ultima propiedad se puede demostrar informal-
mente utilizando la definicion simbdélica dada en la
seccion 1 y la aproximacion lineal de primer orden
(aprox. de Taylor de orden 1) de la funcién g en
torno a cada una de sus rajces.

Notemos que la peniiltima propiedad corresponde a
un caso particular de la dltima.

PROPIEDAD
Sea g : R — B una funcion continua. Entonces:

glx)d(x) = g(0)d(x)

3 REPRESENTACIONES

Anteriormente se presentd la representacién de un
delta de Dirac por medio de sucesiones de Diree. En
esta secridn se presentan ofras tres representaciones
muy fitiles.

DeFINICION (FuncioN PuLso) (1)

Sea a £ (0,2¢). El pulso de ancho 2u (o funcién
pulso de ancho 2a) y Area unitaria es la funcion real:

siz<—a
si —a<z<a
sirza

Falz) =

Lt

Consideremos el pulso P,(x) v L > a. Notemos que
F,(z) se puede expresar, en serie de Fourier entre
—L v L, como (b, = 0, pues es una funeién par):

Pule) = oz + i L (222 cos (22

Ahora consideremos una funcién real f expandible
en serie de Fourier entre —L y L, es decir,

fa) =%+ i (08 (22 4y i (225

Si ademas, f es continua a trozos ¥ continua enx = 0
(en particular, si f, es continua), es elaro que

JO=F+ o

n=1

Asi, podemos concluir que
L & -
. 1]
[, i Po)f(es = 5 + 3o =10)

Es decir, limg—g Pa(x) cumple la propiedad de selec-
tividad (que es la que define a la distribucién delta),
con lo que hemos obtenido una representacion nueva
para un delta de Dirac.

REPRESENTACION EN SERIE DE FOURIER
Sea L > 0. Un delta de Dirac lo podemos represen-

tar por medio de una serie de Fourier entre —L v L.
Explicitamente:

@) =gp +7 2o (")
Ademés,

5(.-:-.5}=%isin(“{i)sin(ﬂ?).uq-cf,

=1

La segunda expresion se obtiene de la serie de Fou-
rier en senos para d(x — £). De formas andlogas se
pueden ohtener otras representaciones en series de
Fourier.

Ahora, notando que
1 AFia

-
= —e*ds, Wy € RA{0},
2ri = i

w—imo *

H(z)

donde v # 0 debido al polo en z = 0, y derivando
respecto a x, obtenemos que

di{z) 1 =
() = L% =ﬁ£ e*dz,

—in

pero esta vez, ya que no existe polo en el integrando,
tenemos que v puede ser cualquier valor real. Luego,
por conveniencia, escogeremos 4 = 0, obteniendo
1 $ioe
dz)=— s
(=) 2mi J s -
que corresponde a una nueva representacion de la
distribucién delta, sin embargo, se puede modificar
la expresion anterior mediante el cambio de variables
k = —iz (que es una rotacién del plano en 90" en
el sentido de los punteros del reloj), resultando una

Delta de Dirac 3
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expresion mas practica.

REPRESENTACION INTEGRAL

dn) = 51;[ et fe

NoTa

Ambas representaciones mencionadas resultan ser,
respectivamente, una serie divergente y una integral
divergente, lo eual no nos debe sorprender, pues, si
fueran expresiones convergentes, serfa posible definir
un delta de Dirac como una funcién en el sentido del
Caleulo habitual, lo cual no es el caso (y por ello se
debe definir como una funcién generalizada).

Hagamos una leve modificacion a la representacion
integral ¥ consideremos la funcidn

20 -

Valw) =5 [ e Feltdn, a0
P 0 S

En este caso, el factor de convergencia & hace ala

integral convergente (de alli el nombre): ¥ dado que

la funcién e** es uniformemente continua, se tiene
que

lim 6, () = ;—T f_ '“ eeE g = 5(x)
Pero, ', (x) puede ser caleulada y evaluada muy £

cilmente. En efecto, completando cuadrados, se ob-
tiene la expresion

1 =2 % -
() = ;e?/ =kt iz gp

v la integral ey trivialmente caleulada al considerar
el cv. u = ak + 3% que implica du = adk y recor-
dando el conocido resultado [ e~ du = /7, con
lo que se obtiene

gue no es mas que la densidad de una distribucion
de probabilidad Gaussiana (notemos que, haciendo
el c.v. n = g, se obtiene la segunda sucesion delta
presentada a modo de ejemplo en la seccion 2), por
lo que no debe sorprender el resultado

f Yulz)dr=1 YeeR

por lo que es de esperar, v puede ser probado rigu-
rosamente, que

i f_ _tale)f (e = J(0)

para toda funcion de "comportamiento razonable-
mente bueno" f{z) (para mayor precision es ne-
cesario adentrarse en la teorfa de distribuciones).
Bastara que f sea diferenciable en « = 0.

Nuestro andlisis, nos lleva a concluir que, si primero
se desarrolla la integral respecto a z, para una gran
variedad de funciones f(z), se cumple la igualdad

%[:[Z«‘“f[::)dkd:::j(ﬁ}

que es, bisicamente, escribir de forma sorprendente
la propiedad de selectividad:

[ sty = 0

A continuacién, consideremos un pulso rectangular
positivo normalizado P (t — ty).

DEFINICION (FunciON Putso) (2)
Sea T € (0, 00). Sea ty > 0. El pulso rectangular
positive normalizado es la funcién real:

0, siD<t<tp
Pj’(t—ta)={ L osito<t<to+r

0, sit>to+r
Nota
Existen muchas formas posibles de definir funciones
pulso. Para uso exclusivo de este texto, se definieron
las 2 ya presentadas, pues son adecuadas al contexto
y entregan claridad. Por ejemplo, la segunda funcion
pulso no se encuentra definida para valores negati-
vos, lo cual es adecuado al contexto de la transforma-
da de Laplace, que se define solo para el semiespacio
positivo, Ademis, el concepto de normalizado puede
referirse a que el drea es 1 (como en nuestro caso)
0 a que la funcion toma el valor 1. También note-
mos que un pulso no tiene por qué ser rectangular
(en el primer caso se definid como uno rectangular
sin mencionarse en el nombre). Por estas razones, se
debe tener algo de precaucion al leer desarrollos ma-
temiéticos gque involucren este tipo de funciones.

Notemos que la transformmada de Laplace del pulso
Pr(t—tg) es

tg+T AT
Ee_’rdt = e"""——————-l 5
T T

clpre-w) )= [

o

Luegp, basta ver que
m j?+ — = At — 1,

¥ que

i —— =1
Tl ST

para concluir el valor de la transformada de Laplace
de un delta de Dirac.

REPRESENTACION EN
TRANSFORMADA DE LAPLACE

L[at=ty)](s) =e~"", ¥t >0

Delta de Dirac 4
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IMPORTANTE!

Al considerar # = (), se obtiene £ [A(#)] (s) = 1, sin
embargo, en este caso (tg = 0), la distribucion del-
ta no es exactamente la misma que la definida en el
intervalo (—oc, oc). Por ejemplo, no podriamos decir
que §(t) (construida de esta forma) es una funcien
(generalizada) par, dado que en la teoria de las trans-
formadas de Laplace, todas las funciones se asumen
cero para ¢ < 0. Con 4(t) construida asi, obtendria-
mos lo que podria llamarse "la mitad de la distri-
bucién delta original". Una consecuencia prictica es
que, en este caso, la propiedad de selectividad cam-
biarfa a: i

at) f(t)dt = (D +0)

Esto es algo que vale la pena recordar ya que, en
muchos problemas que involucran transformadas de
Laplace, el valor f(0) no es posible definirlo,

Por tiltimo, notemos que se puede dar sentide a la
transformada de Fourier de un delta de Dirac:

1
Var
donde la igualdad es por la definicion de la trans-
formada de Fourier. Pero aqui podemos usar di-

rectamente la propiedad de selectividad cambiada,
obteniendo la nueva representacién deseada.

Fld(z —a) () :=

f‘ dlr—a)e" gz ne R

REPRESENTACION EN
TRANSFORMADA DE FOURIER (1)

Flf(z—a)] () = i_—; YaeR

Var

Notemos que un caso particular, es el de a = 0, que
nos dice que

e=iM0 1
Fla(z)] (A) = 57, ey

También podemos aplicar la antitransformada de
Fourier (o transformada inversa de Fourier), resul-
tando

FH e (z) = VErd(z — o), Ya € R,
por lo que se tiene:

R 1 o=
d(x—a) = g RGN = E;f e“e"e‘f"df
—=a

5.

Luego, haciendo el c.v. # = - A, se obticne
1 % mita ity

A sorot =ifa _—i &

#{—=A—u) Qﬁf.xe e L,

lo que, junto con el hecho de que 6(—A—a) = d(A+a)
(paridad), nos lleva a la expresion

Fe7®] (A) = V3md(A +a),Va e R

Nora

Hemos considerado las transformadas ¥ antitransfor-
madas de Fourier con coeficientes 715; pira ambas,
sin embargo, es comiin usar una definicion alternati-
va con coeficientes 1y oL respectivamente, en cuyo
caso, las relaciones presentadas cambian a las expro-
siones que se muestran a continuacian.

REPRESENTACION EN
TRANSFORMADA DE FOURIER (2)

Flz—a)j(A) =", VaecR
v ademis,

F [e_iE"] (M) =dA+a)VacR
Estos resultados se obtienen de forma idéntica a los
anteriores, simplemente usando las definiciones al-

ternativas de transformadas v antitransformadas de
Fourier mencionadas.

4 EXTENSION A B"

Sea 7 & B™ un vector n-dimensional. 5i, al represen-
tarse en coordenadas cartesianas, el vector se escribe

= Zﬂ:zg:ﬁ;
i=1
entonces, su delta de Dirac se define
A= ﬂ d{r,)
=1
v asi, la integracion se realiza de forma independien-
te en cada dimension.

Notemos que se obtiene el resultado:

HrdV =1
[t

Ahaora, consideremos un sistema de coordenadas dis-
tinto al cartesiano definido por las relaciones (que
deben ser invertibles):

Relaciones Directas:

i = w1, ey ), ¥i=1,..,n

Relaciones Inversas:

i =2i(ug, o0 tty), Vi=1,,.,n
Dado que, el diferencial de volumen es

dV =dzy - de, = |det (J)| duy - - duy,

donde J es el Jacobiano de la transformacion, que
en tres dimensiones se escribe

Bz dey By

Juy Gy Oy

Joa = gz Ty they
L= Juz Juz  iua
£ Ty ity

thg thuy iy

Delta de Dirac
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entonees, se debe cumplir

/-J[F)d;r. . /5(:"} (et (1)) dety -~ duy =1,
por lo que, necesariamente

T ]_[:'=]ﬁ'{u,)
4 =

Un caso especial es el que ocurre en coordenadas es-
fericas en RY, que, debido a la simetria de éstas, se
tiene que
o a(r)
8 = —=,

® 4mr2
donde r = |||, que reduce 3 integrales en una sola,
Claro, también es vilida la formula mas general que
s€ mostrd, pero en ese caso se deben realivar las 3
integrales.
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