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[)Eppg DEL METODo DE MARRIE

Atomo unidimensional con dos electrones:

V(x)

Para cada clectron V(.I) = —ZE’Q{S(_}:) G £

R d%p
—EE dxz = ZEE(S(I)I,U = E’q’)

.48 —KX
Para estados ligados E <0 se tiene que w; = Ae ’ ?.Un = Be

- Condicion de continuidad en x =0
- Condicién de contorno de 1a derivada
= Condicion de normalizacion

o
Wi
o2 EH.-

Rl
Ze

2a,

Existe un tnico valor de energia £

Vamos a adimensionalizar el problema mediante el siguiente cambio de variable:

g 4w d? d?(z)z
o s = 2 3
dy dx dy a, dx dy

dy

Por otro lado







ma', R ﬁ ”aﬂ'il ]f,:] - ﬁ{i(& ,]= ; Qj :_7; :
JLodin=1 = 2L oot = Lo{%5)-30) = 8- Zap)

con lo cual el hamiltoniano resulta

Z’me*| 1 d&°
H e il L4
h? [ 2 dy* .6 )J
1 d?
flae® o5
2 dy? (}’)
De la ecuacién de autovalores fl;f/'(y) =F ’Iﬁ/’(}?) resulta:
Y(y)=e™ El- =
2

4

”;_izz?.zw= | Hartree = E=Z"E(272)eV = E =Z"E' Hartrees

Consideramos ahora que tenemos dos electrones. El hamiltoniano adimensional H' es

B"‘T‘” L«;M En fJ:.'HAg-Jm- CIJ.ZL?
1 & 1 & Emimor b,
H—es e e Sl N
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Método de Hartrée:

En general y(r,...r;) =, (r)eesses @, (rz), donde las funciones ¢, (r;) cumplen

Hg, (r)=E,,(r)

I

[ lova s, L}J 0 snba A }-E."i" ffMM JJ&L
};:[wtwww, PENNRTI O
w o, () @
siendo 4, =_E; f F.I __r[

En nuestro caso tenemos: TP(}H s}'g) = (,15(}’ IJQ)(}’E) = dos ecuaciones.

Para y,

i dz‘;’(f ) [ [ Fo(3.) 8, -y, dyz”d)(h)ﬂld)(y:)

_5(3’1)‘35(3’1)'* ‘?(3’1) #(») = &¢(») (1)

LU0 oL fo0,- 22 [o0:) - ()

_1d%9(y,)

1 2
> d}f‘i "3(}’1)¢(y2) + E‘j)(yz) ¢’(}Jz] = EJq}(}’z) (2)







Las ecuaciones (1) y (2) son idénticas y pueden expresarse como

1d°¢(y) | Ll
o D) ~aly) ©

Si encontramos la solucion de la ecuacion (3) el problema L esta resuelto sin necesidad de
método autoconsistente. /i p.. L., ) e IS

El problema es muy simple debido a que hay solo dos electrones en el mismo estado y
la interaccion es del tipo delta de dirac.

La solucion de la ecuacion (3) es

~cy|

¢(y)=2aCZ - T

1- iy

€y C s¢ obtienen a partir de la condicién de contorno en y =0 y de la condicion de
normalizacion de ¢(y). Resulta

{2

1 1 e

Wﬁ( ‘E) e e
e
Az

En la siguiente figura se representan las funciones ¢(y) y y(y)=¢™ para Z =2.
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La energia del atomo en el estado estacionario y/(y,,y,) = Py )9(y,) es

(it b} = [ dydy.6(3,)0(r:)H'9(3,)9(»,) =

= fd}’ldyz'?:’{}'a}‘f’{}‘z [‘%%"%ggg“a{}':}—ﬁ{}’z}"' ;_ﬁ(yj _P2}]¢{}'l)¢[}?2} ‘

lo que resulta

H e~ 25_%f:¢(y - {(1_ 412)2 . 4312:2

Energia de ionizacion:
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¢Es estable el atomo? Lo es si su energia de jonizacion es positiva, es decir, si cuesta
trabajo extraer un electron. En la siguiente figura se representa U/ en funcion de Z.

Puede verse que el 4tomo es estable salvo para valores de Z entre 0.21 y 0.79 (irreales).
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Cr . Fe Cu kG
z 3¢ 26 29 42
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oy, A 27935 1,934 1.5443 0.71354
&* A 22609 1.9373 1.5418 0.7105%
a.a 2.0848 1.7565 1.3922 .63225
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Combinacion Lineal de Orbitales Atémicos (CLOA (1 LAO): o wIaaL WMMJ ]

Supongamos que la molécula consiste en un electrén y un conjunto de nucleos. El _
método CLOA consiste en utilizar como base estados hidrogenoides del electrén en los
diferentes nicleos. Tenemos asi, en general:

|y',':_.) - z 1B
donde i denota diferentes niicleos y/o diferentes estados hidrogenoides en un dado
nicleo. C, =C(R,).
Para decidir cuales son los estados hidrogenoides que entran en la suma se tiene en
cuenta fundamentalmente la simetria del problema. Asi, por ejemplo, si la molécula
consiste en dos dtomos iguales entonces la linea que los une es un eje de revolucion y el
plano que intersecta dicho cje en el punto medio es un plano de reflexion. Los orbitales
que entran en la suma deben ser tales que no se rompa esta simetria. — {uv}.w b ha bl o s il
Utilizamos esta f-:p;_) como funcion de prueba y hacemos uso del método variacional

b
‘?7.-} : I."'cs.r San 'MJ-&‘:I"—";M'JM"W(?&}

para obtener E°. Lo que hacemos es minimizar

whg) DCClulrie) Seem

Sl il S e S

'Llfi> 2C:CJ.<{FJ.|¢-}.) ZCJ Cs;, D
(55 i

: _
§., 1 pdise.

con respecto a los coeficientes C L Ij_fmt..

(4

{wt
(i

A YCHD-NCSN ? ]
— ; =0

(3)

Tenemos tantas ecuaciones como esta como términos en la suma (4). La solucién es no
trivial si

|-, E|=0. (6)

8, =(@|®;) son las integrales de solapamiento. S, =1 Vi y S, =0si|p,) v |t;:fJ.) son
estados cudnticos de mismo niicleo, puesto que constituyen base ortonormal.
H; son las integrales de Coulomb, v H_ con i=j son las integrales de resonancia.

Asi obtenemos E° y los coeficientes C, que definen el estado monoelectronico de la
molécula.




La molécula de H}:

Esta es la molécula mas simple. Esta constituida por dos protones y un electron.

r;“rr._R.ﬁ
r,=r.—-R;
R=R,-R,

Incluimos en el hamiltoniano electronico el término de repulsion entre los nucleos
V. (R) para que los autovalores nos den directamente las energias potenciales

moleculares. Tenemos asi:

oo NP8 s e gl

M 4 00
?'!2 ef e*_!_ El - fﬁ. 5 - }
Hi‘ = —_?2 4t S H
2m e, Ameyry,  dme,R 4,
I|_ = 'rlI. o .l".l
i .-! o ty JM..-U |'Il.-d=_ /.ﬂ‘”' hﬁ"“-p}-:r‘* £z

b s 1 -
Lrubbdge sl o (1) = -Jm;E " =
Funcién de prueba: lw;) = Clg,) + Cilg,). con Pl Lo

e

Esta funcion de prucba se justifica por la simetria del problema y porque cerca del uno u

otro niicleo el hamiltoniano es el del 4tomo de hidrégeno.

gl g e o e

Esdecir, cercade A —>>—-—=H =-——V"— :
r, Biki K 2m dme,n,

2

Las expresiones (5) y (6) son para este problema

(H, - E)C,+(H,-SE)C,=0

7
(H,, - SE)C, +(Hy— E)C, =0 o




Introduccion a la fisica molecular:

Consideramos un molécula formada por N_ nticleos y N, electrones:

Energia cinética:

Energia potencial:

siendo: V. = —Ezﬁf_ﬁ_ [ ] Qlw. %

Resulta asi:

H(ER,) = T,(n)+ T, (R,) + V. () + Vi (R, ) +

Va(R.)

de modo que la ecuacién de autovalores de H es

H(rffﬂa }!J'I'JE {’}'Ra} = Ew.E (ﬂ"Ra} x

Esta ecuacion no tiene solucion analitica ni siquiera para la molécula de H;, queesla
mas simple de todas.

Aproximacién adiabdtica (de Born Oppenheimer): :
&Pt‘?wﬁmu—u&du’—“i&til? = f‘*‘t‘ﬂ"ﬂad"’t*?'");"

1.- Fijamos los nfwleus};ianleandﬂ asi el hamiltoniano electrénico, donde R, aparece

COMOIT Conjuto;de pakdmctros: i
H'(r.R,)=

T.(r)+ Vo (r)+ V., (r.R,)
Resolvemos la ecuacion de autovalores para este hamiltoniano:
H*(r.R, e (r.R,)= E°(R, wi(r.R,) (0

El subindice E denota los diferentes autovalores v autofunciones de H*. Cada uno de
ellos cambia si cambiamos uno o mas parametros R_.




Al variar R variamos el autovalor £°(R,, ), lo que significa que estamos realizando
trabajo. Esto quiere decir que E°(R,) contribuye a la energia potencial de los nucleos! 1 dilds Losnl

2.- Con un dado autovalor £°(R,) construimos el hamiltoniano nuclear:
Foge oot ylides

H"(R‘,} 1{ }"'V ( u}"*’EF{Ru}

i

Lasuma V(R )+ E*(R,). al representarse en funcion de las coordenadas K, nos da la
energia potencial molecular. Si ésta presenta minimos, entonces la molécula es estable.

El término E°(R,) en H"(R,) significa que los nicleos evolucionan influencia or

la nube electronica, si bien durante el movimiento nuclear no hay transiciones
electromcaa en ¢l sentido que el autovalor de H' no cambia. Por eso se denomina
aproximacion adiabdtica. No se intercambia energia entre clectrones y nucleos. Los
niicleos no se separan infinitamente debido a su repulsién mutua porque estan “sujetos”
por la nube electronica.

Resolucion de la ecuacion electronica:

Vamos a ver como planteamos la solucion del hamiltoniano electronico. Expresamos
(1) en la forma

‘) @

Hwg) =
Siempre podemos expresar |1,u;> como combindcién lineal de una base completa {iq:r,.}}:

ly) =Y Cle,). de modo que de la ecuacién de autovalores (2) resulta

H*E|w Noowe)- Eus) = SHp)c, = Evs)

i=l

Premultiplicando por (g;| obtenemos 2(¢}|H "|¢JI}C = E°C,, es decir:

j=1

PHE=EC, (3)
j=1
Resolviendo el sistema obtenemos las energias y autofunciones de H".

Problema: Resulta una matriz H; de dimension infinita.

Debemos bllSGE‘:r una base finita que permita una buena aproximacion al problema, s

decir, > EC ]qﬂ‘ con N lo mas pequefio posible. Tendriamos ahora un sistema
=l

homogéneo de N ecuaciones.




‘L"” ~-E H,-SE

a 8
\H, - S8 H,—E ®

j L
i H|¢=II2|=(_.E{)+ 5 )5_2'1 < r-‘f"” II}\FI?
donde §,=5, =Sy

H,, "H11=_Ho+4;:R_
bt 1
> : 7 """"a
&5 =(¢?th2> o fe /°e /l/c'afr1
v

{(ver Apéndice I)

Ll | oy
1%> e

&
@
: J A= 7
siendo 4z,

1
4e, r,

£, =136 eV

2 2R
® e A‘*[EHJ. Puede verse que H,, (v H,,) se
a,

demodoque H, =H _ =-E_ + :
i i3 5 2 e R

aproximan a la energia del atomo aislado [—Eﬂ) si los niicleos se alejan. Asi mismo,
bajo estas condiciones H,, = H,, ~0 puesto que S =0y A ~0.

A partir de (8) obtenemos dos soluciones:

H,+ HTl

E, =—il"—
Hl+f§’ ©
L 5 i 4

: R

Reemplazando E, en la expresion (7) resulta C, = C,, de modo que el estado cuantico
correspondiente ¢s

4 i e v W8 |r|_::“')‘ f"‘r“"‘J g,'lLF,_b
et Rl

sy =Cllo)+e.)]

Normalizamos (:pglp w;_p> = C’[1+1+2S] =1, con lo cual

w.;__p) - 2{11+ 5) [|¢'1> * 1‘?’2}] - (10)

Si reemplazamos E; en (7) resulta C, = -C,, v el estado cudntico es




! .
T pepm—— 1, PR (11)
v Wﬁ('“s)[i )=l
La representacion grafica de las correspondientes funciones de onda es la siguiente:

Antibonding orbital

i b

Atomic orbitals \
G [

Bonding orbital

P

Mientras que las energias E, y E,, representadas en funcion de R resultan:

LT er

I:' 7 b ..\.-q_‘:l "JL"""":": Z
.i',.uu E‘ IMWLQ Ee e L HLL ':j"

El niimero de estados légicamente no cambia. Partimos de dos estados hidrogenoides
) ¥ |@.) v llegamos a otros dos estados 1tp§1p> y [Wes)-

El estado impar es inestable. Los nicleos se algjan indefinidamente. Ademas, para este
estado la probabilidad de encontrar al electrén entre ambos protones es muy pequefia.
de modo que no existe practicamente apantallamiento.

Por otro lado, la energia de interacci6n protén — protén para ¢l estado par presenta un
minimo que corresponde a una distancia de equilibrio. El electron puede encontrarse
con bastante probabilidad enire ambos protones, con lo cual el apantallamiento es
importante. La nube electrénica “abraza” a ambos protones e impide que abandonen la




- ag | B . - E:
molécula, La funcién de onda {rr?,le’.;_.lp> correspondiente al nivel de menor energia se

denomina orbital enlazante (bonding orbital), y la que corresponde al nivel inestable,
(r|w;_.l,.> se denomina orbital antienlazante (antbonding orbital). La siguiente figura

representa el diagrama de niveles de energia orbital molecular:

La ocupacion por parte del electrén del nivel enlazante baja la energia de la molécula y
mantiene a los nieleos a la distancia de equilibrio. En cambio, cuando el nivel
antienlazante es ocupado la energia aumenta y los nucleos tienden a alejarse. Puede
verse que el diagrama no es simétrico en el sentido que el sistema es mas antienlazante
que enlazante, lo cual se debe a la repulsidn entre niicleos, que aumenta la energia en
ambas situaciones.

Desde el punto de vista experimental, la separacion observada es 1.06 A y la energia de

enlace -2.80 ¢V. Estos valores no concuerdan con el obtenido en el presente calculo. La :

razén es que la funcion de prueba elegida no corresponde a la del H? cuando R —0.(% edibii v vg
Podemos sin embargo introducir una carga efectiva en el niicleo modificando asi la %< e d Lt
funcion de prueba. En efecto, si la carga nuclear es 1.228¢€ se obtiene R o= 1.06A y

E_ .. =-225eV.




Apéndice I:

Para el calculo de <

_\q, >T et f / dr recordamos que:
rzi 1

{
] _F‘}[Lﬂhﬁ} h <R

| =
WL

-
n
(=]

|l-|| o
=

e ——
i 1 |:::| = |

1
] P(cos8) rn>R

|-
2L
—_—

y que ademas

I 2 i L )
_f . B (cosB)P, (cosf)sentd = T 8, = f i (cos B)senfidf =26, .

Tenemos entonces

<fﬁE}ﬁ> _f“f f s _r Senﬂdrdﬁdqp+_... ERe / L s antudip -
Y AR =T -/w,._ﬁ{l o [ ﬂ

“Ray V9

Por ofro lado, teniendo en cuenta la relacién entre 7, 7., ., R, R,. y Ry resulta

et 1 | .s.'z 1 -%«u 1 -|;-,_;:/V -|r= R —|r,.+1~:,%/‘II
A <{pl]?]:pl>=:i— fﬁ —e dr, -—_f |r +R Ic dr,

e, TTE, Ty h Lh-rr

= = [1+ E]e_%"

dne,a, | &
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La molécula de H:

Para moléculas con mas de un electron, consideraremos el hamiltoniano de un solo
clectron en el que afiadimos la interaccion electrén — electrén. Luego utlilmremns el

método LCAO en su forma mads simple para obtener aproxima
monoelectrénicos que ire todos los electrones. Tenemos asi:

=L dr' —}Ul*‘uioo[ﬂbﬂ‘-’

H_—? e 23 A +V _(r) con fhl

2m dmeyr  Aaslr- R| Ir=r]

siendo yf{r’) la funcién de onda del otro electrén en la molécula y, como antes,

wa) = C1|qf"1> +C,

¢,) de modo que, como antes, llegamos a que

(H,-E)C,+(H,-SE)C,=0
(H,, - SE)C, +(H,, - E)C, =0

donde ahora los valores de H ; son diferentes. En efecto, en este caso
2

&

_— Vv e =
4;Jr£ﬂ|r—R|+ o)) 2

B, = H,, ='Eu+{¢?1|_

puesto que es de esperar qua el térmiuu rcpulsivn f y (r)V., (rhp(r)dr no sea muy

diferente del atractivo — f *H dr Pur otro lado llamamos e
|F' R| vﬁ-«-fj'.n-l-‘"‘ b Fg f-v-f}wr ¢ i g et e o

prmm——

fwnu,.'ﬁ‘. ?.—d'frﬁ-m;_j
U.=H11=HE|-—EDS+{!?}.| Er R!+V |qu> ﬂ;‘wt?mﬁf FH"{-’JELV"L”"WEN
ULe
J"’*}TJ tif'w

U <0 y aumenta al aumentar la separacion entre niicleos. Las expresiones equivalentes
a (9) son ahora

E, =—‘r"r""‘H'.=.=.=_.e'0—|U[ oLy p, ~ B
1+ ol 2

E =l L. F +|U —L=-] = =12
1§ o+ U] ¥ 3 | ;)

donde se ha des despreciado S frente a 1. Si incluimos en el hamiltoniano la energia de

—— e =

repulsion entre nicleos resulta que £, presenta un minimo como en la molécula

TELR
de H;. La suma de las energias de los dos dtomos aislados es —2E,. En la molécula de




as

H, los dos electrones ocupan el nivel mas bajo, con energia —2F, - ZU
favorable energéticamente. Por eso se forma la molécula de H,. El estado cuantico dc

los dos electrones sera Wy, (Thp,(2 [| —)=|-+ }1 debidamente nnrmahmd{)
Esquematicamente esto ¢s: :

—E, +|U]

4 Py
+ | ‘En_lUI
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